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Vorwort

Die Aufgabe der Elektrotechnik besteht in der technischen Nutzbarmachung der aus
der Physik gewonnenen Erkenntnisse iiber die elektromagnetischen Erscheinungen
und deren GesetzméaBigkeiten. Von dem in diesem Arbeitsumfeld tdtigen Ingenieur
wird unabhéngig von der speziellen Studienrichtung, z.B. Informations- und Kommu-
nikationstechnik, Mikroelektronik, Leistungselektronik, Automatisierungstechnik
oder auch Energie- und Antriebstechnik, ein fundamentales Verstdndnis der grundle-
genden Zusammenhinge erwartet. Selbst in der Mechatronik und im Maschinenbau
ist dieses Grundwissen unerldsslich.

Didaktische Besonderheiten

Die vielfdltigen Erscheinungen des Elektromagnetismus stellen die Studierenden
zundchst vor erhebliche Probleme. Wahrend die Gesetze der Mechanik oft sehr
anschaulich sind und viele Begriffe aus dem alltdglichen Bereich zur Beschreibung
der physikalischen Zusammenhédnge verwendet werden, ist die Situation bei den
elektrischen und magnetischen Vorgédngen vollig anders. Zur mathematischen Formu-
lierung der physikalischen Beobachtungen werden neue Begriffe wie z.B. der Begriff
des elektromagnetischen Feldes oder der Begriff des Dipols eingefiihrt, fiir die es keine
Entsprechung aus dem Erfahrungsschatz des Alltags gibt. Der Uberwindung dieser
Anfangsschwierigkeiten wird besondere Aufmerksamkeit geschenkt.

Das vorliegende Lehrbuch stellt das notwendige Fachwissen in einer leicht verstdnd-
lichen und klar strukturierten Form zusammen. Es richtet sich an Studenten der ein-
gangs genannten Fachrichtungen an Fachhochschulen und Universitdten und basiert
auf den Erfahrungen einer mehrjahrig durchgefiithrten Vorlesung an der Universitét
Erlangen-Niirnberg.

Das Lehrwerk ist so aufgebaut, dass es auch zum autodidaktischen Lernen geeignet ist.
Aus der Mathematik der gymnasialen Oberstufe sollte die Differential- und Integral-
rechnung bekannt sein. Die Vektorrechnung und die grundlegenden Koordinatensys-
teme werden im Anhang ausfiihrlich behandelt. Die bei den Feldberechnungen immer
wiederkehrenden Begriffe eines Linienintegrals und eines Hiillflachenintegrals werden
ebenfalls im Anhang an zwei einfachen Beispielen auf anschauliche Weise erldutert.

Um die Vorgehensweise bei der Berechnung von Netzwerken moglichst tibersichtlich
zu gestalten, sind die etwas langeren mathematischen Betrachtungen in den Anhang
verlagert. Das betrifft einerseits die Beweise der bei der Inversion von Ortskurven
geltenden GesetzmaiBigkeiten und andererseits die Konvergenzbetrachtungen bei der
Fourier-Entwicklung.
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Die wichtigsten Erkenntnisse aus den einzelnen Abschnitten sind als Zusammenfas-
sungen und Merksédtze besonders hervorgehoben. Durch Referenzen in den Formeln
auf vorhergehende Gleichungen wird das Nachvollziehen der Ableitungen wesentlich
erleichtert. Ausgewdhlte Beispiele, die zu einem tieferen Verstindnis der Zusammen-
hénge beitragen, sind im Text integriert.

Inhaltlicher Aufbau

Das vorliegende Buch beinhaltet die bisher als Einzelbénde erschienenen Biicher Grund-
lagen der Elektrotechnik 1 (Erfahrungssdtze, Bauelemente, Gleichstromschaltungen) und
Grundlagen der Elektrotechnik 2 (Periodische und nicht periodische Signalformen).

Den Einstieg in die einzelnen Kapitel des ersten Teils bilden die aus Experimenten
abgeleiteten und in die Sprache der Mathematik {ibertragenen Erfahrungssdtze. Auf-
bauend auf den grundlegenden physikalischen Zusammenhédngen werden die Eigen-
schaften der einfachen elektrischen Bauelemente und deren Verhalten in Gleichspan-
nungsnetzwerken dargestellt. An einfachen Anordnungen wird gezeigt, wie aus den
im Allgemeinen dreidimensionalen Feldverteilungen die integralen GroBen Span-
nung, Strom, Widerstand, Kapazitdt und Induktivitdt abgeleitet werden konnen, mit
deren Hilfe die urspriingliche Feldbeschreibung auf eine einfache (summarische)
Berechnung mit skalaren GréBen zurtickgefiihrt werden kann.

Mithilfe der Begriffe elektrischer und magnetischer Dipol werden die beobachtbaren
Phénomene in der Materie am mikroskopischen Verhalten der Atome und Molekiile auf
einfache Weise veranschaulicht. Gleichzeitig aber erlaubt die makroskopische Betrach-
tungsweise, d. h. die Mitteilung iiber das Verhalten einer sehr groen Anzahl von Ato-
men, die Erfassung der speziellen Materialeigenschaften durch einfache skalare GroBen.

Im 1. Kapitel wird ausgehend von den im Coulomb'schen Gesetz beschriebenen Kraft-
wirkungen zwischen ruhenden Ladungsverteilungen, die auch ohne das Vorhandensein
eines Ubertragungsmediums im Vakuum beobachtbar sind, der Begriff des elektrischen
Feldes eingefiihrt. Dieser bildet die Basis zur Einfithrung der Begriffe elektrostatisches
Potential, Spannung und elekirische Flussdichte. Ein zentrales Thema in diesem Kapi-
tel ist der Kondensator mit seiner als Kapazitdit bezeichneten Eigenschaft, elektrische
Energie speichern zu kénnen.

Im 2. Kapitel ist die Ladungstrigerbewegung im Leiter Ausgangspunkt fiir das
Ohm'sche Gesetz. Wir lernen die Begriffe Stromdichte und Widerstand kennen. Die
Zusammenschaltung von Widerstdnden in Gleichstromnetzwerken wird im 3. Kapitel
ausfiihrlich behandelt. Das 4. Kapitel beschreibt die unterschiedlichen Stromleitungs-
mechanismen im Vakuum, in Gasen, in Fliissigkeiten und in Halbleitern.

Die Kraftwirkung zwischen den zeitlich konstanten Strémen fiithrt im 5. Kapitel zu
dem Begriff des magnetischen Feldes. Das Oersted'sche Gesetz (Durchflutungsgesetz)
stellt einen Zusammenhang her zwischen der magnetischen Feldstdrke und dem die
Feldstdrke verursachenden Strom. Wichtige Themen in diesem Kapitel sind die Ana-
logie zwischen elektrischem und magnetischem Kreis sowie die Spule und ihre als
Induktivitdit bezeichnete Eigenschaft, magnetische Energie zu speichern.
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Im 6. Kapitel lernen wir die Ruheinduktion und die Bewegungsinduktion kennen,
deren mathematische Formulierung durch das Faraday’sche Induktionsgesetz die
Beschreibung der Vorgdnge im zeitlich verdnderlichen elektromagnetischen Feld
erlaubt. Ein Beispiel ist seine Anwendung bei der Umwandlung von Bewegungsener-
gie und elektrischer Energie in Generatoren und Motoren. Als weitere Bauelemente
lernen wir hier die Transformatoren und Ubertrager kennen.

Im zweiten Teil werden lineare Netzwerke mit beliebigen, zeitabhdngigen Strom- und
Spannungsverldufen analysiert. Wegen der unterschiedlichen Vorgehensweisen bei
der Berechnung werden zeitlich periodische Vorgédnge und Schaltvorginge getrennt
behandelt.

Nach einer kurzen Betrachtung iiber die Zulédssigkeit der Verfahren zur Berechnung
von Netzwerken bei zeitlich verdnderlichen Vorgidngen im 7. Kapitel werden die aus
technischer Sicht wichtigen Netzwerke mit zeitlich sinusférmigen Strom- und Span-
nungsverldufen im 8. Kapitel ausfiihrlich behandelt. Die Netzwerkanalyse mithilfe der
komplexen Wechselstromrechnung basiert auf einer Transformation der Netzwerke
aus dem Zeitbereich in einen Bildbereich (komplexe Ebene), in dem das entstehende
komplexe, algebraische Gleichungssystem auf einfache Weise geldst werden kann. Die
Riicktransformation in den Zeitbereich ist anschlieBend mit elementaren Rechnungen
durchfiihrbar.

Netzwerke mit periodischen, aber nicht mehr sinusférmigen GroBen treten z.B. auf,
wenn die Quelle eine Rechteckspannung liefert oder wenn in einem Netzwerk mit
einer Gleichspannungsquelle ein Schalter periodisch getffnet und geschlossen wird.
Mithilfe der Fourier-Entwicklung kénnen diese zeitlich periodischen Vorgénge als
Uberlagerung von einem Gleichanteil mit einer gegebenenfalls unendlichen Summe
von Sinus- und Kosinusfunktionen unterschiedlicher Frequenzen dargestellt werden.
Die Zerlegung einer periodischen Funktion in eine Fourier-Reihe und die Analyse des
Netzwerks fiir diesen Fall werden im 9. Kapitel behandelt.

Ausgleichsvorgidnge entstehen insbesondere im Zusammenhang mit einmaligen
Schaltvorgidngen, wenn z.B. eine Spannungsquelle erstmalig mit einem Netzwerk ver-
bunden wird oder wenn eine im Netzwerk eingebaute Sicherung ausgelést wird und
einen Stromkreis unterbricht. Einfache Beispiele werden im 10. Kapitel berechnet,
indem die auftretenden Differentialgleichungen mit elementaren Verfahren gelost
werden.

Im 11. Kapitel wird zundchst gezeigt, dass einmalige Vorgénge als Sonderfall eines
periodischen Vorganges mit unendlich langer Periodendauer aufgefasst werden kon-
nen. Die Fourier-Reihe in Kapitel 9 geht fiir diesen Sonderfall in das Fourier-Integral
iiber. Die Konvergenzprobleme im Zusammenhang mit dem Fourier-Integral lassen
sich durch Einfiihrung einer komplexen Frequenz vermeiden. Durch diese Verallge-
meinerung geht das Fourier-Integral in das Laplace-Integral iiber, mit dessen Hilfe
Netzwerke mit zeitlich beliebigen Verldufen der Quellenstrome und -spannungen mit
begrenztem Aufwand analysiert werden konnen.
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Der Anhang enthilt neben einer kleinen mathematischen Formelsammlung zu den
Koordinatensystemen und einigen bei der Fourier-Entwicklung héufig auftretenden
Integralen auch eine Tabelle zu den Fourier-Reihen. Die bei der Laplace-Transforma-
tion benotigten Korrespondenzen fiir den Ubergang zwischen Zeit- und Bildbereich
sind im Anhang ebenfalls tabellarisch zusammengestellt.

Handhabung des Buches

Dozent Der vorliegende Band enthilt das Lehrmaterial fiir die vierstiindige Vorle-
sung ,,Grundlagen der Elektrotechnik I, in der die Kapitel 1 bis 8 behandelt werden.
Die folgenden Kapitel sind Vorlesungsstoff in den anschlieBenden Semestern. Die in
einer zusitzlichen zweistiindigen Ubung behandelten Aufgaben stehen komplett mit
Losungen im Downloadbereich bei der entsprechenden Vorlesung auf der Lehrstuhl-
Homepage zur Verfiigung. Die im Buch verwendeten Abbildungen sind zum Einsatz
in eigenen Vorlesungen auf der Companion Website verfiigbar.

Student Jedes Kapitel beginnt mit einer kurzen themenbezogenen Einleitung und
mit einer Liste der zu erreichenden Lernziele. Am Ende der Kapitel werden die Kern-
aussagen und die wichtigsten Gedankengénge noch einmal in einer Ubersicht zusam-
mengestellt.

cws

Zur Vertiefung des Stoffes und zur Vorbereitung auf die Klausur endet jedes Kapitel
mit einer kleinen Aufgabensammlung. Es wird dringend empfohlen, diese Aufgaben
weitestgehend eigenstdndig zu lésen. Die Losungen finden Sie unter www.pearson-
studium.de.

Eine umfangreiche Sammlung von Klausuraufgaben und Ubungsbeispielen zusam-
men mit einer ausfiihrlichen Beschreibung des Losungswegs wird als Ubungsbuch
Elektrotechnik, ISBN: 978-3-8689-4070-1 erscheinen. In diesem Buch sind auch die
ausfiihrlichen Losungen der am Ende der jeweiligen Kapitel zusammengestellten Auf-
gaben enthalten.

Ohne Hilfe geht es nicht

Herrn Birger Peil vom Pearson-Verlag sei an dieser Stelle fiir die gute Zusammenarbeit
gedankt.

Hinweise auf eventuelle Fehler und Verbesserungsvorschldge werden jederzeit dank-
bar entgegengenommen (M.Albach@emf.eei.uni-erlangen.de).

Ein Buch zu den Grundlagen der Elektrotechnik stellt eine besondere Herausforde-
rung dar, einerseits soll ein solides Fundament fiir das weitere Studium gelegt wer-
den, andererseits darf die Vielfalt an neuen Problemstellungen und zugehorigen
Losungsverfahren nicht als Abschreckung empfunden werden. Der Autor hofft, dass
dieser Kompromiss mit dem vorliegenden Buch gelungen ist.


http://www.pearson-studium.de
http://www.pearson-studium.de
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Einfiihrung

> In diesem Kapitel werden wir uns zunédchst mit dem Begriff der elektrischen

Ladung beschiftigen. Die Existenz solcher Ladungen ist die Ursache fiir alle
elektromagnetischen Erscheinungen. Wer kennt nicht das Zucken im Finger beim
Anfassen eines Geldnders, nachdem man iiber einen Teppich gelaufen ist, oder die
spektakuldren Vorfithrungen, bei denen eine Person unbeschadet einen Metallkéfig
verldsst, in den ein Blitz eingeschlagen hat.

Zur Beschreibung solcher Phdnomene werden wir den Begriff des Feldes, in diesem
speziellen Kapitel den Begriff des elektrostatischen Feldes einfithren. Anordnungen
mit ruhenden Ladungen bieten den leichtesten Einstieg in die mathematische
Behandlung von Feldberechnungen. Obwohl die Feldtheorie und die ihr zugrunde
liegenden Maxwell'schen Gleichungen das zentrale Fundament fiir die Elektrotechnik
bilden, werden wir in diesen Grundlagenbiichern nur die Konzepte kennen lernen
und uns auf einfachste Anordnungen beschranken.

Ausgangspunkt fiir dieses Kapitel ist das Coulomb'sche Gesetz, das die Kraftwirkung
zwischen ruhenden Ladungen beschreibt. Als einen der wichtigsten Begriffe werden
wir die Kapazitdt kennen lernen, eine aus der Feldverteilung abgeleitete integrale
Grofle, die die Fahigkeit einer Anordnung beschreibt, elektrische Energie zu speichern.
Erst mit diesen Begriffen, spiter kommen noch Widerstand und Induktivitédt hinzu, sind
wir gut geriistet, reale Bauelemente durch mehr oder weniger komplizierte Modelle zu
ersetzen und damit Schaltungen aufzubauen, zu analysieren und auch die Gren- <<
zen bei der Schaltungsanalyse mit vereinfachten Modellen zu verstehen.

LERNZIELE

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels und dem Lésen der Ubungsaufgaben werden
Sie in der Lage sein,

B mithilfe des Coulomb'schen Gesetzes Krifte auf Ladungen zu berechnen,
B das elektrostatische Feld fur einfache Ladungsanordnungen zu berechnen,
B die zugehorigen Aquipotentialflichen und Feldlinien darzustellen,

B die elektrische Spannung aus den FeldgroBen zu bestimmen,

B das Verhalten der Feldgrofen an Sprungstellen der Materialeigenschaften zu
bestimmen,

B die Kapazitdt von einfachen Leiteranordnungen zu berechnen,
B die Zusammenschaltung von Kondensatoren zu vereinfachen sowie

B die im elektrostatischen Feld gespeicherte Energie zu berechnen.



1.1 Die elektrische Ladung

1.1 Die elektrische Ladung

Zum Einstieg in dieses Kapitel betrachten wir ein kleines Experiment. Werden zwei
Glasstdbe mit einem Wolltuch gerieben, dann kann man feststellen, dass sich die bei-
den Stdbe gegenseitig abstoBen. Wird das gleiche Experiment mit zwei Kunststoff-
stdben wiederholt, dann bleibt das Ergebnis gleich, auch diese beiden Stdbe stofen
sich gegenseitig ab. Im Gegensatz dazu ziehen sich ein Glas- und ein Kunststoffstab
gegenseitig an. Diese mit den Gesetzen der Mechanik nicht zu erkldarende Erscheinung
fiihrt man auf Ladungen zuriick. Da sowohl Anziehung als auch AbstoBung auftritt,
miissen zwei verschiedene Arten von Ladungen existieren. Man unterscheidet daher
positive und negative Ladungen.

Die den beobachteten Kraftwirkungen zugrunde gelegte Modellvorstellung ist in » Abb.
1.1 dargestellt. Nach diesem vereinfachten Atommodell von Niels Bohr (1885 — 1962)
bestehen Atome aus Kernen, die Protonen (positive Ladungstrdger) und Neutronen ent-
halten, sowie aus Elektronen (negative Ladungstréger), die den Kern auf bestimmten
Bahnen umkreisen. Mehrere Bahnen bilden zusammen eine Schale. Auf jeder Schale
koénnen sich nur eine begrenzte Anzahl von Elektronen authalten. Die Summe aller den
Kern umkreisenden Elektronen bezeichnet man als Elektronenhiille. Der Atomkern
besitzt einen Durchmesser in der GréBenordnung von 107'* m, wihrend der Durchmes-
ser der Elektronenumlaufbahnen etwa um den Faktor 10000 gréBer ist. (Die Abmes-
sungsverhéltnisse in der Abb. 1.1 sind nicht maBstabsgerecht.)

Atomkern GroBenordnungen:

Kerndurchmesser 10 m

Elektron 10" m

Hlle 10"°m
@ Neutron
© Proton
® Elektron

Elektronenhlille
Abbildung 1.1: Bohr'sches Atommodell

Die kleinste, d.h. nicht weiter unterteilbare, Ladungsmenge heilt Elementarladung e.
Thr experimentell bestimmter Wert betrdgt e = 1,6021892-1071° As. Da die Ladung der
Protonen (+e) entgegengesetzt gleich grof ist zur Ladung der Elektronen (-e) und da
die Anzahl der Protonen und Elektronen in den Atomen gleich grobB ist, verhalten sich
Atome nach auBen elektrisch neutral. Die Anzahl der Protonen bzw. Elektronen in
einem Atom wird als Ordnungszahl bezeichnet, sie betrdgt bei Wasserstoff 1 und bei
dem in der Elektrotechnik als Leitermaterial verwendeten Kupfer 29. Der Wert von e
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ist konstant, er ist insbesondere unabhingig vom Bewegungszustand (Geschwindigkeit)
des Teilchens. Im Gegensatz dazu ist die Teilchenmasse abhéngig von der Geschwin-
digkeit.

Bei dem eingangs beschriebenen Experiment werden keine Ladungen erzeugt, son-
dern die positiven und negativen Ladungen getrennt. Von den Atomen des Glasstabs
bleiben einige Elektronen am Wolltuch hidngen, so dass die positive Gesamtladung des
Glasstabs einem Elektronenmangel entspricht, wahrend beim Reiben des Kunststoft-
stabs einige Elektronen vom Wolltuch an dem Stab héngen bleiben, so dass die nega-
tive Gesamtladung des Kunststoffstabs einem Elektroneniiberschuss entspricht. Erst
dadurch entstehen die nach auien hin wirksamen Kriéfte.

Die im Kern enthaltenen Protonen und Neutronen werden als Nukleonen bezeichnet.
Da die Masse der Nukleonen etwa um den Faktor 1836 griofer ist als die Masse der
Elektronen, bestimmt die Summe der in einem Atom vorhandenen Nukleonen im
Wesentlichen dessen Masse. Trotz der gegenseitigen AbstoBung der Protonen werden
die Kerne zusammengehalten. Die Ursache fiir diese Kernbindung ist die als starke
Wechselwirkung bezeichnete Kraft zwischen den Nukleonen.

Fassen wir die wesentlichen Aussagen noch einmal zusammen:

Ladungen sind stets ein Vielfaches der Elementarladung.

In einem abgeschlossenen System ist die Summe der Ladungen stets konstant.
Diese Aussage gilt unabhdngig von dem Bewegungszustand des Beobachters.

Ladungen gleichen Vorzeichens stoflen sich gegenseitig ab, Ladungen unter-
schiedlichen Vorzeichens ziehen sich gegenseitig an.

1.2 Das Coulomb'sche Gesetz

Durch Messung hat Charles Augustin de Coulomb (1736 — 1806) festgestellt, dass die
Kraft F zwischen zwei Ladungen Q; und Q, betragsmafig proportional zu jeder der
beiden Ladungen und umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstandes r zwi-
schen den Ladungen ist. Mit der Proportionalitdtskonstante 1/(4me,) folgt daraus die
Beziehung

F~Q1§2 5 F= 1 Q@

. 1.1
r ame, r? (1.1)

Der Faktor ¢, wird als elektrische Feldkonstante (Dielektrizitdtskonstante des Vaku-
ums) bezeichnet. Durch die Festlegung der Basiseinheit 1A (vgl. Kap. 5.4) ist ¢, nicht
mehr frei wihlbar. Messungen ergeben einen auf vier Stellen gerundeten Wert von
€0 =8,854:10712 As/Vm.



1.3 Die elektrische Feldstarke

Bei der Gleichung (1.1) wird angenommen, dass die geometrische Ausdehnung der
einzelnen Ladungen sehr viel kleiner als der Abstand zwischen den Ladungen ist,
daher spricht man hier von der Kraft zwischen Punktladungen. In dieser Gleichung
kommt noch nicht die Richtung der Kraft zum Ausdruck. Mit der Festlegung eines
Einheitsvektors e,, der gemdl »Abb. 1.2 in Richtung der Verbindungslinie von der
Punktladung Q; zur Punktladung Q, zeigt, kann die Kraft auf die Ladung Q, als vekto-
rielle Gleichung

s (1.2)

geschrieben werden. Haben beide Ladungen gleiche Vorzeichen, dann wird die Ladung
@, von der Ladung Q, abgestofen, haben sie entgegengesetzte Vorzeichen, dann wirkt
die Kraft in Richtung —e, und die Ladung Q, wird von @, angezogen.

Abbildung 1.2: Zwei Punktladungen gleichen Vorzeichens

Die Unterscheidung der beiden Ladungsarten durch ein positives bzw. negatives Vor-
zeichen liefert im Zusammenhang mit dem in Gl. (1.2) auftretenden Produkt der
Ladungen automatisch die mit den Experimenten iibereinstimmende Richtung fiir den
Kraftvektor.

1.3 Die elektrische Feldstarke

Das Coulomb'sche Gesetz (1.2) beschreibt offenbar eine fiir beliebige Abstdnde r gel-
tende physikalische Wirkung, ohne dabei eine Aussage iiber den Raum zwischen den
Ladungen zu machen. In diesem Zusammenhang sind zwei Fragen von Bedeutung:

EM Wie kann im Unterschied zur klassischen Mechanik ohne direkten Kontakt und
ohne ein stoffliches Medium eine Kraft ausgeiibt werden?

EA st es méglich, sofort, d.h. ohne Zeitverzug, eine Anderung der Kraftwirkung auf
QQ, wahrzunehmen, wenn Q, seine Position relativ zu Q, d&ndert?

Die Schwierigkeiten bei der Beantwortung dieser Fragen lassen sich umgehen mit der
Annahme, dass durch die Anwesenheit einer Ladung der umgebende Raum selbst
zum Triger physikalischer Eigenschaften wird. Um den Zustand des Raumes in die
Beschreibung mit einzubeziehen, wird an dieser Stelle der Begriff des Feldes einge-
fiithrt. Unter dem Begriff Feld soll hier allgemein verstanden werden, dass jedem Punkt
des Raumes zu einem bestimmten Zeitpunkt eindeutig eine oder auch mehrere physi-
kalische GroBen zugeordnet werden konnen und zwar unabhéngig von der Wahl eines
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Koordinatensystems. Diese Feldgrofen verkniipfen zusammen mit den Material-
eigenschaften des Raumes die Ursache und Wirkung an demselben Raumpunkt und
zum gleichen Zeitpunkt. Im vorliegenden Fall spricht man von einem elektrischen
Feld, das sich durch die Kraftwirkung auf Ladungen bemerkbar macht. Ein anderes
bekanntes Beispiel fiir ein Feld ist das Gravitationsfeld, das an den Kraftwirkungen
auf Massen erkennbar wird.

Die erste Frage kann unter Zuhilfenahme mechanischer Vorgdnge und Wirkungen
nicht beantwortet werden. Die Kraft auf die Ladung Q, in Gl. (1.2) ldsst sich aber mit
dem hier eingefiihrten Feldbegriff darstellen als das Produkt aus dem Wert der Ladung
selbst und einer mit E bezeichneten vektoriellen RaumzustandsgroBe

=6, Ql—?Z=E1Q2 mit 17:1=é,&2 . (1.3)

4mey r 4meyr
E wird elektrische Feldstirke genannt und hat die Dimension V/m. Die Kraftwirkung
(1.3) als Folge des von der ruhenden Ladung Q; hervorgerufenen elektrostatischen
Feldes kann auch im Vakuum nachgewiesen werden und ist nicht an das Vorhanden-
sein von Materie im Raum zwischen den Ladungen gebunden. Misst man die elektri-
sche Feldstdarke mit unterschiedlichen Probeladungen Q,, dann liefert das Verhéltnis
aus dem Betrag der Kraft zum Wert der Probeladung immer den gleichen Betrag fiir
die elektrische Feldstdrke. Da die Feldstdrke (1.3) unabhéngig ist von der zu ihrem
Nachweis notwendigen Probeladung, existiert das elektrostatische Feld als Raum-
zustand offenbar auch dann, wenn bei Abwesenheit der Probeladung keine Kréfte
beobachtet werden.

Wihrend sich die als elektrische Feldstdrke bezeichnete vektorielle Raumzustands-
groBe auf einen speziellen Raumpunkt bezieht, kennzeichnet man mit dem Begriff
elektrisches Feld die Gesamtheit der Feldvektoren in allen Raumpunkten.

Die zweite Frage nach dem zeitlichen Abstand zwischen Positionsdnderung der einen
Ladung und daraus resultierender Anderung der Kraftwirkung auf die andere Ladung
kann erst im Zusammenhang mit der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen beant-
wortet werden. An dieser Stelle soll lediglich darauf hingewiesen werden, dass die
Wellenausbreitung mit Lichtgeschwindigkeit erfolgt und die Information iiber die
Anderung des Raumzustands infolge der Bewegung von Q, um die benétigte Laufzeit
der Welle fiir die Distanz r zwischen den Ladungen spiter bei Q, ankommt. Die Ande-
rung der Kraftwirkung auf , wird sich entsprechend zeitversetzt bemerkbar machen.
Diese Effekte spielen aber bei der Behandlung elektrostatischer Probleme keine Rolle.



1.4 Uberlagerung von Feldern

Kehren wir noch einmal zu dem neu eingefiihrten Begriff der elektrischen Feldstdrke
zuriick. Die Richtung von E wird allgemein in Richtung der Kraft gezihlt, die auf eine
positive Ladung wirkt. Betrachten wir in diesem Zusammenhang die Gl. (1.3), dann
zeigt die Kraft auf eine positive Ladung (), infolge einer ebenfalls als positiv angenom-
menen Ladung (Q; in Richtung des Einheitsvektors €,, also radial von der Punktladung
(2, nach auBlen. Die von der positiven Ladung Q, hervorgerufene Feldstirke zeigt
damit definitionsgeméf ebenfalls radial nach auBen. Die Ladung Q, reagiert aber nicht
nur mit der auf sie ausgeiibten Kraftwirkung infolge des von Q; hervorgerufenen Fel-
des, sondern sie erzeugt ihrerseits eine Feldstirke E,, die eine gleich groBe entgegen-
gesetzt gerichtete Kraft F, = E,Q, = -F, auf die Punktladung Q, ausiibt.

Zusammenfassend gilt:

Eine positive Punktladung ruft im homogenen Raum der Dielektrizitdtskon-
stanten ¢, eine radial nach auBen gerichtete elektrische Feldstédrke hervor, die
mit dem Quadrat des Abstandes von der Punktladung abnimmt. Bei einer
negativen Punktladung zeigt der Feldstdarkevektor zur Punktladung hin.

Die Kraft auf eine positive Punktladung hat die gleiche Richtung wie die elek-
trische Feldstdrke an der Stelle der Punktladung, bei einer negativen Punkt-
ladung zeigen Feldstédrke und Kraft in entgegengesetzte Richtungen.

Die elektrische Feldstirke E beschreibt die Wirkung (Stdarke) des elektrischen
Feldes. Sie ist eine IntensitatsgroBe und wird gemessen durch die auf Ladungen
ausgelibte Kraftwirkung.

1.4 Uberlagerung von Feldern

Befindet sich eine Punktladung Q; im Ursprung des Kugelkoordinatensystems, dann
ruft sie die in GIl. (1.3) angegebene Feldstdrke hervor. Der Vektor e, entspricht dann
dem radialen Einheitsvektor e, des Kugelkoordinatensystems. Zur Verallgemeinerung
sei der in »Abb. 1.3 dargestellte Fall betrachtet, bei dem sich die Punktladung an der
Quellpunktskoordinate fQ befindet. Der Aufpunkt P (Beobachtungspunkt), an dem das
Feld berechnet werden soll, befindet sich, bezogen auf den willkiirlich gewéhlten
Ursprung, an der Aufpunktskoordinate rp. Bezeichnet man den vektoriellen Abstand
von dem Quellpunkt Q zum Aufpunkt P mit r, dann ist die Richtung der Feldstarke
im Aufpunkt P durch den Einheitsvektor e, = r/r gegeben.

27



Das elektrostatische Feld

28

Abbildung 1.3: Punktladung Q; am Quellpunkt Q, Berechnung der Feldstérke im Aufpunkt P

Mithilfe der Gl. (1.3) erhédlt man unmittelbar die an dem Aufpunkt P, d.h. an der Stelle
I'p, vorliegende Feldstédrke

P r Q. _ QT

E(rp) = =
(rp) 1’475801‘2 ame, 1’

mit F=fp-T, und r=[p-T|.  (1.4)

Betrachten wir noch einmal die Abb. 1.2. Die Kraft auf die Ladung Q, ist nach Gl. (1.3)
proportional zu der von der Ladung Q; am Ort von (Q, hervorgerufenen Feldstérke.
Sind noch weitere Ladungen vorhanden, dann erhidlt man die Gesamtkraft auf die La-
dung Q, durch lineare Uberlagerung der einzelnen Krifte, d.h. auch die gesamte elek-
trische Feldstirke ergibt sich durch Uberlagerung der von den einzelnen Ladungen
hervorgerufenen Feldstidrkebeitrédge.

Abbildung 1.4: Das Feld mehrerer Punktladungen

Befinden sich beispielsweise drei Punktladungen (Q; mit i =1,2,3 gem&ll »Abb. 1.4 an
den Stellen ry, im homogenen Raum der Dielektrizitdtskonstanten ¢, und sind die
Abstidnde der einzelnen Punktladungen von dem Aufpunkt P durch die vektoriellen
Entfernungen r; =1, —Ig, der Betrége r; =|f'i| gegeben, dann erhilt man die gesamte
Feldstdrke im Aufpunkt P durch Summation der Beitrdge aller drei Ladungen. Fiir
eine beliebige Anzahl Ladungen i = 1,2,... wird die Feldstdrke durch Summation iiber
alle Werte i berechnet

N ¢ )R | T ) o
E(fp) = ZQij mit T =T -T;, ~und 1‘1-:|

5. (1.5)



1.4 Uberlagerung von Feldern

Die Gesamtfeldstdarke einer aus mehreren Ladungen bestehenden Anordnung
ergibt sich durch lineare Uberlagerung der Beitrige der Einzelladungen.

Der Zusammenhang zwischen einer Ladungsverteilung und der elektrischen Feldstirke-
verteilung ist eindeutig. Aus der bekannten Ladungsverteilung kann in jedem Punkt des
Raumes die elektrische Feldstdrke bestimmt werden, umgekehrt kann aus dem elektri-
schen Feld eindeutig auf die Ladungsanordnung zurtickgerechnet werden.

Erweitern wir die Anordnung in Abb. 1.4 jetzt dahingehend, dass wir eine Punkt-
ladung Q, an die Stelle des Aufpunktes P bringen (»Abb. 1.5a), dann erfdhrt diese
Ladung eine Gesamtkraft

- - - (1.5) 3 T, T T T
F,=QE(f) = QE(Fy,) = % ZQi:—’fﬁzo(Ql?+QF§Z+Q3§BJ, (1.6)

amey i5 L n 1)

die aus dem Produkt der Ladung Q, mit der vektoriellen Raumzustandsgrofie E(EQ4)
an der Stelle von Q, infolge aller anderen Ladungen berechnet wird. Die Punktladung
iibt auf sich selber keine Kraft aus’.

3 ..Q4

Q @—

Q

Abbildung 1.5: Kréfte im System mehrerer Punktladungen

Auf die gleiche Weise konnen auch die Kréfte auf die Punktladungen Q,, Q, und Q; in
der »Abb. 1.5b berechnet werden. Da alle zwischen jeweils zwei Punktladungen wir-
kenden Teilkrdfte entgegengesetzt gleich groB sind, muss die vektorielle Summe aller
Krifte auf die vier dargestellten Punktladungen verschwinden. Diese Aussage lasst

1 Man beachte, dass zur Berechnung der Feldstédrke in einem beliebigen Raumpunkt die Beitrdge
aller Punktladungen Q, bis Q, iiberlagert werden (Abb. 1.5b). Zur Berechnung der Kraft auf
eine Punktladung wird aber der Feldstdrkebeitrag derjenigen Ladung, auf die die Kraft berech-
net werden soll, nicht mit einbezogen (Abb. 1.5a).
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sich verallgemeinern. Besteht eine Ladungsanordnung aus mehreren Punktladungen
Q;mit i =1,2,..., dann verschwindet die vektorielle Summe der auf alle Ladungen wir-
kenden Krifte

Foo=> F=0. (1.7)

1.5 Krafte zwischen Ladungsverteilungen

Wir betrachten jetzt die in » Abb. 1.6 dargestellte Anordnung. In den beiden Kérpern V;,
und V, befinden sich ortsfeste Ladungsverteilungen, z.B. Elektronen in V; und Elek-
tronen und Protonen in V,. Ortsfest soll dabei bedeuten, dass sich die Ladungstrédger
nicht frei innerhalb des Volumens bewegen koénnen. Da jeder einzelne Ladungstrédger
Krifte auf jeden anderen austibt, wird die Situation sehr schnell untbersichtlich. In
den meisten praktischen Féllen ist aber eine umfassende Berechnung aller Teilkréfte
auf die einzelnen Elektronen und Protonen nicht erforderlich.

)
6 O o 5° @@

o @ 60,
s ° ®s o

e e
o, ., 2o

Abbildung 1.6: Mehrere zusammengehdérige Ladungsverteilungen

Bei einer solchen Ladungsanordnung sind z.B. folgende Fragen von Interesse:

EM Welche Krifte treten innerhalb eines Volumens infolge der Ladungstrager in die-
sem Volumen auf?

EM Welche Kréfte wirken zwischen den beiden Kérpern V; und V,?

Zur Beantwortung der ersten Frage fiir den Korper 1 muss die Summe der Kréfte auf
die Elektronen in V; infolge aller anderen Elektronen im Volumen V; berechnet wer-
den. Diese Frage stellt sich im Zusammenhang mit mechanischen Beanspruchungen
des Materials. Aufgrund des gréBeren Abstands des zweiten Korpers kann dessen Bei-
trag zu den innerhalb von V; wirkenden Kréften in der Regel vernachldssigt werden.
Die gleiche Frage stellt sich natiirlich auch fiir das Volumen V.

Eine vollig andere Situation ergibt sich im Zusammenhang mit der zweiten Frage.
Hier muss die Summe der Kréfte auf alle Elektronen in V; berechnet werden, die aus-
schlieBlich durch die Ladungstrdger in V, hervorgerufen werden. Hintergrund der
Frage ist die gegenseitige Anziehungskraft zwischen den beiden Koérpern, aus der sich
bei bekannter Masse der beiden Kérper die jeweilige Beschleunigung bestimmen lésst.



1.5 Krafte zwischen Ladungsverteilungen

Beispiel 1.1: Gedankenexperiment

In diesem Abschnitt wollen wir eine Situation betrachten, die sich in der Praxis
nicht realisieren ldsst. Um dennoch die gewiinschten Aussagen zu erhalten und
einen Einblick in bestimmte Zusammenhénge zu bekommen, fithren wir dieses
Experiment lediglich in Gedanken durch.

Wir entfernen aus 1 mm® Kupfer alle Elektronen und bringen sie in einen
Abstand a = 10 km von den Atomkernen (Protonen). Zu bestimmen ist die Anzie-
hungskraft zwischen den beiden Ladungsverteilungen. Um das Ergebnis besser
mit der Alltagserfahrung in Einklang zu bringen, soll die Masse eines Korpers
bestimmt werden, der bei der Erdbeschleunigung g= 9,81 m/s? die gleiche Kraft
erfahrt.

Losung:

Zunichst muss die Anzahl der Ladungstriger bestimmt werden. 1 mm?® Kupfer
wiegt 8,96-107° kg und enthélt nach Gl. (D.3) 8,96-107° kg/1,055-1072% kg = 8,5-10"°
Atome. Da jedes Kupferatom 29 Protonen und 29 Elektronen enthilt, gilt fiir die
Gesamtladungen

Protonen

.1’602.10‘19L

=395As. (1.8)
tom Proton

Qp =—Q, =8,5-10"" Atome - 29
Die Anziehungskraft zwischen den beiden Ladungsverteilungen kann mit Gl.
(1.2) berechnet werden

S

2 2
395As)° V
po Q1 (395As) Vm Lo c1a100 14000k (1.9)
m S

~4meg 1* 47 8,854-107 "2 As (10km)

Mit dem bekannten Kraftgesetz F = mg aus der Mechanik erhélt man als Ergebnis

2
m=14-10°kg D =5 _1427.10° kg (1.10)

s 9,81m
den erstaunlichen Wert von 1427 Tonnen! Wegen der Abhédngigkeit der Kraft
vom Quadrat des reziproken Abstands erhoht sich das Ergebnis um den Faktor

100, wenn der Abstand auf 1/10, d.h. auf 1 km reduziert wird.
Schlussfolgerung:

Aus der Tatsache, dass die in den alltdglichen Situationen auftretenden Kréfte um
sehr viele GréBenordnungen geringer sind, muss man den Schluss ziehen, dass
gemessen an der Gesamtzahl vorhandener Ladungstrdger prozentual immer nur
eine extrem geringe Anzahl getrennt ist und zur elektrischen Feldstédrke beitréagt.

J

31



Das elektrostatische Feld

32

1.6 Ladungsdichten

Bei vielen technischen Problemen werden metallische Leiter unterschiedlicher Ab-
messungen und Formen verwendet, auf denen freie Ladungen verteilt sein kénnen. Da
die atomaren Strukturen praktisch immer vernachldssigbar klein sind gegeniiber den
Leiterabmessungen, konnen wir die aus diskreten Ladungstragern bestehenden Ladungs-
verteilungen als kontinuierlich, d.h. beliebig fein unterteilt, annehmen. In dieser
makroskopischen Betrachtungsweise behandeln wir nur noch Ladungsdichten und
vernachlédssigen dabei ganz bewusst die Tatsache, dass diese im atomaren Bereich von
Punkt zu Punkt sehr stark schwanken. Solange wir uns nicht mit Fragestellungen im
atomaren Bereich beschiftigen, ist diese Vorgehensweise fiir die Beschreibung der
physikalischen Zusammenhédnge ausreichend. Vergleichbar ist diese Situation mit der
Definition der Dichte eines Korpers als Verhéltnis von Masse zu Volumen. Auch hier
vernachlédssigt man die Tatsache, dass die Masse nicht homogen verteilt, sondern in
den Atomkernen konzentriert ist.

Die Punktladung als idealisiertes Modell einer Ladungsverteilung in einem sehr klei-
nen Volumen, verglichen mit den sonstigen Abmessungen der betrachteten Anordnung,
haben wir bereits kennen gelernt. Man kann sich aber auch leicht vorstellen, dass eine
Gesamtladung Q, bestehend aus einer sehr groflen Zahl einzelner Ladungstrédger, kon-
tinuierlich auf einem diinnen Stab (eindimensionale Verteilung), auf einer diinnen
Folie (zweidimensionale Verteilung) oder in einem ausgedehnten dreidimensionalen
Volumen verteilt ist. Wir sprechen in diesem Zusammenhang von einer Linienladung,
einer Flachenladung und einer Raumladung. DimensionsméfBig handelt es sich in allen
genannten Fillen um Ladungsdichten. Wir wollen diese Begriffe im Folgenden kon-
kretisieren und beginnen mit der Linienladung.

Ist eine Gesamtladung Q gleichméBig auf einer Linie der Lidnge / verteilt, dann
bezeichnet man den Quotienten A = /I als Linienladungsdichte. Diese hat die Dimen-
sion As/m. Sind die einzelnen Ladungstrdger nicht mehr homogen verteilt, dann ist die
Linienladungsdichte ortsabhédngig. Befindet sich auf einem elementaren Abschnitt der
Lange Al die elementare Ladungsmenge AQ, dann beschreibt der Quotient A = AQ/Al die
mittlere Linienladungsdichte auf dem betrachteten Abschnitt. Will man den Wert A fiir
einen bestimmten Punkt P auf der Linie angeben, dann muss man die elementare Linge
Al gegen Null gehen lassen und zwar so, dass sie den Punkt P jederzeit einschliefit. Die
Linienladungsdichte in dem betrachteten Punkt P lésst sich dann in der Form
. AQ _dQ

A(P)_BE}OE_E (1.11)
als Differentialquotient darstellen. Ist im umgekehrten Fall die ortsabhédngige Linien-
ladungsdichte fiir alle Punkte auf der Linie / bekannt, dann kann die Gesamtladung
durch Integration

Q= [rd (1.12)
l

liber die gesamte Linge berechnet werden.



1.7 Darstellung von Feldern

Die gleichméBige Verteilung einer Gesamtladung QQ auf einer Fldche A fiihrt auf analoge
Weise zu einer Flachenladungsdichte 0= Q/A der Dimension As/m?. Fiir eine orts-
abhéngige Ladungsverteilung gibt das Verhiltnis 0= AQ/AA die mittlere Fldachen-
ladungsdichte auf dem betrachteten elementaren Flaichenelement AA an. Im Grenziiber-
gang AA — 0 erhélt man wieder die Flachenladungsdichte in einem betrachteten Punkt
aus dem Differentialquotienten

o(P)= lim AQ _dQ

TAA0AA dA (1.13)

und die Gesamtladung einer mit einer ortsabhédngigen Dichte verteilten Fldchenladung o
berechnet man aus einer Integration iiber die ladungsbesetzte Fldche

Q= [[odA. (1.14)
A

Zum Abschluss fithren wir noch die Raumladungsdichte p = Q/V der Dimension As/m?®
ein, die im Falle einer homogenen Ladungsverteilung aus dem Verhéltnis von Gesamt-
ladung Q zu ladungsbesetztem Volumen V gegeben ist. Bei ortsabhdngiger Ladungs-
verteilung beschreibt das Verhiltnis p = AQ/AV die mittlere Raumladungsdichte in
dem betrachteten elementaren Volumenelement AV. Im Grenziibergang erhélt man
wieder die Raumladungsdichte in einem betrachteten Punkt P aus dem Differential-
quotienten

. AQ dQ

P)= lim —=—7
p(P)= fim 3V = v (1.15)
und die in einem Volumen V enthaltene Gesamtladung Q kann durch Integration {iber

das ladungsbesetzte Volumen berechnet werden

Q= mpdv. (1.16)
Vv

1.7 Darstellung von Feldern

Zur grafischen Darstellung des Feldverlaufs verwendet man unterschiedliche Feldbil-
der. In diesem Abschnitt betrachten wir die Feldlinienbilder, in Kap. 1.8.2 die Aqui-
potentialfldchen.

Als Feldlinien bezeichnet man Raumkurven, deren gerichtetes Wegelement immer in
Richtung der Feldstdrke zeigt. Der vektorielle Charakter des Feldverlaufs wird
dadurch zum Ausdruck gebracht, dass die Feldlinien mit Pfeilen versehen werden,
deren Spitzen in Richtung der Feldstidrke zeigen. Aus der Darstellung in »Abb. 1.7 ist
zu erkennen, dass die Richtung der Feldstdrke an jeder Stelle entlang der Feldlinie
durch die Tangente an die Feldlinie gegeben ist.
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B
// Feldlé
!

Abbildung 1.7: Konstruktion der Feldlinie

Die Dichte der in einem Feldlinienbild eingezeichneten Feldlinien kann in vielen Fél-
len so gewdhlt werden, dass sie ein MaB fiir den Betrag der Feldstdrke darstellt. Die
mit zunehmendem Abstand von einer Punktladung geringer werdende elektrische
Feldstérke driickt sich in der »Abb. 1.8 z.B. dadurch aus, dass der Abstand zwischen
den Feldlinien groBer wird.

Abbildung 1.8: Feldlinienbild einer positiven Punktladung

Man muss sich jedoch immer dariiber im Klaren sein, dass das gezeichnete Feldbild
nur einen zweidimensionalen Schnitt durch eine dreidimensionale Feldverteilung
darstellt. In der Abb. 1.8 liegen die Punktladung und damit zwangsldufig auch alle
dargestellten Feldlinien in der Zeichenebene. Bei umfangreicheren, nicht mehr sym-
metrischen Ladungsverteilungen oder bei ungiinstiger Wahl der Schnittebene wird die
Darstellung des Feldlinienbildes schwieriger, da die Feldlinien einen beliebigen Win-
kel zur Zeichenebene aufweisen kénnen.

Entsprechend der Einfiihrung der elektrischen Feldstédrke in Gl. (1.3) gehen die Feld-
linien immer von den positiven Ladungen aus und enden auf den negativen. In vielen
Féllen sind die Abstdnde zwischen den Ladungen unterschiedlichen Vorzeichens sehr
groB, z.B. konnen sich die negativen Ladungen sehr weit entfernt befinden, verglichen
mit der rdumlichen Verteilung der positiven Ladungen. Das Feldbild in unmittelbarer
Umgebung der positiven Ladungen wird dann allein von diesen bestimmt. Zur Verein-
fachung nimmt man in diesen Fallen an, dass sich die zugehérigen negativen Ladun-
gen auf der unendlich fernen Hiille befinden, ihr Beitrag zur Feldstdrke wird dann bei
der Berechnung vernachldssigt. Einen derartigen Sonderfall stellt das von einer Punkt-
ladung hervorgerufene radialsymmetrische Feld in Abb. 1.8 dar, bei dem die elektrische
Feldstdrke radial nach auBlen zeigt und nur vom Abstand zur Punktladung abhéangt.
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Einen weiteren Sonderfall bildet das homogene Feld, bei dem die Feldstérke {iberall die
gleiche Richtung und den gleichen Betrag aufweist. Ein derartiges Feld lédsst sich nur
naherungsweise und auch nur in einem begrenzten rdumlichen Bereich realisieren
(»Abb. 1.20). Den allgemeinen Fall stellt das inhomogene (ortsabhéngige) Feld dar.

1.7.1 Feldbild fiir zwei Punktladungen

Als Beispiel wollen wir in diesem Abschnitt das Feldlinienbild fiir zwei Punktladun-
gen Q, und Q, berechnen, die sich auf der y-Achse an den Stellen y=a und y =-a
befinden. Zu bestimmen ist zunéchst die elektrische Feldstédrke in einem allgemeinen
Punkt in der xy-Ebene (Zeichenebene).

P(Xp:yP)

%Y

Abbildung 1.9: Zur Berechnung eines Feldlinienbildes

Zur Berechnung der Feldstidrke mithilfe der Gl. (1.5) werden die Abstdnde der Ladun-
gen vom Aufpunkt benétigt. Mit den Quellpunktskoordinaten 1y, =€éya und 1y, =—€a
sowie den Koordinaten des Aufpunkts rp = €,xp + e, yp erhilt man die Abstinde

B o=fp-Ty, =6, Xp+e(yp—a) mit 1=yxp?+(yp—a) (1.17)

und

L, =Tp-Ty, =6, Xp+8,(yp+a) mit 5 =\xp"+(yp+a)’. (1.18)

Durch Einsetzen in die Beziehung (1.5) kann die elektrische Feldstdrke unmittelbar
angegeben werden

E(f) = — {

L L,
Q—=+Q F}

4 n ) (1.19)
1 - X X - -a +a
= €x Q1_§+Q2_E3) +ey Ql—ypg +Q2—yp3 .
47 L L, n L,
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Die Auswertung dieser Beziehung fiir die beiden Sonderfdlle gleicher Q, =Q,=Q
bzw. entgegengesetzt gleicher Punktladungen Q, = Q, Q, =—Q ist in » Abb. 1.10 darge-
stellt.

N N
((
N

@ sich anziehende Ladungen @ sich abstoBende Ladungen
Abbildung 1.10: Feldlinienbilder

Eine Besonderheit ergibt sich bei den Punktladungen gleichen Vorzeichens in
Abb. 1.10b. Hier treffen die Feldlinien in der Mitte zwischen den beiden Ladungen
scheinbar aufeinander und laufen dann in zwei dazu senkrechten Richtungen aus-
einander. Bringen wir nun eine weitere Punktladung genau an diese Position, dann
kann die Kraft auf diese Punktladung nicht gleichzeitig in verschiedene Richtungen
zeigen. Das bedeutet aber auch, dass die elektrische Feldstdrke in diesem Punkt eine
eindeutige Richtung haben muss, d.h. die elektrischen Feldlinien diirfen sich nicht
schneiden. Dieser scheinbare Widerspruch 16st sich dadurch auf, dass die Feldstdrke
bei Anndherung an diesen Punkt immer kleiner wird und in dem Punkt selber ver-
schwindet. Diese Aussage ldsst sich leicht {iberpriifen. Fiir Q; = Q, = Q erhélt man im
Ursprung Xp = yp = 0 aus der Gl. (1.19) tatsdchlich den Wert E(0) = 0.

Eine nicht verschwindende elektrische Feldstéarke besitzt immer eine eindeutige
Richtung, d.h. die elektrischen Feldlinien konnen sich nicht schneiden.
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1.7.2 Qualitative Darstellung von Feldbildern

In vielen Féllen ldsst sich ein Feldbild bereits qualitativ angeben, auch ohne umfang-
reiche Rechnungen durchzufiihren. Dabei konnen folgende Informationen verwendet
werden:

B Das Feld in unmittelbarer Ndhe einer Punktladung wird im Wesentlichen von der
Punktladung bestimmt und hat den in Abb. 1.8 dargestellten radialsymmetrischen
Verlauf.

B In sehr grofem Abstand von einer Ladungsanordnung verhilt sich das Feld wie bei
einer im Ladungsschwerpunkt angebrachten Punktladung, die den gleichen Wert
wie die Gesamtladung besitzt. Die Feldlinien zeigen bei positiver Gesamtladung
radial nach auBen (Abb. 1.10b).

B Bei verschwindender Gesamtladung miissen alle von den positiven Ladungen aus-
gehenden Feldlinien auf den negativen Ladungen enden. Es verlaufen keine Feld-
linien zur unendlich fernen Hiille (Abb. 1.10a). Die einzige Ausnahme bildet hier
die Feldlinie auf der Verbindungslinie zwischen den beiden Punktladungen, d.h.
auf der y-Achse.

B Oftmals lassen sich Symmetrieebenen finden, auf denen die Feldrichtung angege-
ben werden kann. In den beiden Feldbildern der Abb. 1.10 betrifft das sowohl die
durch beide Punktladungen verlaufende vertikale Verbindungslinie als auch die
horizontale Ebene zwischen den Ladungen.

1.8 Das elektrostatische Potential

Wir haben bereits gesehen, dass auf eine Punktladung Q in einem &uBeren, d.h. von
anderen Ladungen hervorgerufenen, elektrischen Feld eine Kraft ausgeiibt wird. Soll
diese Ladung von einem Punkt P zu einem Punkt P, verschoben werden, dann muss
gegen die Feldkrifte eine Arbeit aufgewendet werden. Mit der Beziehung (1.3) fiir die
Kraft F = EQ erhédlt man aus dem Linienintegral (C.7) die erforderliche Arbeit

P, P,
W, =-— jF-dg =-Q jE-dg. (1.20)

PO P[)
An dieser Stelle wollen wir kurz innehalten und die Frage nach dem richtigen Vorzei-
chen in Gl. (1.20) untersuchen. Stellen wir uns vor, dass wir eine positive Ladung Q
im Feld einer zweiten, ebenfalls positiven Ladung bewegen und zwar so, dass der
Abstand zwischen beiden Ladungen verringert werden soll (die ausfiihrliche Rechnung
folgt in Kapitel 1.8.1). Das vektorielle Wegelement ds zeigt wegen der Annédherung in
Richtung auf die zweite Ladung. Die von der zweiten (positiven) Ladung hervorge-
rufene Feldstdrke zeigt aber von dieser Ladung weg, d.h. das Integral iiber das Skalar-
produkt E- ds liefert einen negativen Wert. Mit dem bereits in Gl. (1.20) vorhandenen
negativen Vorzeichen nimmt W, insgesamt einen positiven Wert an. Diese zu leistende
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Arbeit beim Zusammenschieben zweier sich gegenseitig abstoBender Ladungen fiihrt
zu einer Erh6hung der im System gespeicherten Energie. Der Wert W, in Gl. (1.20)
beschreibt also die von aulen dem System zugefiihrte Energie.

Betrachten wir nun den Sonderfall, dass eine Ladung (Q entsprechend »Abb. 1.11 ent-
lang eines geschlossenen Weges, beginnend beim Punkt P, entlang der Kontur C; zum
Punkt P, und anschlieBend entlang der Kontur C, wieder zuriick zum Punkt P, bewegt
wird?,

o

Abbildung 1.11: Bewegung einer Punktladung entlang eines geschlossenen Weges

Die dabei aufzuwendende Arbeit kann mit Gl. (1.20) durch die beiden Teilintegrale
W, =-Q jE-dg—Q jE-d§=—Q jE-dg—Q jE-dg (1.21)
C, C, P, P,

beschrieben werden. Da sich die Punktladung nach dem Umlauf an der gleichen Posi-
tion befindet wie vorher, ist auch die Energie des Systems unverdndert. Die insgesamt
nach GI. (1.21) geleistete Arbeit verschwindet daher, mit anderen Worten, das Linien-
integral der elektrischen Feldstdrke entlang der Kontur C, ist entgegengesetzt gleich
dem Linienintegral der elektrischen Feldstirke entlang der Kontur C,.

Kennzeichnet man den geschlossenen Integrationsweg durch einen Ring im Integral-
zeichen, wir sprechen dann von einem Ringintegral oder einem Umlaufintegral (vgl.
Anhang C), dann erhélt man fiir die GI. (1.21) folgende mathematische Darstellung

We=—Qj1?:-d§—Qj1?:-d§=—Q q)]?:-dg:o N q')]?:-dﬁzo. (1.22)
Gy G, c @

Die geschlossene Kontur C in der letzten Gleichung setzt sich aus den beiden Kontu-
ren C; und C, zusammen.

2 Wir wollen hier voraussetzen, dass dieser Bewegungsvorgang hinreichend langsam erfolgt, so
dass die Abstrahlung elektromagnetischer Felder vernachléssigt werden kann.
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Im elektrostatischen Feld verschwindet das entlang einer geschlossenen Kontur
gebildete Umlaufintegral der elektrischen Feldstdrke.

Diese Aussage trdgt natiirlich auch der Tatsache Rechnung, dass die elektrischen Feld-
linien bei den positiven Ladungen beginnen und bei den negativen enden. Waren die
elektrischen Feldlinien in sich geschlossen, z.B. in Form eines Kreises, dann wiirde die
Berechnung des Integrals (1.22) entlang einer derart geschlossenen Feldlinie auf jedem
elementaren Wegelement einen Beitrag mit jeweils gleichem Vorzeichen zu dem
Gesamtergebnis liefern, das somit nicht mehr verschwinden kénnte. Die Ladungen
stellen die Quellen fiir das elektrostatische Feld dar. Dieses wird daher als Quellenfeld
bezeichnet (im Gegensatz zu dem spéter noch zu behandelnden Wirbelfeld).

Auch das Gravitationsfeld ist ein Quellenfeld, wobei die Quellen in diesem Fall durch
die Massen gegeben sind. Wird ein Kérper der Masse m gegen die Krafte eines Gravita-
tionsfeldes von einem Punkt P, zu einem Punkt P, bewegt, dann ist dafiir eine Arbeit
aufzuwenden, die zu einer Erhohung der potentiellen Energie des Korpers um den
Betrag der geleisteten Arbeit fithrt. Ganz analog fiihrt die Bewegung einer Ladung
gegen die Krafte des elektrischen Feldes zu einer Erhchung der Energie dieser Ladung,
die auch in diesem Fall gleich dem Betrag der geleisteten Arbeit ist. Man spricht auch
hier von der potentiellen Energie der Ladung und beschreibt damit die Mdéglichkeit
dieser Ladung, durch Abgabe ihrer potentiellen Energie Arbeit leisten zu kénnen.
Nach GIl. (1.20) ist der Zuwachs an potentieller Energie bei einer Bewegung der
Ladung Q von einem Punkt P, zu einem Punkt P, gegeben durch das Produkt aus dem
Wert der Ladung und dem negativen Wegintegral der elektrischen Feldstiarke. Wir
haben aber bereits in Abb. 1.11 gesehen, dass dieses Wegintegral nicht von dem
Verlauf des gewéhlten Weges, sondern lediglich vom Anfangs- und Endpunkt abhéngt.
Wahlt man jeweils ausgehend von dem gleichen Anfangspunkt P, unterschiedliche
Endpunkte fiir den Integrationsweg, dann unterscheiden sich die Ergebnisse bei der
Berechnung der potentiellen Energie nach Gl. (1.20) nur durch den Wert einer skala-
ren GroBe. Damit kann jeder Punkt des Raumes, bezogen auf einen willkiirlichen
Anfangspunkt (Bezugswert) durch eine skalare GroBe charakterisiert werden, fiir die
die Bezeichnung ¢, verwendet und die elektrostatisches Potential (Dimension V)
genannt wird

(1.20) B
We = Q I(—E)'d§ :Q[(pe(Pl)_‘pe(PO)]~ (1.23)

o
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Der Zuwachs an potentieller Energie ist proportional zur GroBle der bewegten Ladung
Q und zur Potentialdifferenz ¢.(P,) — ¢.(P,), die bei der Ladungsbewegung durchlau-
fen wird. Da in dieser Beziehung nicht das Potential selbst, sondern lediglich die
Anderung des Potentials zwischen Anfangs- und Endpunkt von Bedeutung ist, kann
dem gesamten Raum ein beliebiges konstantes Potential iiberlagert werden, ohne dass
das Ergebnis (1.23) davon beeinflusst wird. Die Festlegung eines Bezugspunktes ist
willkiirlich und wird {iblicherweise so vorgenommen, dass man der Erde oder auch
der unendlich fernen Hiille das Bezugspotential ¢, =0 zuordnet. Die Erdoberfldche
stellt aufgrund ihrer Leitfihigkeit eine Aquipotentialfliche dar (vgl. Kap. 1.8.2). In
Schaltungen wird iblicherweise der so genannten Masse, d.h. dem Minusanschluss
bei einer Batterie oder dem an die Schaltung angeschlossenen metallischen Gehduse
der Bezugswert ¢, = 0 zugeordnet?.

Legt man insbesondere den Anfangspunkt P, so, dass ¢,(P,) = 0 gilt, dann ist die abso-
lute potentielle Energie einer Punktladung im Punkt P, durch die Beziehung

(1.23)
W,(P) = Q|e.(P)—.(Po)|=Q ¢, (P) (1.24)
0

gegeben, umgekehrt ldsst sich das absolute Potential in diesem Punkt aus der Bezie-
hung

W, () 029 B
o(P) = = — |E-d (1.25)
‘P,( 1) Q P_{ S

berechnen.

Das elektrostatische Potential ¢ (P) an der Stelle eines Punktes P ist der Quotient
aus der Arbeit, die nétig ist, um eine Ladung Q von einem Punkt P, mit dem
Bezugspotential ¢, (P;) =0 zu dem betrachteten Punkt P zu bringen, und der
Ladung.

1.8.1 Das Potential einer Punktladung

Als Beispiel wollen wir das von einer im Ursprung des Kugelkoordinatensystems
befindlichen positiven Punktladung Q in einem beliebigen Punkt P hervorgerufene
Potential berechnen. Die radial gerichtete Feldstédrke (Abb. 1.8) ist nach Gl. (1.3) gege-

3 Die beschriebene Situation ist vergleichbar der Festlegung von Hohenangaben auf der Erde.
Die Aussage, dass sich ein beliebiger Punkt auf der Erdoberfldche auf einer bestimmten Héhe
befindet, ist nur sinnvoll bei gleichzeitiger Angabe des willkiirlich gewihlten Bezugswertes.
Dieser wird iiblicherweise auf die Héhe des Meeresspiegels gelegt.
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ben. Bringen wir eine zweite Punktladung Q, von der Stelle r=r, entgegen der Feld-
richtung an die Stelle r=r, <r; (vgl. »Abb. 1.12), dann muss die Arbeit

(1.23) B, %, . %1
w, o= -@ IE'ds =-0Q jer Q > e dr =—0; Q j—zdr
4meg Tt 4mey 71
n n ds B
E (1.26)

SO WL e SV ) P Q Q@
=@ 4re [rz +r1j Q1(47t50r2 4n80r1J

geleistet werden. Verlegen wir den Anfangspunkt r; auf die unendlich ferne Hiille
r; — o, dann gilt mit dem dort vorliegenden Bezugspotential ¢ () = 0 fiir die Energie
der Punktladung Q, an der Stelle r, nach Gl. (1.26)

(1.26) Q (1.24)

W = = = .
e Ql 47[801'2 Ql Pe (FZ) - Pe (FZ) 4JT£0TZ

(1.27)

Abbildung 1.12: Verschiebung einer Punktladung im Feld einer zweiten Punktladung

Der Ausdruck ¢,(r,) beschreibt das von der Punktladung Q an der Stelle r = r, hervor-
gerufene Potential. Dieses ist proportional zur Ladung und umgekehrt proportional
zum Abstand von der Ladung. Die Flachen konstanten Potentials sind konzentrisch
um die Punktladung angeordnete Kugelflaichen. An dem ersten Ausdruck in Gl. (1.27)
erkennt man, dass die zu leistende Arbeit positiv ist, wenn beide Ladungen gleiche
Vorzeichen haben und sich gegenseitig abstoBen.

Betrachten wir noch einmal das Ergebnis (1.26), dann beschreibt dieses in der Form
W, = Qup(1,) — Qi (r,) die aufzuwendende Arbeit bzw. die Zunahme der potentiellen
Energie der Punktladung Q,, wenn diese von einem Punkt r; mit dem Potential ¢ (r;)
zu einem Punkt r, mit dem Potential ¢(r,) bewegt wird. Dieser Ausdruck verschwin-
det, wenn ¢ (r,) = p.(r;) gilt, d.h. das Verschieben einer Ladung zwischen zwei Punk-
ten mit gleichem Potential erfordert als Integral iiber den gesamten Weg betrachtet
keine Arbeit.
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1.8.2 Aquipotentialflichen

In diesem Kapitel wollen wir eine weitere Moglichkeit zur grafischen Darstellung von
Feldern, ndmlich mithilfe von Aquipotentialflichen, kennen lernen. Zur besseren
Ubersicht zeichnet man die Schnittlinien der Aquipotentialflichen mit der Zeichen-
ebene. Die sich so ergebenden Linien werden als Aquipotentiallinien bezeichnet. Fiir
das Beispiel der Punktladung erhdlt man als Schnittlinien konzentrisch um die
Ladung angeordnete Kreise. Eine zusétzliche Information kann man diesen Feldbil-
dern aus der Dichte der Linien entnehmen, wenn die Potentialdifferenzen zwischen
jeweils zwei benachbarten Aquipotentiallinien konstant gehalten werden. Das bisherige
Feldlinienbild der Punktladung nach Abb. 1.8 kann jetzt entsprechend »Abb. 1.13
erweitert werden.

Abbildung 1.13: Feldbild einer Punktladung

Aus diesem Bild ist zu erkennen, dass die Feldlinien an jeder Stelle senkrecht auf den
Aquipotentialflichen stehen. Dieser Zusammenhang ist nach Gl. (1.23) allgemein giil-
tig. Bewegt man sich niamlich auf einer Aquipotentialfliche von einem Punkt P, zu
einem Punkt P,, dann ist das Potential entlang des gerichteten Wegelementes iiberall
gleich groB3. Wegen der verschwindenden Potentialdifferenz muss dann aber auch das
Linienintegral der elektrischen Feldstdarke verschwinden

e B
(pe(Pl)_(pe(PO)zo = - _[E.ds' (1-28)
Po

Diese Bedingung ldsst sich bei nicht verschwindender Feldstdrke nur erfiillen, wenn
das Skalarprodukt aus Feldstdrke und vektoriellem Wegelement in GIl. (1.28) Null
wird. Nach Gl. (A.7) folgt daraus unmittelbar, dass Aquipotentialﬂéchen und Feldlinien
senkrecht aufeinander stehen.

Betrachten wir nun einen metallischen Leiter, der in ein ortsabhédngiges externes elek-
trisches Feld gebracht wird. Mit der Kennzeichnung extern soll verdeutlicht werden,
dass das Feld von Ladungen auBerhalb des Leiters hervorgerufen wird. Nehmen wir
zundchst an, dass sich in dem Leiter infolge des externen Feldes ein nicht konstantes
Potential einstellt. Nach Gl. (1.28) tritt dann zwischen den Punkten unterschiedlichen
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Potentials eine elektrische Feldstédrke auf, die Krifte auf die in dem Leiter vorhande-
nen Ladungstrdager ausiibt. Die frei beweglichen Ladungstrdger werden sich in dem
Leiter also so lange verschieben, bis keine Krifte mehr auftreten und die Potential-
differenzen innerhalb des Leiters verschwinden. Die benétigte Dauer fiir diese Ladungs-
verschiebung ist bei metallischen Leitern extrem kurz und liegt in dem Bereich <1072 s.
Bei Materialien mit geringerer Leitfdhigkeit (vgl. Kap. 2) wird dieser Ausgleichsvorgang
mehr Zeit in Anspruch nehmen. Im statischen Zustand nach Beendigung der Ladungs-
tragerbewegungen werden die Potentialdifferenzen auch innerhalb der schwach leit-
fadhigen Materialien verschwinden. Eine Ausnahme bilden die so genannten Nichtleiter,
bei denen der Ausgleichsvorgang theoretisch unendlich lange dauert.

Da jeder Leiter ein konstantes Potential annimmt, ist er in seinem Inneren feldfrei. Die
verschobenen Ladungen im Leiter erzeugen ein elektrisches Feld, das das externe Feld
innerhalb des Leiters gerade kompensiert. Die sich einstellende Ladungsverteilung auf
der Leiteroberfldche (vgl. Kap. 1.13) hdngt von der Geometrie des Korpers und von seiner
Lage bezogen auf die externen Ladungsverteilungen ab. Resultierend gilt die Aussage:

Im elektrostatischen Feld besitzt ein leitender Korper ein konstantes Potential.
Seine Oberfliche wird zur Aquipotentialfliche, auf der die elektrische Feldstirke
senkrecht steht. Das Leiterinnere ist feldfrei.

Diese Feldfreiheit ist aber nicht nur gewihrleistet, wenn sich der Koérper in einem
externen Feld befindet, sie bleibt auch erhalten, wenn der leitende Korper eine eigene
nicht verschwindende Gesamtladung besitzt. Auch diese Ladungstrager werden sich
unter dem Einfluss der Coulomb'schen Krifte so auf der Oberfldche verteilen, dass das
Leiterinnere stets feldfrei ist.

1.9 Die elektrische Spannung

Die Potentialdifferenz zwischen zwei beliebigen Punkten P, und P, kann mit Gl. (1.23)
bzw. mit Gl. (1.25) berechnet werden. Wahlt man wieder fiir einen willkiirlichen
Bezugspunkt P, das Potential ¢,(P,) = 0, dann gilt

(1_25) Pl_ Pz_ PO_ Pz_ Pz_
¢o(P1)~po(P,) = - [E-ds+ [E-ds= [E-ds+ [E-ds= [E-ds. (1.29)
P[) P[) Pl P[) Pl

Dieses Ergebnis ist unabhéngig von der Wahl des Bezugspunktes P, und wird als elek-
trische Spannung U (Dimension V) zwischen den Punkten P; und P, bezeichnet

P,
Upy = 0o (P) - o (P) = [E-d5 . (1.30)
Pl
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1.10 Die elektrische Flussdichte

Die Feldstédrke einer positiven Punktladung ist nach Gl. (1.3) radial nach auBen gerich-
tet und umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstands von der Ladung. Fiir eine
im Ursprung des Kugelkoordinatensystems befindliche Punktladung Q schreiben wir
diese Gleichung zunéchst in der Form

!

- (1.3) Q
goE =8¢0 E (1) = P (1.31)

Denken wir uns eine Kugel vom Radius r mit der Oberfliche Ay = 4ar? um die Punkt-
ladung Q geschlagen, dann ist der rechts stehende Ausdruck in Gl. (1.31) das Verhalt-
nis aus der von der Kugel eingeschlossenen Ladung zur Kugelfliche. Multiplizieren
wir also die vektorielle Gl. (1.31) skalar mit dem Einheitsvektor e, und integrieren wir
diesen Ausdruck iiber die Kugelfldche, dann erhalten wir als Ergebnis auf der rechten
Seite der Gleichung die innerhalb der Kugel befindliche Ladung

ff cob-&.da = ffe,—v6,da=—2_ffaa-q. (1.32)

2 2
Ax Ax 4mr 4T A

K

Man beachte, dass die Koordinate r beziiglich der Integration iiber die Kugeloberfldche
eine Konstante ist und somit vor das Integral gezogen werden darf. In dieser Glei-
chung bezeichnet dA das skalare Flachenelement, das tiber die Kugelfldche integriert
den Wert der Kugeloberfliche ergibt. Dagegen bezeichnet é,dA =dA das vektorielle
Flachenelement, dessen Richtung senkrecht auf der Flache steht und nach auBlen zeigt
(vgl. Anhang C.2). Damit erhalten wir die Darstellung

f eoE-6.dA = {f ooF-dA = Q. (1.33)

Ak Ak

Das in dem Integral stehende Produkt
e,E=D (1.34)

der Dimension As/m? wird als elektrische Flussdichte bezeichnet. Das Integral von D
iiber eine Fliche A mit dem gerichteten Flichenelement dA (»Abb. 1.14) gibt den
elektrischen Fluss ¥ der Dimension As an, der die Fliche A in Richtung der Fldchen-
normalen durchsetzt?

W= Hf)-dA . (1.35)
A

4 Die Begriffe Fluss und Flussdichte sind an dieser Stelle irrefiihrend. Es gibt hier keinen phy-
sikalischen Vorgang, der durch die Bewegung von Teilchen oder dergleichen beschrieben wer-
den kann. Die Verwendung dieser Begriffe erkldrt sich aus dem Aufbau der Gleichung (1.35),
die in Kapitel C.2 ausfiihrlich behandelt wird und dort tatsdchlich einen Fluss (von Teilchen)
durch eine Fldche im Sinne des tiblichen Sprachgebrauchs darstellt.
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Abbildung 1.14: Elektrischer Fluss W durch die Flache A

Handelt es sich bei der Fliche um eine geschlossene Hiillflache, innerhalb der sich
eine Punktladung Q befindet, dann liefert das Integral nach Gl. (1.33) den Wert der
eingeschlossenen Ladung. Dieser Sachverhalt, den wir am Beispiel einer Kugelflache
und einer im Kugelmittelpunkt angebrachten Punktladung gezeigt haben, ldsst sich
auch allgemein fiir eine beliebig gewédhlte Hiillflaiche beweisen. Damit ist der Zusam-
menhang zwischen eingeschlossener Punktladung und Gesamtfluss durch die Hiill-
flache unabhéngig davon, an welcher Stelle sich die Ladung in dem umschlossenen
Volumen befindet.

Da man sich jede Ladungsanordnung im Elementaren aus Punktladungen aufgebaut
denken kann, kommt man zur folgenden allgemein giiltigen Aussage:

Das Hiillflachenintegral der elektrischen Flussdichte iiber eine beliebig geschlos-
sene Fldche A entspricht der im umschlossenen Volumen enthaltenen Gesamt-
ladung Q. Der Fluss W ist also ein Ma fiir die vorhandene Ladungsmenge

wzﬁﬁ-dAzQ i (1.36)
A

Die elektrische Flussdichte D ist eine QuantitatsgroBe und beschreibt die Ursache
fiir den Raumzustand, der sich durch Kraftwirkungen auf Ladungen bemerkbar
macht.

Da die Ladungen als Erregung fiir den Raumzustand angesehen werden, wird die
Flussdichte D oft auch als elektrische Erregung bezeichnet.

Die Gl. (1.36) kann in einfachen, meist symmetrischen Anordnungen dazu verwendet
werden, die Feldstdrke im allgemeinen Raumpunkt zu berechnen. Wir werden in den
folgenden beiden Kapiteln ausgehend von dieser Beziehung das Verhalten der Fluss-
dichte und der Feldstdrke einerseits beim Durchgang durch eine ortsabhdngige Fla-
chenladung und andererseits an leitenden Oberfldchen untersuchen.
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Beispiel 1.2: Feldberechnung

Im zylindrischen Koordinatensystem (p,9,z) ist der gesamte Bereich p < a und
—o0 <z < o mit einer Raumladung der Dichte p, ausgefiillt. Von dem unendlich
langen Zylinder ist in der »Abb. 1.15 nur ein Ausschnitt der Lange / dargestellt.

EM Wie grof ist die Gesamtladung Q in einem Abschnitt der Lange /7

B8 Welchen Wert nimmt die elektrische Flussdichte D in einem beliebigen
Punkt des Raumes an?

Abbildung 1.15: Raumladungsverteilung
Losung:
EM Fiir die Gesamtladung in einem Abschnitt der Lange / gilt:

1

Q(l ’ m”odvzpode=PoV - Q=pylnd. (1.37)
v v

EA Die Anordnung ist unabhédngig von den Koordinaten ¢ und z. Die aus Sym-
metriegriinden radial gerichtete Flussdichte D = éPD(p) héngt nur von dem
Achsabstand ab. Fiir einen Zylinder der Lange [ gilt:

(136) won - (.37) | po L p? <a
Q = {fp-dA = [[&D(p)é,dA=D(p)2npl = {po pz fiir " (1.38)
A Mantel pﬂlna p>a
Fiir die Flussdichte gilt resultierend das Ergebnis
€, poB =€, Q p innerhalb des Zylinders
~ 2 2nal a
D(p)= 2 . (1.39)
€, Py a _s Q a auBerhalb des Zylinders
P™%2p  P2malp
- J
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1.11 Das Verhalten der FeldgroBen bei einer
Flachenladung

In diesem Abschnitt soll das Verhalten der Feldgrofen beim Durchgang durch eine
ortsabhéngige Fldchenladung untersucht werden. Zu diesem Zweck betrachten wir die
in »Abb. 1.16 dargestellte diinne Kunststofffolie mit vernachléssigbarer Dicke, die z.B.
durch Reiben mit einem Wolltuch aufgeladen ist und eine im Allgemeinen ortsabhén-
gige Flachenladungsverteilung aufweist. Zur einfacheren Behandlung des Problems
werden wir in diesem und auch in spiteren Fillen die vektoriellen FeldgroBen E und
D, die in Bezug auf die betrachtete Folie eine beliebige Orientierung aufweisen, in
eine zur Fldche senkrechte Komponente, die so genannte Normalkomponente (Index n)
und in eine Tangentialkomponente (Index t) zerlegen. Die Betrachtung wird fiir die
beiden Komponenten getrennt durchgefiihrt.

\ 47

i

Abbildung 1.16: Flachenladungsverteilung

Um das Verhalten der Normalkomponente zu untersuchen, legen wir gemafl Abb. 1.16
einen kleinen Flachzylinder um die ladungsbesetzte Fldche und lassen die Héhe h des
Zylinders gegen Null gehen. Die elementare Fliche dA des Zylinders wihlen wir so
klein, dass wir die Flachenladung o innerhalb des Zylinders als konstant, d.h. orts-
unabhéngig ansehen konnen. Nach Gl. (1.36) muss der insgesamt durch die Zylinder-
oberflache austretende elektrische Fluss der innerhalb des Zylinders eingeschlossenen
Gesamtladung 0d A entsprechen. Wegen h — 0 liefert die Mantelflache keinen Beitrag
und wegen der innerhalb von dA voraussetzungsgemé&l ortsunabhdngigen Fldchen-
ladungsdichte geht die Integration der Flussdichte tiber die Deckfldchen in eine einfa-
che Multiplikation mit dem als dA bezeichneten Fldchenelement iiber. Mit den
Bezeichnungen n, und n, fiir die beiden von der Folie jeweils nach auBlen zeigenden
Einheitsvektoren kann der gesamte aus dem Flachzylinder austretende Fluss nach
Gl. (1.36) folgendermalen geschrieben werden

D, 1,dA+D, n,dA=0dA. (1.40)
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Bezeichnen wir nun eine der beiden Flachennormalen zur Vereinfachung mit n, z.B.
n, =n, dann gilt n, =-n und die Gl. (1.40) nimmt die neue Form

D, 1,dA+D, n,dA=D, ndA-D,*ndA=D,,dA-D,, dA=0dA (1.41)

an. Die Werte D, und D,, bezeichnen die Komponenten der Flussdichten D, und D,
in Richtung des Einheitsvektors n. Die Gl. (1.41) ldsst sich nun auf einfache Weise
interpretieren: die Differenz zwischen dem auf der rechten Seite der Folie in Richtung
der Flichennormalen n aus dem Flachzylinder austretenden Fluss D,,dA und dem
auf der gegeniiberliegenden Seite in Richtung des gleichen Einheitsvektors n in den
Zylinder eintretenden Fluss D,;dA ist durch die eingeschlossene Ladung gegeben.
Nach Kiirzen des auf beiden Gleichungsseiten identischen Flachenelementes dA folgt
unmittelbar die gesuchte Beziehung

Dy, -Dy =0 (1.42)

fiir die Normalkomponente der Flussdichte. Bei verschwindender Flachenladung o =0
folgt aus dieser Gleichung die triviale Aussage, dass sich die Normalkomponente der
Flussdichte dann auch nicht dndert, d.h. D,; = D,,.

Mit der auf beiden Seiten der Flachenladung gleichen Dielektrizitdtskonstanten ¢,
erhilt man mithilfe der GI. (1.34) die Ubergangsbedingung fiir die Normalkomponente
der elektrischen Feldstédrke

&oEns—€Em =0 . (1.43)
v
E, (|-~
A —»| h |-—
E, -
4:/ ds
(o2
80 80

Abbildung 1.17: Flachenladungsverteilung

Im zweiten Schritt soll das Verhalten der Tangentialkomponenten untersucht werden.
Zu diesem Zweck betrachten wir das in » Abb. 1.17 um die Trennfl4dche gelegte Recht-
eck mit den tangential zur Trennebene verlaufenden elementaren Seitenldngen ds und
der wiederum verschwindenden Abmessung h — 0. Bilden wir geméal Gl. (1.22) das
Umlaufintegral der elektrischen Feldstdrke entlang dieses Rechtecks, dann liefern
wegen h — 0 nur die auf beiden Seiten entlang der Folie verlaufenden Wegelemente
ds einen Beitrag. Wir wihlen die Strecke ds so klein, dass die elektrische Feldstédrke in
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diesem Abschnitt als konstant, d.h. ortsunabhéngig angesehen werden kann. Das Weg-
integral der Feldstdrke geht dann iiber in eine einfache Multiplikation der Feldstirke
mit der Lidnge ds. Aus dem geforderten Verschwinden des Umlaufintegrals nach Gl.
(1.22) folgt unmittelbar die Stetigkeit der Tangentialkomponente der elektrischen
Feldstidrke auf beiden Seiten der Flachenladung

E,,ds—-E;;ds=0 — E, =E;, . (1.44)

Die Stetigkeit der Tangentialkomponente der elektrischen Feldstdrke erfordert wegen
der auf beiden Seiten der Flachenladung gleichen Dielektrizitdtskonstanten auch die
Stetigkeit der Tangentialkomponente der elektrischen Flussdichte

E, = lDtl =K, = ith - Dy, =Dy, . (1.45)
&g €o

Die in diesem Abschnitt am Beispiel der Flichenladung abgeleiteten Beziehungen fiir

die Komponenten der beiden vektoriellen FeldgréBen werden allgemein als Randbedin-

gungen bezeichnet. In den folgenden Abschnitten werden wir weitere Randbedingun-

gen, z.B. an Sprungstellen von Materialeigenschaften kennen lernen.

Wegen der besonderen Bedeutung der Randbedingungen bei der Feldberechnung und
wegen der immer wieder gleichen Vorgehensweise bei der Ableitung dieser Beziehun-
gen fassen wir die einzelnen Schritte noch einmal zusammen:

B Zerlegung der vektoriellen Feldgrofen in Normal- und Tangentialkomponenten

B Betrachtung der Normalkomponente der Flussdichte, da hier bereits eine bekannte
GesetzmaiBigkeit vorliegt, z.B. Gl. (1.36)

B Betrachtung der Tangentialkomponente der Feldstdirke, hier liegt ebenfalls eine
bekannte GesetzmaBigkeit vor, z.B. Gl. (1.22)

B Aufstellung der Randbedingungen fiir die Tangentialkomponente der Flussdichte
und die Normalkomponente der Feldstirke mithilfe einer bekannten Beziehung
zwischen den beiden Feldgr6B8en, z.B. Gl. (1.34)

Fiir die Randbedingungen bei einer Fldchenladung gilt allgemein die Aussage:

Beim Durchgang durch eine ladungsbesetzte Flache erleidet die Normalkompo-
nente der elektrischen Flussdichte einen der Flachenladungsdichte am Durch-
gangsort proportionalen Sprung (1.42), wahrend die Tangentialkomponente der
elektrischen Feldstdrke stetig ist (1.44). Die Forderungen fiir die beiden anderen
Komponenten (1.43) und (1.45) ergeben sich aus der Beziehung D= eOE.
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Beispiel 1.3: Zwei parallel angeordnete homogene

Flachenladungen der Dichten to

In den Ebenen y, = const und y, = const befinden sich homogene Flachenladungs-
verteilungen +o, die zur Vereinfachung in x- und in z-Richtung als unendlich
ausgedehnt angenommen werden sollen. Unter der Voraussetzung, dass sich die
Anordnung in Luft befindet, sind im allgemeinen Raumpunkt die elektrische
Flussdichte und die elektrische Feldstédrke zu bestimmen.

D=0 D=¢.0 D=0

Ao Z—> %>= 5°
- -0 o> o
| o» > 3 e

> [T boe P e =
-—f-—-o——|- o
- - »0O = PR Pt 072
0> - o » o
——— P o=
T +o = %ﬁy
e y D=0 Y D D

Y1 Ya y
Abbildung 1.18: Zwei parallel angeordnete, unendlich ausgedehnte homogene Flachenladungsverteilungen

Losung:

Da die gesamte Ladungsverteilung von den beiden Koordinaten x und z unab-
héngig ist, muss auch das elektrische Feld von diesen Koordinaten unabhéingig
sein. Betrachten wir zunéchst nur das Feld infolge der Fldchenladung +o in der
Ebene y =y,. Aus Symmetriegriinden wird die Feldstdarke auf beiden Seiten der
Fldchenladung betragsméBig gleich sein. Da die Feldlinien von den positiven
Ladungen ausgehen, zeigt das Feld im Bereich y >y, in die positive y-Richtung,
im Bereich y <y, dagegen in die negative y-Richtung. Mit der willkiirlich
gewdhlten Flichennormalen n =e, kann die Flussdichte in der folgenden Form
dargestellt werden

= éyDyZ . y>wn
= fiir .

= (1.46)
e eyDyl y < Y‘l

Aus der Randbedingung (1.42) folgt wegen der zur Ebene y = y; schiefsymmetri-

schen Flussdichteverteilung das Ergebnis

y>v
Y<wn

— - O ..
Dy, Dy =Dy, —(-Dy,) =0 — D, =6, fir (1.47)

Fiir die negative Flachenladungsverteilung in der Ebene y =y, gilt entsprechend

>
b,-¥e,% far

. (1.48)
V<V¥2
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Uberlagert man die beiden Teillosungen (1.47) und (1.48), dann stellt man fest,
dass sich im Bereich zwischen den beiden Ebenen y, <y <y, ein von der Koordi-
nate y unabhéngiges homogenes Feld vom Gesamtwert

D=D,,+D_,=é,0 (1.49)

einstellt. In den Bereichen y <y, und y >y, kompensieren sich die beiden Teil-
l6sungen, so dass dieser Raum feldfrei ist (rechte Seite der »Abb. 1.18). Die elek-
trische Feldstirke nimmt in dem Zwischenraum y, <y <y, den Wert E = e,0/¢

an und verschwindet ebenfalls in den Bereichen y <y, und y > y,.

- J

1.12 Feldstarke an leitenden Oberflachen

Als zweites Anwendungsbeispiel fiir die Gl. (1.36) untersuchen wir das Verhalten der
FeldgroBen an einer leitenden Oberfliche. Zu diesem Zweck betrachten wir die in
»Abb. 1.19 dargestellte leitende metallische Kugel des Durchmessers 2a, auf der sich
die Gesamtladung Q> 0 befindet. Wegen der kugelsymmetrischen Anordnung ist die
Feldstdrke und damit auch die Flussdichte auBerhalb der Kugel radial nach auflen
gerichtet und nur von der Kugelkoordinate r abhéngig. Die Integration der Flussdichte
nach GI. (1.36) tiber eine um den gleichen Mittelpunkt geschlagene, in der Abbildung
gestrichelt angedeutete Kugel des Radius r > a liefert wegen der von den Integrations-
variablen ¥ und ¢ unabhéngigen Flussdichte D(r) das Ergebnis

ffD-dA = {fé.D(r) &, dA=D(r) ffdA=D(r) 421" =Q -
A A A (1.50)
Q

2 .

D(r) =¢E(r) = p.

Ein Vergleich mit der Beziehung (1.31) zeigt, dass die geladene Kugel in ihrem AuBen-
raum das gleiche Feld wie eine Punktladung Q im Ursprung erzeugt. Die Kugel besitzt
nach Kapitel 1.8.2 ein konstantes Potential und ist in ihrem Inneren feldfrei. Diese
Aussage bedeutet aber gleichzeitig, dass die Ladungen homogen auf der Kugelober-

flache als Flachenladung

o= _ Q (1.51)

Ax  4nd
verteilt sein miissen. Integrieren wir namlich die Flussdichte iiber eine konzentrisch
um den Mittelpunkt angeordnete kugelformige Hiillfldche, deren Radius kleiner ist als
der Kugelradius a, dann folgt wegen der Feldfreiheit im Inneren D(r) = 0 fiir r < @ nach
Gl. (1.50) unmittelbar das Verschwinden der innerhalb der Hiillfliche vorhandenen
Gesamtladung.

Ein Vergleich der beiden letzten Beziehungen zeigt, dass der Betrag der Flussdichte
D(r) unmittelbar an der Kugeloberfliche r — a dem Wert der Flachenladung entspricht

D(a)=¢E(a)=0. (1.52)
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Der Sprung der Flussdichte vom Wert Null fiir r < @ auf den Wert o nach Gl. (1.52)
beim Durchgang durch die Kugeloberfldche r = a entspricht genau der Randbedingung
(1.42). Der Verlauf der Flussdichte als Funktion des Mittelpunktsabstandes r ist eben-
falls in Abb. 1.19 dargestellt.

D)y

Abbildung 1.19: Geladene metallische Kugel

Da die elektrische Feldstdrke von den positiven Ladungen ausgeht, ist die in Gl. (1.52)
festgestellte Proportionalitdt zwischen Feldstdrke und Fldchenladung leicht einzu-
sehen. Dieser aus Symmetriegriinden am Beispiel einer Kugel demonstrierte Zusam-
menhang ist auch bei ortsabhédngiger Ladungsverteilung an jeder Stelle der leitenden
Oberfldche giiltig. Bezeichnet man mit n die Fldchennormale, d.h. den auf der Ober-
flache senkrecht stehenden Einheitsvektor, und mit D, bzw. E,, die beiden Normal-
komponenten, dann ldsst sich die auf der Leiteroberfliche geltende Beziehung (1.52)
D, = ¢yE, = 0 mithilfe der Gl. (A.12) in der vektoriellen Form

Dn =n-D= Soﬁ' E-= Ol auf der Oberfldche (1'53)

schreiben. Zerlegt man die beiden Vektoren in ihre auf der leitenden Oberfldche senk-
recht stehende Normalkomponente und in die Tangentialkomponente, dann gelten
die skalaren Beziehungen

D,=0, D, =0 und E,=—, E =0 (1.54)

fiir die entsprechenden Komponenten auf der Oberfldche. Innerhalb des Leiters ver-
schwinden die FeldgroBen.
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1.13 Die Influenz

Wir wollen jetzt noch einmal die bereits in Kap. 1.8.2 diskutierte Situation untersuchen,
bei der sich ein leitender Korper in einem externen elektrischen Feld befindet. Wir
haben bereits festgestellt, dass der leitende Korper ein konstantes Potential annimmt
und in seinem Inneren feldfrei ist. Die Folgerungen aus dieser Aussage wollen wir an
zwei unterschiedlichen Beispielen detailliert untersuchen, indem wir die zur Erzeu-
gung der Feldfreiheit notwendige Ladungstragerverschiebung in den Kérpern quanti-
tativ bestimmen.

1.13.1 Diinne leitende Platten im homogenen Feld

Im ersten Beispiel verwenden wir zur Felderzeugung die in »Abb. 1.20 dargestellte
Anordnung mit zwei parallelen Platten der Gesamtladungen *(Q, die sich in einem im
Vergleich mit den Plattenabmessungen kleinen Abstand gegeniiberstehen.
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Abbildung 1.20: Elektrisch geladene Platten

Die in der Abb. 1.20a angedeutete Ladungstriagerverteilung innerhalb der beiden Plat-
ten ldsst sich auf einfache Weise verstehen. Aufgrund der Anziehungskréfte zwischen
den positiven und negativen Ladungstrdgern miissen sich diese zwangsldufig auf den
Innenseiten der Platten, d.h. auf den sich gegeniiberliegenden Oberfldchen konzent-
rieren. Man kann diese Verteilung auch noch anders begriinden. Betrachten wir die
rechte Platte, dann befindet sich diese in dem von den positiven Ladungstrdgern her-
vorgerufenen externen x-gerichteten Feld. Feldfreiheit in der rechten Platte kann aber
nur erreicht werden, wenn das von den Elektronen innerhalb der Platte erzeugte Feld
die entgegengesetzte Richtung aufweist. Da die Feldlinien zu den negativen Ladungs-
tragern hinzeigen, miissen sich diese auf der innen liegenden Oberflache befinden.
Diese Feldfreiheit innerhalb der rechten Platte wird auf die gleiche Weise erreicht wie
die Feldfreiheit im Bereich y >y, in der Abb. 1.18.
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Das elektrische Feld wird sich in der dargestellten Weise zwischen den beiden Platten
konzentrieren und einen ndherungsweise homogenen Verlauf aufweisen. Auflerhalb
der Platten verschwindet das Feld fast v6llig. Es wird hier umso kleiner, je gréBer die
Plattenfliche und je kleiner der Abstand zwischen den Platten wird. In dem Uber-
gangsbereich an den Plattenrdndern bildet sich ein so genanntes Streufeld aus. Sein
Verlauf ist in Abb. 1.20a angedeutet.

Zur ndherungsweisen Berechnung der Feldstdrke zwischen den Platten kénnen das
Streufeld und auch das Feld auBerhalb der Platten vernachléssigt werden. Man erkennt,
dass die idealisierte Feldverteilung in Abb. 1.20b identisch ist mit der Feldverteilung
in Abb. 1.18. Mit der Bezeichnung A fiir die Flache der Platten und mit den Gesamt-
ladungen £Q erhélt man die homogen verteilten Fldchenladungsdichten to =+Q/A.
Nach Gl. (1.49) wird sich auf den innen liegenden Oberflichen der beiden Platten das
x-gerichtete Feld der Flussdichte D, = ¢4E, = 0 einstellen. Wegen der Homogenitit des
Feldes wird es iiberall zwischen den Platten diesen Wert aufweisen. Da es unter den
gemachten Voraussetzungen auBerhalb der Platten verschwindet, steht diese Feldvertei-
lung auch in Einklang mit der Aussage (1.36). Das Fldchenintegral der Flussdichte
tiber die in Abb. 1.20b gestrichelt angedeutete Hiillflache liefert wegen der Feldfrei-
heit auBlerhalb nur im Bereich zwischen den Platten einen Beitrag zum elektrischen
Fluss, der nach Auswertung des Integrals der eingeschlossenen Ladung entspricht
1.36) ... (1.49)

= {fD-dA= [[e,D, & dA = of[dA=0A=Q. (1.55)

Hiillfliche Plattenfliche Plattenfliche

(
Y

In das homogene Feld zwischen den beiden Platten bringen wir jetzt gemall » Abb. 1.21
einen aus zwei diinnen leitenden Scheiben bestehenden ungeladenen Kérper.

S)
S)
S)
S)
S)

F)(D(D(D(D(D(D@@G)q

Abbildung 1.21: Leitender Korper im elektrischen Feld

Auf die in den Scheiben vorhandenen Ladungstrdger werden infolge der Feldstdarke
Krifte ausgetibt. Die freien Elektronen werden in Richtung der linken, positiv gelade-
nen Platte angezogen, so dass die linke Scheibe einen Elektronentiiberschuss und die
rechte Scheibe einen Elektronenmangel aufweist (zur Ladungstrigerbewegung vgl.
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Kap. 2). Diese Ladungstrennung, man spricht hier von influenzierten Ladungen auf den
beiden Scheiben, kann man leicht nachweisen, indem man die beiden Scheiben
getrennt aus dem Feld herausnimmt und die Ladungen auf den einzelnen Scheiben
getrennt untersucht.

Unter der Voraussetzung, dass die beiden leitenden Scheiben sehr diinn sind, werden
sie das urspriinglich vorhandene elektrische Feld E praktisch nicht beeinflussen. Die
auf ihrer Oberfldche influenzierte (verschobene) Ladung entspricht nach Gl. (1.53) der
elektrischen Flussdichte o = D,. Aus diesem Grund wird D oft auch als Verschiebungs-
dichte bezeichnet.

1.13.2 Im leitenden Korper eingeschlossener Hohlraum

Im zweiten Beispiel betrachten wir eine ungeladene leitende Hohlkugel mit Innen-
radius @ und AuBenradius b. Im Mittelpunkt der Hohlkugel befindet sich eine Punkt-
ladung Q. Wegen der von den Koordinaten ¥ und ¢ unabhéngigen kugelsymmetrischen
Feldverteilung wird das Feld sowohl im Hohlraum r < a als auch im AuBenraumr > b
entsprechend der Ableitung in Gl. (1.50) identisch sein zu dem Feld der im Ursprung
angeordneten Punktladung.

D(r) A
D(a)=8.D(a)=8, 4§a2 "
D(a
B(b)=8,D(b) =8, 5 D) - -
0 a r

Abbildung 1.22: Leitende Hohlkugel mit Punktladung im Mittelpunkt

Damit ist aber auch bereits festgelegt, wie sich die Influenzladungen auf der Hohl-
kugel verteilen. Die Flussdichte infolge der Punktladung verlangt nach Gl. (1.54) auf der
inneren Oberfldche r=a das Vorhandensein einer negativen Fldchenladungsvertei-
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lung gleichen Betrages. Die Flachennormale auf der inneren Kugeloberfliche n =—e,
zeigt entgegen der Flussdichte, so dass die Gl. (1.53) das Ergebnis
(1.31) Q s3 Q

n-D=-¢-6D(r=a) = ~—— =0, — 0,=- (1.56)
4ma

liefert. Auf der Kugeloberfldche r = b gilt n = e, und damit

_ (1.31) (1.53)
‘D D, (I‘ =b) = Q = 0y d oy = Q

n = .
47 b? 47 b?

(1.57)

Es ldsst sich leicht verifizieren, dass die Gesamtladung der Hohlkugel Qy verschwin-
det

Qx =0,4na* +0,47b* =0. (1.58)

Als zusitzliche Kontrolle kann man die Flussdichte innerhalb des leitenden Bereichs
a <r < b berechnen. Bildet man das Hiillflichenintegral iiber die in »Abb. 1.22 gestri-
chelt eingezeichnete Kugelfliche vom Radius r, dann verschwindet die Flussdichte
wegen der ebenfalls verschwindenden eingeschlossenen Ladung

- . (1.50)
ﬁD°dA = D(r)4nr2=Q+aa4n02=0 —  D(r)=0 fir a<r<b. (1.59)
A

Befindet sich ein leitender Korper in einem von externen Ladungsverteilungen
hervorgerufenen elektrischen Feld, dann werden auf seiner Oberflache Ladungen
influenziert. Der Wert der influenzierten Flachenladungsdichte in einem Punkt P
der Oberfldche entspricht genau dem Wert der senkrecht auftreffenden Fluss-
dichte an dieser Stelle P. Die Flussdichte springt aber infolge der Randbedingung
(1.42) genau um den Wert der Flachenladungsdichte und damit auf den Wert
Null auf der Innenseite des leitenden Korpers. Die Felder der externen Ladungs-
verteilungen und der Influenzladungen kompensieren sich innerhalb des leiten-
den Korpers, der somit feldfrei ist.

Erweitern wir die Problemstellung jetzt dahingehend, dass die Hohlkugel eine nicht
verschwindende Gesamtladung Qy # 0 aufweist, dann wird die Flussdichte im Bereich
r > b nach GI. (1.50) den Wert

D(r)= &% (1.60)

4mr?
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aufweisen und die Ladung Qg wird sich wie in Abb. 1.19 dargestellt ebenfalls auf der
Oberflache r = b homogen verteilen, so dass die Flachenladung ¢, den Wert

_ Q+Qk

1 b (1.61)

Ob
annimmt. Die Feldfreiheit innerhalb des leitenden Korpers ist somit unabhéngig davon,
ob der Korper eine Ladung besitzt oder ob er ungeladen ist.

Betrachten wir noch den Sonderfall, dass sich die Feld erzeugenden Ladungen auller-
halb der Hohlkugel befinden und der Hohlraum ladungsfrei ist. In diesem Fall werden
sich nur an der dulleren Oberfldache r = b Influenzladungen ausbilden, so dass nicht
nur das Leiterinnere, sondern auch der nicht leitende Hohlraum vollstindig gegen-
iiber dem elektrischen Feld abgeschirmt ist. Dieses Prinzip der elektrostatischen
Abschirmung ist als Faraday'scher Kafig bekannt und findet vielfdltige Anwendung.
Empfindliche Halbleiterbauelemente werden z.B. zum Schutz gegen elektrostatische
Entladungen in leitfahige Materialien verpackt.

Auch in den Fillen, in denen der Hohlraum nicht vollstindig von einem leitenden
Korper umschlossen wird, ist er dennoch sehr gut gegen dulere elektrostatische Fel-
der abgeschirmt. Selbst bei Verwendung eines Drahtgitters ist das Feld im Innenraum
sehr stark reduziert, lediglich in der unmittelbaren Umgebung der Locher ist die
Schirmwirkung gering. Diese Abschirmung funktioniert auch noch bei zeitlich langsam
verdanderlichen Feldern, erst bei schnell verdnderlichen darf der Abstand zwischen
den Gitterstiben einen von der Geschwindigkeit der zeitlichen Anderung abhéngigen
Maximalwert nicht iiberschreiten, um eine entsprechende Schirmwirkung zu erzielen.

1.14 Die dielektrische Polarisation

In diesem Abschnitt gehen wir noch einmal von dem idealisierten Feldverlauf der
Abb. 1.20 aus. Wird in das Feld zwischen den im Abstand d befindlichen Platten der
»Abb. 1.23a ein leitender Korper eingebracht, dann werden an seiner Oberfldche Ladun-
gen influenziert und das Innere des Korpers bleibt feldfrei (»Abb. 1.23c). Hélt man die
Ladungen +Q =+0A auf den duBleren Platten beim Einbringen des leitenden Koérpers
konstant, dann bleibt auch die von ihnen hervorgerufene elektrische Flussdichte nach
Gl. (1.53) unverdandert. In den Zwischenrdumen zwischen den dulBeren Platten und
dem leitenden Korper muss dann auch die elektrische Feldstirke E = D/e, gleich blei-
ben. Die zwischen den beiden Platten anliegende Spannung kann nach Gl. (1.30) als
das Wegintegral der elektrischen Feldstdrke berechnet werden. Da die Feldstdrke und
das gerichtete Wegelement zwischen den Platten parallel verlaufen und sich die Feld-
stdrke im homogenen Feld ldngs des Weges nicht dndert, kann die Spannung von der
positiv zur negativ geladenen Platte im Teilbild a durch eine Multiplikation des Feld-
stdrkebetrages E mit der Weglédnge d ersetzt werden. Im Teilbild ¢ wird die elektrische
Spannung entsprechend der verkiirzten Wegldnge kleiner sein als im Teilbild a.
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Abbildung 1.23: Reduzierung der Spannung zwischen den Platten durch unterschiedliche Materialien

Bringt man dagegen anstelle des Metallkorpers ein homogenes, isolierendes Material
gleicher Abmessungen zwischen die geladenen Platten, dann stellt man bei wiederum
unverdnderter Gesamtladung auf den duBeren Platten eine Spannung zwischen den
Platten fest, die kleiner ist als im Teilbild a, jedoch groBer als bei dem leitenden Kor-
per im Teilbild c. Die Ursache fiir dieses Verhalten liegt in dem inneren Aufbau des
isolierenden Materials. Im Gegensatz zu dem Leiter sind die Elektronen zwar nicht
frei beweglich, dennoch tritt eine Ladungsverschiebung innerhalb der atomaren
Strukturen auf. Infolge des von auBen angelegten elektrischen Feldes wirken Kréfte
auf die Ladungstrdger, die dazu fithren, dass die Atome bzw. Molekiile in der einen
Richtung negativ und in der entgegengesetzten Richtung positiv polarisiert werden.

Als Ursache fiir die Polarisation kénnen unterschiedliche Mechanismen verantwort-
lich sein. Von Verschiebungspolarisation spricht man, wenn die positiven und negati-
ven Ladungstrdger beim Anlegen eines duBeren Feldes gegeneinander verschoben
werden. Die an zwei gegeniiberliegenden Seiten entgegengesetzt geladenen Teilchen
werden als Dipole bezeichnet. Befinden sich zwei Punktladungen +QQ im Abstand d,
dann bezeichnet man das Produkt aus dem von der negativen zur positiven Ladung
zeigenden Abstandsvektor d mit dem positiven Wert der Ladung Q) als Dipolmoment p

p=Qd. (1.62)

Diese Definition ldsst sich verallgemeinern. Handelt es sich bei den Ladungen nicht
um konzentrierte Punktladungen, sondern um rdumlich verteilte Ladungen, dann ver-
wendet man fiir d den vektoriellen Abstand zwischen den Schwerpunkten der beiden
Ladungsanordnungen +Q und —Q. Ein Beispiel fiir die Verschiebungspolarisation ist
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in »Abb. 1.24 dargestellt. Unter dem Einfluss eines elektrischen Feldes verschiebt
sich die Elektronenhiille gegeniiber dem Atomkern. Man spricht in diesem Fall von
Elektronenpolarisation.

E=0 p
Q@ o) >

© ©

@ Q @@ e
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Abbildung 1.24: Elektronenpolarisation

Ein weiteres Beispiel fiir die Verschiebungspolarisation tritt in Substanzen auf, die
Ionen enthalten. Die Situation bei der so genannten Ionenpolarisation ist vergleichbar
dem vorhergehenden Beispiel. Die positiven Ionen werden in Richtung der elektri-
schen Feldstdarke und die negativen Ionen in Gegenrichtung verschoben.

Ein etwas anderer Mechanismus liegt der Orientierungspolarisation zugrunde. Manche
Molekiile besitzen aufgrund ihres unsymmetrischen Aufbaus bereits ein permanentes
Dipolmoment. Bei dem in »Abb. 1.25 dargestellten Wassermolekiil ist die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit fiir die Hiillenelektronen der beiden Wasserstoffatome in der
Nidhe des Sauerstoffkerns grofler als in der Ndhe der beiden H-Kerne (Protonen). Als
Folge dieser Ionenbindung enthélt das Sauerstoffatom eine mittlere negative Ladung
und die Wasserstoffatome enthalten eine mittlere positive Ladung.

+

)

Abbildung 1.25: Wassermolekiil H,0

Das Dipolmoment entsteht dadurch, dass die Schwerpunkte der positiv bzw. negativ
geladenen Ionen nicht zusammenfallen. Solange kein elektrisches Feld vorhanden ist,
sind die Dipolmomente der Molekiile innerhalb der Fliissigkeit statistisch verteilt und
es ist keine Polarisation nach aufien feststellbar. Unter dem Einfluss eines elektrischen
Feldes erfahren die beiden Ladungen eines Dipols Krifte in entgegengesetzter Rich-
tung. Die Zerlegung dieser Vektoren gemdll »Abb. 1.26 zeigt, dass neben einer Kraft-
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komponente in Langsrichtung des Dipols eine weitere Kraftkomponente entsteht, die
ein Drehmoment auf den Dipol ausiibt. Die Dipole werden in Abhéngigkeit von dem
Wert der Feldstirke mehr oder weniger in Feldrichtung ausgerichtet, so dass auch
makroskopisch betrachtet eine Polarisation auftritt. Dieser Effekt ist im Gegensatz zur
Verschiebungspolarisation stark temperaturabhéngig, da die Warmebewegungen der
Molekiile einer geordneten Ausrichtung entgegenwirken.

P
& :(>/4+ VA

Abbildung 1.26: Drehmoment auf einen Dipol im homogenen Feld

Befinden sich N Dipole in einem Volumen V, dann wird die auf das Volumen bezo-
gene vektorielle Summe der Dipolmomente als dielektrische Polarisation P

- N
P= Z (1.63)

n=1

<|H

und das nicht leitende Material als Dielektrikum bezeichnet. Fiir den Sonderfall gleich
gerichteter Dipole vereinfacht sich die Beziehung (1.63) zu

NP
%

P

(1.64)

Die Ladungen der Dipole bezeichnet man als Polarisationsladungen, die frei beweg-
lichen Ladungen bei den Metallen dagegen als freie Ladungen. Diese Unterscheidung
ist physikalisch begriindet. Wahrend man die freien Ladungen voneinander trennen
kann, ist diese Trennung bei den Polarisationsladungen nicht mdoglich. Aus diesem
Grund ist die gesamte Polarisationsladung in einem Dielektrikum immer gleich Null.
Die influenzierten Ladungen auf den beiden Scheibchen der Abb. 1.21 sind in diesem
Sinne freie Ladungen, da sie durch getrennte Herausnahme der beiden Scheibchen
aus dem Feld separiert werden konnen.

Durch die besondere Ausrichtung der Dipole im homogenen Feld heben sich ihre Wir-
kungen im Inneren des Dielektrikums auf. Betrachtet man die »Abb. 1.27, dann erkennt
man jedoch, dass sich infolge der Ladungstrdgerverschiebung an den Oberflichen des
Dielektrikums Ladungsverteilungen ausbilden, die in ihrer Wirkung den Fldchen-
ladungen bei den Leitern vergleichbar sind®.

5 Die geordnete Ausrichtung aller Dipole in der Abb. 1.27 dient nur zur Veranschaulichung der
entstehenden Flachenladungen, in der Praxis werden die Dipole bei den iiblichen Temperatu-
ren relativ ungeordnet bleiben und die makroskopisch wirksame Polarisation kommt lediglich
durch die Mittelwertbildung iiber die unvorstellbar groBle Zahl der nur zum Teil ausgerichteten
Molekiile entsprechend Gl. (1.63) zustande.
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Abbildung 1.27: Polarisationsflachenladung

Als Folge der Polarisation wird das elektrische Feld E im Dielektrikum bei gleicher
Flussdichte D zwar schwiicher, es verschwindet aber nicht vollig wie beim Leiter. Die-
ser Zustand ist schematisch in »Abb. 1.23b durch den gréBeren Abstand zwischen
den Feldlinien im Dielektrikum angedeutet. Auch hier ist die Situation im mikro-
skopischen Bereich sehr kompliziert. Die elektrische Feldstdrke wird zwischen den
Molekiilen sehr stark ortsabhéngig sein, so dass die angesprochene Reduzierung der
Feldstdrke im Dielektrikum nicht fiir einen beliebigen Punkt innerhalb des Materials
gilt, sondern wiederum als Mittelwert iiber einen Bereich, dessen Ausdehnung wesent-
lich groéBer als die Abmessungen der Molekiile sein muss.

Vom Standpunkt einer makroskopischen Betrachtungsweise aus kann die Reduzie-
rung der elektrischen Feldstirke E im Dielektrikum bei gleicher Flussdichte D durch
einen dimensionslosen Faktor ¢, erfasst werden, der als (relative) Dielektrizitatszahl
bezeichnet wird. Die Gl. (1.34) wird also folgendermalBien erweitert

D=¢,¢FE=¢E mit ¢ = ¢, ¢, = Dielektrizitdtskonstante. (1.65)

Die Dielektrizitdtszahl e, beschreibt das Verhiltnis der elektrischen Feldstdrke
ohne Dielektrikum zur elektrischen Feldstdrke im Dielektrikum bei gleicher
Flussdichte.

Die Beziehung (1.65) setzt voraus, dass zwischen den beiden FeldgroBen D und E ein
linearer Zusammenhang besteht und dass beide FeldgroBen gleich gerichtet sind. Mit
den Materialien, bei denen diese Voraussetzungen nicht erfiillt sind, werden wir uns
im weiteren Verlauf nicht beschéftigen. In der Praxis tritt zudem héaufig der Fall auf,
dass ¢, ortsabhédngig ist und von weiteren physikalischen Einflussgrofen abhangt wie
z.B. von der Temperatur, vom Druck oder von der Frequenz bei zeitlich verdnderli-
chen FeldgroBen.
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In der folgenden Tabelle ist die Dielektrizitdtszahl fiir verschiedene Materialien ange-

geben.
Tabelle 1.1

Dielektrizitatszahl ¢, fiir verschiedene Materialien

Stoff £, Stoff .
Trockene Luft 1,000594 Polyathylen 2,3
Bariumtitanat 1000 ... 4000 Polystyrol 2,3...2,7
Bernstein 2,8 Porzellan 6,0 ...8,0
Glimmer 7 Quarz 3,5...4,5
Gummi 2,6 Quarzglas 4
Hartpapier 5,0...6,0 Transformatorendl 2,2..2,5
Papier 1,2 ...3,0 Destilliertes Wasser 81
Pertinax 3,5...5,5

In Luft unterscheidet sich der Wert ¢, nur unwesentlich von dem Wert im Vakuum
e.=1, d.h. in Luft kann praktisch in allen Féllen ¢ = ¢, gesetzt werden.

Im Gegensatz zur Gl. (1.65) kann der Zusammenhang zwischen den beiden vektoriel-
len FeldgréBen als Folge der dielektrischen Materialeigenschaften auch auf andere
Weise formelmifBig erfasst werden. Man kann ndmlich die Dielektrizitdtszahl ¢, auch
auffassen als die Erhohung der elektrischen Flussdichte im Dielektrikum gegeniiber
der elektrischen Flussdichte im Vakuum bei gleicher elektrischer Feldstdrke. Denkt
man sich also die elektrische Flussdichte im Dielektrikum zusammengesetzt aus der
Flussdichte, die bereits bei Abwesenheit des Dielektrikums vorliegt D= SOE, und dem
zusitzlich durch das Dielektrikum verursachten Anteil P, dann erhilt man die Dar-
stellung

D=¢,E+P. (1.66)
Durch Gleichsetzen der beiden Beziehungen (1.65) und (1.66) findet man den Zusam-
menhang

P=(e-e)E=¢y(e,-1)E =gy xE. (1.67)

Nach dieser Gleichung sind Polarisation und Feldstédrke zueinander proportional. Die
Differenz y zwischen der Dielektrizitdtszahl ¢, = ¢/e, der Materie und dem Wert 1 des
Vakuums wird dielektrische Suszeptibilitat genannt.

Nach den vorstehenden Gleichungen ergeben sich prinzipiell zwei Moglichkeiten, die
besonderen Eigenschaften eines Dielektrikums in den Rechnungen zu beriicksichtigen,
zum einen mithilfe der Dielektrizitdtszahl ¢, nach Gl. (1.65), zum anderen mithilfe der
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Polarisation P nach Gl. (1.66). Die Rechnung mit der Polarisation setzt aber die Kennt-
nis der Polarisationsflachenladungen voraus, die sich z.B. an den Oberflichen des
Dielektrikums in Abb. 1.23b ausbilden. Bei nicht homogenen Materialeigenschaften
heben sich die Wirkungen der Dipole im Inneren der Dielektrika nicht vollstidndig auf,
so dass in diesem Fall zusitzlich mit einer ortsabhéngigen Polarisationsraumladung
gerechnet werden muss. Aus diesem Grund werden wir in den folgenden Abschnitten
den Einfluss der Dielektrika auf die Feldverteilung nicht durch die Polarisations-
ladungen, sondern durch die skalare Dielektrizitdtszahl ¢, erfassen.

1.15 Krafte im inhomogenen Feld

In den vorausgegangenen Abschnitten haben wir die Influenz und die Polarisation als
Folge-Erscheinungen der Krifte auf die Ladungstrdger im elektrischen Feld kennen
gelernt. Damit verbunden war die vollkommene Abschirmung des Leiterinneren gegen-
iiber dem duferen Feld bzw. die Reduzierung der Feldstidrke im Inneren eines Dielektri-
kums.

Abbildung 1.28: Leitender ungeladener Korper im Feld einer Punktladung

Befindet sich ein leitender ungeladener Korper oder ein aus dielektrischem Material
bestehender Kérper in einem homogenen elektrischen Feld wie in der Abb. 1.23, dann
heben sich die Kréfte auf die positiven und auf die negativen Ladungstréger gegensei-
tig auf. Es kann zwar im allgemeinen Fall ein Drehmoment auf den Kérper ausgetibt
werden (Abb. 1.26), die Gesamtkraft verschwindet aber. Bringen wir dagegen einen
leitenden ungeladenen Koérper in ein inhomogenes Feld, z.B. in das Feld einer positi-
ven Punktladung gemdfl »Abb. 1.28, dann wird wegen der mit wachsendem Abstand
von der Punktladung abnehmenden Feldstirke die Kraft auf die influenzierten negati-
ven Ladungstrdger dominieren und es wird sich eine resultierende (anziehende) Kraft
einstellen. Besitzt die Feld erzeugende Ladung Q einen Wert Q <0, dann wird sich
auch das Vorzeichen bei den influenzierten Ladungen umkehren und es tritt auch in
diesem Fall eine anziehende Kraft auf. Aus der Tatsache, dass sich zwei Koérper gegen-
seitig anziehen, kann also nicht zwangsldufig geschlossen werden, dass beide Kérper
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Gesamtladungen unterschiedlichen Vorzeichens tragen. Im vorliegenden Beispiel ent-
steht eine anziehende Kraft zwischen einem geladenen und einem ungeladenen Korper.
Da sowohl Influenz- als auch Polarisationserscheinungen immer zu einer anziehen-
den Kraft fithren, kann aber umgekehrt aus der AbstoBung zweier Korper auf vorhan-
dene Gesamtladungen gleichen Vorzeichens geschlossen werden.

1.16 Sprungstellen der Dielektrizitatskonstanten

In Kap. 1.14 haben wir gesehen, dass die senkrecht in das Dielektrikum eintretende
elektrische Feldstiarke unstetig ist, wie z.B. durch die Feldliniendichte in Abb. 1.23b an-
gedeutet. Daher werden wir in diesem Abschnitt das Verhalten der beiden FeldgroBen
D und E an den Sprungstellen der Materialeigenschaften etwas genauer untersuchen.
Dazu betrachten wir die Oberfldche A des in »Abb. 1.29 dargestellten quaderférmigen
Korpers, der aus einem Material der Dielektrizitdtskonstanten ¢, besteht, und der sich
im umgebenden Raum der Dielektrizitdtskonstanten ¢, befindet. Die FeldgréBen in den
beiden Bereichen werden mit den gleichen Indizes gekennzeichnet wie die Dielektri-
zitdtskonstanten.

mV*

A

(<2}

Abbildung 1.29: Grenzflache mit Sprung der Dielektrizitdtskonstanten

Die Vorgehensweise ist die gleiche wie bereits in Kapitel 1.11 beschrieben. Im ersten
Schritt betrachten wir die Normalkomponente der Flussdichte D. Zu diesem Zweck
legen wir um die Trennfldche zwischen den beiden Materialien einen kleinen Flach-
zylinder mit der verschwindenden Héhe h — 0. Da sich innerhalb des Zylinders keine
freie Gesamtladung befindet, muss der insgesamt durch die Oberfliche austretende
elektrische Fluss nach GI. (1.36) verschwinden. Wegen h — 0 liefert der Zylinder-
mantel keinen Beitrag, so dass der Fluss durch das elementare Flachenelement dA auf
beiden Seiten der Trennfldche gleich ist. Der auf der einen Seite eintretende Fluss
muss auf der anderen Seite wieder austreten

D, dA=D,,dA > Dy=D,, . (1.68)



1.16 Sprungstellen der Dielektrizitatskonstanten

Die Stetigkeit der Normalkomponente der Flussdichte erfordert aber wegen der auf
beiden Seiten unterschiedlichen Dielektrizitdtskonstanten nach Gl. (1.65) einen Sprung
in der Normalkomponente der elektrischen Feldstédrke

Dy =By =Dpy=6,E, - &1 Ep =€ Epy (1.69)
T™hie
& ds &
A—

Abbildung 1.30: Grenzflache mit Sprung der Dielektrizitétskonstanten

Im zweiten Schritt soll das Verhalten der Tangentialkomponente der elektrischen
Feldstdarke untersucht werden. Zu diesem Zweck betrachten wir das in »Abb. 1.30 um
die Trennfldache gelegte Rechteck mit der elementaren Seitenldnge ds und der wiede-
rum verschwindenden Abmessung h — 0. Bilden wir das Umlaufintegral der elektri-
schen Feldstdrke entlang dieses Rechtecks, dann liefern wegen h — 0 nur die Seiten
ds einen Beitrag. Nach Gl. (1.22) muss aber dieses Umlaufintegral verschwinden, so
dass die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstdrke auf beiden Seiten der
Trennfldche den gleichen Wert aufweist

Etl dS—Etz ds=0 d Et1 :EtZ . (1.70)

Die Stetigkeit der Tangentialkomponente der elektrischen Feldstirke erfordert aber
wegen der auf beiden Seiten unterschiedlichen Dielektrizitdtskonstanten nach Gl. (1.65)
einen Sprung in der Tangentialkomponente der Flussdichte

1 1
Eyy=—Dy =E,=—D, - ==X (1.71)
& €2

Zusammengefasst gilt die Aussage:

Bei einer sprunghaften Anderung der Dielektrizititskonstanten auf einer Fliche
der Normalen n sind die Normalkomponente der Flussdichte D, und die Tan-
gentialkomponente der elektrischen Feldstdrke E; stetig. Die Forderungen fiir die
beiden anderen Komponenten D; und E, ergeben sich aus den Beziehungen
D, =¢,E, und D, =¢,E, .
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Diese Zusammenhénge sind in » Abb. 1.31 nochmals dargestellt. Aus den Beziehungen

tana, _ Ey Epy (1;0) Enp tana; _ Dy Dpy [128] Dy

= bzw. —_—= 1.72
tana, E, Ep Eny - tana, Dy Dy, Dy, ( )
folgt fiir beide Feldvektoren das gleiche Brechungsgesetz
tan a, _ E,., =&=£_1 (1.73)
tana, E, Dy, & '
81 82 81 82
E Enl EZ D Dnl %
” Etz tl sz
E EnZ ]_j DnZ
1 1
b, =E, Dn=D,

Abbildung 1.31: Zum Brechungsgesetz

1.17 Die Kapazitat

Betrachten wir noch einmal die Abb. 1.23a. Wird die Gesamtladung +Q auf den bei-
den Platten auf einen Wert +kQQ erh6ht, dann wird sich nach GI. (1.36) bzw. (1.53) die
elektrische Flussdichte und wegen GI. (1.65) auch die elektrische Feldstdrke um den
gleichen Faktor k erhéhen. Da aber auch die Spannung U als das Wegintegral der Feld-
stirke um diesen Faktor k ansteigen wird, sind die beiden GroBen Ladung und Span-
nung zueinander proportional

Q~U -  Q=CU. (1.74)

Diese Proportionalitdt gilt unabhdngig von der Geometrie der Anordnung. Der Pro-
portionalitdtsfaktor C wird Kapazitat genannt und hat die Dimension As/V. Wegen der
grofBen Bedeutung wird eine eigene Bezeichnung Farad (nach Michael Faraday, 1791 —
1867) fiir die Dimension der Kapazitit eingefiihrt: 1 F =1 As/V (vgl. Tabelle D.2).

Unter der Kapazitdt C versteht man das Verhiltnis aus der aufgenommenen
Ladung Q zu der angelegten Spannung U. Sie ist ein MaB fiir die Fahigkeit eines
Korpers, Ladungen zu speichern.
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Der groBe Vorteil bei der Rechnung mit Kapazitdten besteht darin, dass hier integrale
GroBen verwendet werden, bei denen die zugrunde liegende dreidimensionale Feld-
verteilung nicht mehr explizit berechnet werden muss. Sie ist als Information gemaf
der folgenden Gleichung bereits in dem Wert der Kapazitdt enthalten

(1.36) oo . (15 sﬁE-dA
Q = ﬁ D-dA = A
A

3) (1.30) ..
ffoda, U = [E-ds, c=92 (1.75)
A s

U [E-ds

Wihrend die Kapazitdt die Eigenschaft der Leiteranordnung (ihr Fassungsvermégen)
beschreibt, wird eine Anordnung mit dieser Eigenschaft (das Bauelement) als Konden-
sator bezeichnet. Allgemein spricht man von einem Kondensator, wenn zwei leitende
Belédge mit entgegengesetzten, gleich groBen Ladungen vorhanden sind und alle Feld-
linien, d.h. der gesamte elektrische Fluss, von der mit den positiven Ladungen besetz-
ten Fldache zu der mit den negativen Ladungen besetzten Fldche gelangen. Bei dem
Beispiel in Abb. 1.23a spricht man von einem Plattenkondensator. Je nach Anwen-
dungsfall findet man sehr unterschiedliche Bauformen von Kondensatoren. Einige
dieser Bauformen werden wir in den folgenden Kapiteln kennen lernen.

1.17.1 Der Plattenkondensator

Wir berechnen die Kapazitdt der in Abb. 1.23a dargestellten Anordnung unter den dort
gemachten vereinfachenden Annahmen, dass das Feld zwischen den Platten homogen
und das Streufeld am Rand der Platten vernachlissigbar sei®. Diese Annahme ist hin-
reichend gut erfiillt, wenn der Plattenabstand klein ist im Vergleich zu den Platten-
abmessungen. Die Ladungen *Q sind als homogene Flichenladungen to =+Q/A auf
den Plattenflachen A verteilt. Nach GI. (1.54) ist die Flussdichte an der Plattenoberfla-
che gleich der Fliachenladungsdichte. Die elektrische Feldstdrke ist im Luftbereich
zwischen den Platten durch die Gl. (1.34) gegeben

gD [124)£=&. (1.76)

& & &A

Die Spannung zwischen den Platten berechnet sich in diesem Sonderfall aus dem Pro-
dukt von Feldstdrke E und Plattenabstand d, so dass die Kapazitidt des Plattenkonden-
sators bereits bekannt ist

(1.30)
U = Ed - C:%:S(’A, (1.77)

6 Durch die Vernachldssigung des Streufeldes ist der im Folgenden berechnete Wert fiir die
Kapazitdt des Plattenkondensators etwas kleiner als der mit der exakten Feldverteilung
berechnete Wert.
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Verallgemeinern wir die Aufgabenstellung dahingehend, dass der Raum zwischen den
beiden Platten mit einem Dielektrikum der Dielektrizitdtszahl ¢, ausgefiillt ist, dann
andert sich die Gl. (1.76) und damit die Kapazitdt in der folgenden Weise

(125) D (124] o Q R C- g,60A _eA

E =
£, & £.80 &.6A d d

(1.78)
Die Kapazitit des idealen Plattenkondensators ist proportional zur Flache A, umgekehrt
proportional zum Plattenabstand d und proportional zur Dielektrizitdtskonstanten.
Sie héngt also nur von der Geometrie und den Materialeigenschaften ab, nicht jedoch
von der auf dem Kondensator befindlichen Ladung.

Beispiel 1.4: Zahlenbeispiel

Welche Flache miissen die Platten eines Kondensators haben, der in Luft bei
einem Plattenabstand von 1 mm die Kapazitét von 1 F aufweisen soll?

Losung:
As
L Cd_ vyt dmm 10°

& 8854107225 ggsa.1012 L 8,854
m m

m? =113km?  (1.79)

Man erkennt an diesem Zahlenbeispiel, dass die Einheit F sehr grof ist. Die
iiblicherweise verwendeten Kondensatoren besitzen Kapazititswerte im Bereich
uF, nF oder pF.

- J

1.17.2 Der Kugelkondensator

Als zweites Beispiel soll die Kapazitidt eines Kugelkondensators berechnet werden.
Dieser besteht aus den in der »Abb. 1.32 dargestellten konzentrischen, leitenden
Kugelschalen der Radien a und b > a.

Abbildung 1.32: Kugelkondensator
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Im ersten Schritt wird angenommen, dass sich auf der inneren Kugelschale die
Ladung +Q und auf der dulleren die Ladung —Q befindet. Die Aufgabe besteht dann
darin, die zu dieser Ladungsverteilung gehorige Spannung (Potentialdifferenz) zwi-
schen den beiden Kugelschalen zu berechnen. Vernachlédssigen wir den Einfluss des
von der inneren Kugelschale nach auBlen gefithrten Anschlussdrahtes, dann werden
sich die Ladungen aus Symmetriegriinden gleichméaBig auf den Kugelfldchen verteilen
und wir kénnen die Flussdichte im Bereich zwischen den beiden Kugeln aus der
Gl. (1.50) iibernehmen. Fiir die Spannung von der inneren zur duferen Kugel erhalten
wir mithilfe der Gl. (1.30) das gesuchte Ergebnis, aus dem die Kapazitidt des Kugelkon-
densators unmittelbar folgt

130) b @s0) b b _g (174)
e o e
4mey T 4mey ‘1 4me, ba C
a a a
ba
C =4ne, . (1.80)
b-a

Mit diesem Ergebnis kann die reale dreidimensionale Ausgangsanordnung in Abb. 1.32
durch eine einfache skalare Grée beschrieben werden. Dargestellt wird dieses Bau-
element dann durch das fiir einen Kondensator iibliche Schaltzeichen auf der rechten
Seite der Abbildung, wobei der in Abhédngigkeit von den Abmessungen und von der
Materialeigenschaft berechnete Kapazitdtswert an dem Schaltzeichen mit angegeben
werden kann.

Wir wollen das Ergebnis in Gl. (1.80) noch fiir einen Sonderfall kontrollieren. Lasst
man ndmlich die Abmessung b gegen a gehen, so dass b=a+ d mit einem kleinen
Abstand d — 0 gilt, dann sind die beiden Kugelschalen sehr dicht beieinander und
die Abhiingigkeit der Feldstiirke vom reziproken Abstand 1/r? spielt keine Rolle mehr.
Die GI. (1.80) geht dann in die Gleichung des Plattenkondensators iiber

ba 4 a A

C=ame, 2L _p 270 _ . Ax

€ h_a 9974 b0y (1.81)
wobei die Grofe der Platten durch die Kugelfldche Ay gegeben ist.

Aus der Gl. (1.80) lasst sich auch die Beziehung fiir die Kapazitdt einer Kugel gegen
die unendlich ferne Hiille ableiten. Mit dem Grenziibergang b — o findet man unmit-
telbar das Ergebnis

C =4nmng, ba__ 4m€0E =4meq a. (1.82)
b b

Dieses ist proportional zum Kugelradius. Um einen Eindruck von der GréBenordnung

zu erhalten, kann man die Kapazitdt der Erdkugel gegen die unendlich ferne Hiille

berechnen. Mit dem Radius a = 6360 km erhélt man ndherungsweise den sehr kleinen

Wert C = 700 pF.
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Beispiel 1.5: Kapazitat eines Koaxialkabels

Gegeben ist ein Koaxialkabel mit einem Innenleiter des Durchmessers 2a und
einem {iiblicherweise aus metallischem Geflecht bestehenden AuBenleiter, der
den Innendurchmesser 2b und den AuBendurchmesser 2c aufweist. In dem Zwi-
schenraum befindet sich ein Material mit der Dielektrizitdtskonstante ¢. Die um
den AuBenleiter angebrachte Schutzisolierung spielt bei der folgenden Betrach-
tung keine Rolle. Zu bestimmen ist die Kapazitdt des Kabels pro Langeneinheit.

AuBenleiter V P

Innenleiter

Abbildung 1.33: Querschnitt durch die Koaxialleitung

Losung:

Im ersten Schritt wird pro Langeneinheit des Kabels eine Ladung +Q auf dem
Innenleiter und eine Ladung —Q auf dem AuBenleiter vorgegeben. Die Ladung
auf dem Innenleiter wird sich als homogene Fldchenladung auf der Leiterober-
flache verteilen. Die Berechnung der von dieser Ladung ausgehenden Flussdichte
erfolgt analog zum Beispiel 1.2 und liefert das Ergebnis (1.39). Mit der Spannung
zwischen Innen- und AuBenleiter

b w812 Qg Q n Q . b
U:!E-dr = ;Jep Znalg.epdpz I_dp— In—= (1.83)

erhalten wir die gesuchte Kapazitdt pro Lange

ng_/lz 2me
l U Inb/a)’

(1.84)




1.18 Einfache Kondensatornetzwerke

1.18 Einfache Kondensatornetzwerke

In der praktischen Schaltungstechnik kann der Fall eintreten, dass mehrere Konden-
satoren zusammengeschaltet werden. Von den vielfidltigen Mdglichkeiten sollen hier
nur die beiden grundlegenden Fille betrachtet werden, ndmlich die Parallelschaltung
und die Reihenschaltung. Die Aufgabe besteht darin, die Anordnung mit mehreren
Kondensatoren Cy mit k =1,2,... durch einen einzigen Kondensator Cges Zu ersetzen,
der bezogen auf die beiden Anschlussklemmen das gleiche Verhalten aufweist.

I I

ges ges

--- o
Cl CZ Cn Cges
U U -

Abbildung 1.34: Parallelschaltung von Kondensatoren

Betrachten wir zunédchst die Parallelschaltung in »Abb. 1.34. Alle oberen Konden-
satorplatten sind leitend miteinander verbunden und liegen daher auf dem gleichen
Potential. Da auch die unteren Kondensatorplatten auf gleichem Potential liegen, ist
die Potentialdifferenz und damit die Spannung U fiir alle Kondensatoren gleich. An
den einzelnen Kondensatoren gelten die Beziehungen Q; = C, U und fiir den Gesamt-
kondensator muss Qs = C,eU gelten, wobei die Gesamtladung Qg der Summe der
Ladungen Q auf den einzelnen Kondensatoren entsprechen muss. Addiert man die
Beziehungen fiir die einzelnen Kondensatoren, dann gilt

n (1.74] n n n
Ques=2.Q = DX.CU=UY Cp =UCyy - Cges=.Cr . (1.85)
k=1 k=1 k=1 k=1
C C C
I 1 2 _In I
- > —> C
Ug s u U, Ua I:(> Ug s o

(e

Abbildung 1.35: Reihenschaltung von Kondensatoren

Bei der Reihenschaltung kann man von folgender Uberlegung ausgehen. Die gesamte

an den Eingangsanschliissen vorhandene Spannung (Potentialdifferenz) U, setzt sich

8
aus der Summe der Teilspannungen U, an den einzelnen Kondensatoren zusammen.
Bringt man auf die beiden duBleren, mit den Anschlussklemmen verbundenen Platten

eine Ladung +Q, dann werden auf den inneren Platten Ladungen influenziert und

n
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zwar so, dass sich auf jeweils zwei gegeniiberliegenden Platten gleich grofle Gesamt-
ladungen +Q gegeniiberstehen (vgl. Abb. 1.23¢), d.h. alle Kondensatoren weisen die
gleichen Ladungen +Q auf und es gelten die Beziehungen U, = Q/C;. Addiert man
diese Ausdriicke, dann findet man durch Vergleich mit der Beziehung fiir den Gesamt-
kondensator Q= Cg. Uy, das Ergebnis

Uges=ZUk = ZE=QZL=Q ! - L =Zi (1.86)

k=1 k=1 Ck k=1 Ck Cges Cges k=1 Ck
Fiir zwei in Reihe geschaltete Kondensatoren C; und C, folgt daraus

__GG,

=0 Lo (1.87)
1 2

Bei der Reihenschaltung ist die Gesamtkapazitdt kleiner als die kleinste vorkommende
Einzelkapazitat.

Bei der Parallelschaltung von Kondensatoren addieren sich die Kapazitdten der
einzelnen Kondensatoren, bei der Reihenschaltung ist der Kehrwert der Gesamt-
kapazitat gleich der Summe der Kehrwerte der Einzelkapazitdten.

Beispiel 1.6: Kondensatornetzwerk

Gegeben ist das Kondensatornetzwerk in »Abb. 1.36 mit den Kapazitédten C, = C,
C,=2C und C;=C,=10C. Zwischen den Anschlussklemmen 1-0 wird eine
Gleichspannungsquelle mit der unbekannten Spannung U, angeschlossen. Zwi-
schen den Anschlussklemmen 2-0 wird eine Gleichspannung U, gemessen.

Ul<=> ii o)

Abbildung 1.36: Kondensatornetzwerk




1.19 Praktische Ausfiihrungsformen von Kondensatoren

EM Welchen Wert hat die Spannung U,?

EA Die Gleichspannungsquelle U; wird durch ein Kapazitdtsmessgerit ersetzt.
Welche Gesamtkapazitit C,, wird zwischen den Klemmen 1-0 gemessen?

EAM Die Gleichspannungsquelle U; wird durch einen Kurzschluss (leitende Ver-
bindung zwischen den Klemmen 1-0) ersetzt. Welche Gesamtkapazitit C,,
wird zwischen den Klemmen 2-0 gemessen?

Die Ergebnisse sind in Abhédngigkeit von C und U, anzugeben.
Losung:

EM Auf den in Reihe geschalteten Kondensatoren C, und C, befinden sich glei-
che Ladungen:

(1.74)
Q = CU,=G,(U,-U,) — Ulz%uzzeuz (1.88)

2

EA Mit den Beziehungen (1.85) und (1.86) erhalten wir

Cho=Cy+Cy+—22C8 _ ¢ 00+ 26100 _38 ¢ (1.89)
C,+C, 2C+10C 3
EN C, und C; sind kurzgeschlossen:
Cy=C,+C, =2C+10C =12C (1.90)

- J

1.19 Praktische Ausfiihrungsformen von Kondensatoren

Der Plattenkondensator ist die einfachste Form eines kapazitiven Bauelementes. Wiah-
rend der Kugelkondensator mehr zur Ubung berechnet wurde, wollen wir jetzt einige
in der Praxis hédufig anzutreffende Bauformen betrachten.

1.19.1 Der Vielschichtkondensator

Der Vielschichtkondensator besteht aus mehreren iibereinandergeschichteten Platten,
die abwechselnd dem einen oder anderen Anschluss zugeordnet sind. Die Kapazitit C
zwischen jeweils zwei Platten ist mit deren Fldcheninhalt A =ab nach GIl. (1.78)
bekannt. Im Gegensatz zum einfachen Plattenkondensator tragen alle inneren Platten
mit ihren beiden Oberfldchen zur Kapazitdt bei. Besteht jeder Kondensatoranschluss
aus n Platten (in »Abb. 1.37 gilt n=5), dann sind 2n -1 Kondensatoren parallel
geschaltet und fiir die Gesamtkapazitit dieses Bauelementes gilt die Beziehung

b
Cyes =(2n-1) C=(2n—1)%, (1.91)
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Anschlisse

Abbildung 1.37: Vielschichtkondensator im Querschnitt

Will man groBe Kapazitdtswerte bei gleichzeitig kleinem Bauelementevolumen reali-
sieren, dann miissen nach Gl. (1.78) Materialien mit groBen Dielektrizitdtskonstanten
verwendet werden. Alternativ kann auch der Plattenabstand d reduziert werden. Die-
ser Moglichkeit sind jedoch Grenzen gesetzt, da es zu Spannungsdurchbriichen zwi-
schen den beiden Elektroden kommen kann, sofern die Feldstdrke einen Maximalwert
tiberschreitet. Wegen U = Ed diirfen die Kondensatoren nur bis zu einer maximalen
Spannung betrieben werden.

1.19.2 Der Drehkondensator

Der Drehkondensator besteht aus einem fest stehenden Plattenpaket (Stator) und
einem drehbar gelagerten Plattenpaket (Rotor). In Abhédngigkeit von der Rotorposition
dndert sich die tiberdeckte Flache A und damit auch die Kapazitt.

Abbildung 1.38: Drehkondensator

Da Drehkondensatoren meist ohne Dielektrikum aufgebaut werden, gilt mit den
Bezeichnungen der »Abb. 1.38 fiir deren Kapazitat

2_ .2
soa(ra —-r; )

2d

g A £ a
Cyes = (2n-1) :(zn-l)FO(maz_mﬁ)E:(zn_l)

(1.92)

Bei den halbkreisformigen Platten steigt die Kapazitit linear mit dem Drehwinkel an.
Durch andere Formgebung der Platten kann fiir spezielle Anwendungen ein anderer,
z.B. logarithmischer Zusammenhang zwischen C und « realisiert werden.



1.20 Die Teilkapazitaten

1.19.3 Der Wickelkondensator

Ebenfalls sehr weit verbreitet sind Wickelkondensatoren. Diese konnen z.B. aus zwei
Metallfolien und zwei Kunststofffolien bestehen, die abwechselnd aufeinandergelegt
und aufgerollt werden (»Abb. 1.39). Die Kapazitdt im nicht aufgerollten Zustand kann
mit der Beziehung fiir den Plattenkondensator berechnet werden, infolge des Aufrol-
lens wird die Kapazitét etwa doppelt so groB}, da abgesehen von der inneren und duBle-
ren Windung beide Seiten der Metallfolien zur Kapazitét beitragen.

Abbildung 1.39: Aufbau eines Wickelkondensators

Anstatt separate Metallfolien zu verwenden, kénnen auch diinne Metallschichten auf
die Kunststofffolien aufgedampft werden. Zum Schutz gegen mechanische Beschédi-
gungen werden die Wickel mit Kunstharz vergossen und in einem Gehéduse aus Metall
oder Kunststoff untergebracht.

1.20 Die Teilkapazitaten

Besteht eine Anordnung im Gegensatz zu den bisher betrachteten Beispielen aus meh-
reren leitenden Teilen wie z.B. die drei in »Abb. 1.40 dargestellten Strénge einer Frei-
leitung, dann ist die Kapazitdt im Sinne der Gl. (1.74) nicht mehr definierbar. Der von
einer Leitung ausgehende elektrische Fluss endet teilweise auf den anderen Leitungen
und zum Teil auf der unendlich fernen Hiille bzw. auf dem Erdboden. Man spricht in
diesem Fall von Teilkapazitaten zwischen den einzelnen Leitern und verwendet als
Ersatzschaltbild eine Anordnung mit mehreren Kondensatoren. Die Werte der einzel-
nen Teilkapazitdten sind proportional zu den jeweiligen elektrischen Teilfliissen zwi-
schen den betreffenden Leitern. Die diese Teilfliisse verursachenden Teilladungen
werden im Ersatzschaltbild den jeweiligen Kondensatorplatten zugeordnet.

C13
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/ ClZ Czs

Abbildung 1.40: Teilkapazitaten bei einer Freileitungsanordnung
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1.21 Der Energieinhalt des Feldes

Da Kondensatoren hdufig zur Speicherung elektrischer Energie eingesetzt werden,
wollen wir die Frage untersuchen, wie viel Energie in einem Kondensator gespeichert
werden kann und welcher Zusammenhang zur Kapazitdt (zum Fassungsvermégen)
des Kondensators besteht.

Abbildung 1.41: Zur Berechnung der in einem Kondensator gespeicherten Energie

Zu diesem Zweck untersuchen wir den Ladevorgang des in »Abb. 1.41 dargestellten
Kugelkondensators, der, ausgehend von dem ungeladenen Anfangszustand, so lange
aufgeladen werden soll, bis seine beiden Kugelschalen im Endzustand die Gesamt-
ladungen +Q tragen. Wir betrachten einen willkiirlichen Zeitpunkt wihrend des Lade-
vorgangs, bei dem auf beiden Kugelschalen momentan die Ladungen *q vorliegen. Die
Ladungen werden jetzt mit Kleinbuchstaben bezeichnet, um deutlich zu machen, dass
es sich nicht mehr um konstante GréBen, sondern um zeitverdnderliche bzw. von dem
momentanen Zustand des Ladevorgangs abhéngige Grofen handelt. Zur Fortsetzung des
Ladevorgangs wird eine elementare Ladung dg von der dufBleren Schale zur inneren
transportiert. Der dadurch entstehende Energiezuwachs dW, ist nach Gl. (1.23) pro-
portional zur bewegten Ladung dg und zur Potentialdifferenz ¢,, — ¢.p, die von der
Ladung durchlaufen wird. Die Potentialdifferenz entspricht aber nach Gl. (1.30) der
momentan zwischen den Kugelschalen anliegenden Spannung u,,,, die nach Gl. (1.74)
selbst eine Funktion der momentanen Ladungsverteilung +q und damit ebenfalls zeit-
abhéngig ist
(1.23) (1.30) (1.74) 1

w, = (wea—soeb)dq = uydg = ~qdg. (1.93)

Die gesamte in dem Kondensator gespeicherte elektrische Energie W, kann durch Inte-
gration der elementaren Beitrdge {iber den gesamten Ladevorgang berechnet werden

Q 2
1 1Q (1.74) 1 5 Al
w, =— dg =—=- - W,==CU"==QU . 1.94
€ Cojq 1=57¢ ) 2 (1.94)

Bei der mathematischen Herleitung wurde zu keinem Zeitpunkt die spezielle Geo-
metrie des Kondensators berticksichtigt, d.h. die abgeleitete Beziehung ist unabhéngig
von der Bauform des Kondensators und gilt allgemein.



1.21 Der Energieinhalt des Feldes

Die in einem Kondensator gespeicherte elektrische Energie ist proportional zum
Produkt aus der Kapazitdt C und dem Quadrat der angelegten Spannung U.

Beispiel 1.7: Parallelschaltung von Kondensatoren

Zwei Kondensatoren C; und C, mit den unterschiedlichen Spannungen U, und U,
sollen parallel geschaltet werden, d.h. die Anschliisse mit dem jeweils hGheren
Potential und die Anschliisse mit dem jeweils niedrigeren Potential werden lei-
tend miteinander verbunden. Wie dndert sich die Gesamtenergie durch diese
Mabnahme?

S e e

ges
—
Abbildung 1.42: Zusammenschaltung der Kondensatoren

2

Losung:
Im Ausgangszustand betrdgt die Energie

(1.94)
W, = %clUf +%CZUZZ : (1.95)

Nach dem Zusammenschalten betrigt die Gesamtkapazitit nach Gl. (1.85)
Cyes = C; + C,. Da die Ladungssumme erhalten bleiben muss (vgl. Kap. 1.1), befin-
det sich auf dem Kondensator G die Gesamtladung Qs = Q; + Q, = G U; + G, U,.
Fiir die Energie in den parallel geschalteten Kondensatoren gilt demnach

W (1.94) 1 QgesZ 1 (Gu, +C2Uz)z
¢ 2cC,. 2 C+C ' (1.96)
ges 1 2

Die Energiedifferenz infolge des Zusammenschaltens

_Cl CZ

Alle =We =T =56 1c)
1 2

(U, -U,) % <0 (1.97)
ist negativ und entspricht daher einer Energieabnahme. Dieser Energieverlust wird
verursacht durch die Ladungstrdgerbewegung in den Verbindungsleitungen (vgl.
Kap. 2) sowie durch die Abstrahlung elektromagnetischer Felder und ist umso
groBer, je groBer die Spannungsdifferenz U, — U, vor dem Zusammenschalten ist.
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Nach dem Zusammenschalten ist die Spannung an beiden Kondensatoren gleich
und nimmt den Wert

_ Qges _ ClU‘l +C,U,
C C,+C,

ges

U

(1.98)

an. Bei dem Sonderfall zweier Kondensatoren mit gleicher Kapazitit C, = C, = C,
von denen der eine die Spannung U, aufweist und der andere zunéchst ungela-
den ist (U, = 0), werden infolge der Parallelschaltung sowohl die Gesamtenergie
als auch die Spannung halbiert, d.h. es gelten die Gleichungen

1
W,=W, und U=%Ul. (1.99)

- J

In der GI. (1.75) wurden zwei Moglichkeiten zur Berechnung der Kapazitit aufgezeigt,
entweder aus den integralen GroBen Q und U oder aus den FeldgréBen D und E. Die
Berechnung der Energie aus den integralen Grofen ist in Gl. (1.94) angegeben. Die
mathematische Formulierung zur Berechnung der Energie aus den Feldgréfen lasst
sich am Beispiel des idealen Plattenkondensators (Abb. 1.23a) relativ einfach ableiten.
Ersetzt man in der Gl. (1.94) die Spannung und die Kapazitit entsprechend den Bezie-
hungen (1.77) und (1.78), dann erhélt man unmittelbar das Ergebnis

w, =124 (pa)? “lepraa 'Y lepy. (1.100)
2 d 2 = 2
1%

Fir den Sonderfall des bei dem Plattenkondensator zugrunde gelegten homogenen
Feldes erhdlt man die Energie durch Multiplikation des Ausdruckes ED/2 mit dem
Volumen V. Der Faktor ED/2 (= Energie pro Volumen) wird Energiedichte genannt und
hat die Dimension VAs/m3. Bei gleich gerichteten Vektoren E und D kann die mit w,
bezeichnete Energiedichte auch als Skalarprodukt der vektoriellen Feldgréfen darge-
stellt werden

_lgp-
2

w, E'D . (1.101)

N | =

Betrachtet man den allgemeinen Fall eines nicht homogenen Feldes wie z.B. bei dem
in Abb. 1.41 dargestellten Kugelkondensator, dann ist die Energiedichte ortsabhéngig.
Die in einem elementaren Volumenelement dV gespeicherte Energie dW, erhdlt man
in diesem Fall aus dem Produkt der an der betrachteten Stelle vorliegenden Energie-
dichte mit dem Volumenelement. Die gesamte in einem Volumen V gespeicherte Ener-
gie findet man durch Integration der elementaren Beitrdge iiber das Volumen

W, = [ffwedv =2 [[fEDAV = [[[E-Dav . (1.102)
Vv v v
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Beispiel 1.8: Energie im Kugelkondensator

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch die im Kugelkondensator der
Abb. 1.41 nach Beendigung des Ladevorgangs gespeicherte Energie berechnen
und zwar einmal mit den FeldgroBen E und D und zum Vergleich mit den skala-
ren GroBen U und C.

Losung:

Beginnen wir mit den FeldgroBen. Befindet sich auf der inneren Kugel die
Ladung @, dann ist die Flussdichte im Zwischenraum a <r < b nach Gl. (1.50)
gegeben. Fiir die Energie erhalten wir das Integral

ﬂ EDAV = ( Qﬂf%ﬂ rizldv, (1.103)
174

das mit dem Volumenelement in Kugelkoordinaten dV =r? sin® dr d9 de nach
Gl. (B.23) zunéchst das Zwischenergebnis

Hj—dV I .[ J—r sin®ddrddde= ZZnI—dr— (l—%]=4 bb_aa .104)

¢=0 9=0 r=a a

(1. 102) 1

und durch Einsetzen in Gl. (1.103) die gespeicherte Energie

Qba

1.105
2 47me ba ( )

e

liefert. Berechnen wir die Energie zur Kontrolle mit den skalaren GroBen, dann
erhalten wir unmittelbar dasselbe Ergebnis

(1.94) 1 0% (1.80) 1 0% p—qa
e = Q = Q . (1.106)
2 C 2 4me ba

N J

An diesem Beispiel zeigt sich der Vorteil der skalaren GréBen. Ist die Kapazitit C eines
Kondensators, unabhéngig davon, wie kompliziert sein dreidimensionaler Aufbau auch
immer sein mag, vorab durch Rechnung mit den Feldgr6Ben oder auch durch Messung
bereits bekannt, dann werden die folgenden Berechnungen wesentlich einfacher. Dies
gilt insbesondere fiir die Analyse von Schaltungen mithilfe der Netzwerktheorie, in der
die Bauelemente nur noch durch geeignete Ersatzschaltbilder reprasentiert werden. Auf
der anderen Seite ist die Feldberechnung immer dann notwendig, wenn entweder die
Ersatzschaltbilder abgeleitet werden sollen oder wenn die Feldverteilung innerhalb der
Bauelemente eine Rolle spielt. Dies kann z.B. der Fall sein, wenn die innerhalb des Kon-
densators auftretende ortsabhéngige Feldstdarke einen Maximalwert nicht iiberschreiten
darf, damit das Bauelement nicht zerstort wird. In anderen Fillen stellt sich z.B. die

Frage nach der ortlichen Verteilung der in einem Bauelement entstehenden Verluste
(vgl. Kap. 2), um eine lokale Uberhitzung und damit ebenfalls eine Zerstérung zu ver-
meiden. Diese Fragestellungen koénnen naturgemil mit den skalaren Groéflen nicht
beantwortet werden.
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ZUSAMMENFASSUNG

B Ausgangspunkt fiir die gesamte Elektrostatik ist das Coulomb‘sche Gesetz, das die
Kraftwirkungen zwischen Ladungen mathematisch beschreibt.

B Zur Erklarung der Kraftwirkungen zwischen Ladungen wird der Begriff des elektri-
schen Feldes eingefiihrt. Die elektrische Feldstarke ist ein Vektor, dessen Richtung
mit der Richtung der Kraft auf eine positive Ladung iibereinstimmt.

B Das Feld mehrerer Ladungen ergibt sich durch Uberlagerung der Beitrige
der einzelnen Ladungen.

B Das elektrische Feld ist ein Quellenfeld, die Feldlinien beginnen bei den posi-
tiven und enden bei den negativen Ladungen.

B An den physikalisch beobachtbaren Kraftwirkungen ist immer nur eine extrem ge-
ringe Anzahl der in der Materie enthaltenen Ladungstrager beteiligt.

B Das elektrostatische Feld kann durch eine skalare GroBe, namlich das elektrostati-
sche Skalarpotential beschrieben werden. Dieses ist bis auf eine Konstante eindeutig be-
stimmt. Ublicherweise wird der unendlich fernen Hiille das Bezugspotential Null zugewiesen.

B Die Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten wird als elektrische Spannung
bezeichnet. Sie wird aus dem Wegintegral der elektrischen Feldstarke zwischen den
beiden Punkten berechnet.

B Riumliche Flichen mit gleichem Potential werden als Aquipotentialflichen be-
zeichnet. Die elektrische Feldstarke steht senkrecht auf ihnen.

B Neben der elektrischen Feldstarke wird ein zweiter Feldvektor, die elektrische
Flussdichte, eingefiihrt. Das (iber eine geschlossene Hiillflache gebildete Integral
der elektrischen Flussdichte entspricht der im Volumen eingeschlossenen Ladung. Fiir
einfache, meist symmetrische Ladungsanordnungen lasst sich aus dieser Aussage die
ortsabhéngige Feldverteilung bestimmen.

B Auf einem leitenden Korper sind die Ladungen auf der Oberflache so verteilt, dass er
ein konstantes Potential annimmt. Im Leiterinneren verschwindet die elektrische Feld-
starke. Auf der Oberflache entspricht die Normalkomponente der Flussdichte dem
Wert der Flachenladung. Die Tangentialkomponente verschwindet.

B An Materialsprungstellen treten so genannte Randbedingungen fiir die FeldgroBen auf.
Befinden sich an der Trennstelle keine flachenhaft verteilten Ladungen, dann sind die
Normalkomponente der Flussdichte und die Tangentialkomponente der Feldstarke stetig.

B Enthalten zwei leitende Korper entgegengesetzt gleiche Ladungen und verlauft der
gesamte elektrische Fluss vom Kdrper mit den positiven Ladungen zum Kdrper mit den
negativen Ladungen, dann bezeichnen wir das Verhaltnis aus der positiven Ladung zur
Spannung zwischen den beiden Korpern als Kapazitat. Im verallgemeinerten Fall mit
mehreren geladenen Korpern erhalten wir ein Netzwerk aus Teilkapazitaten.

B Ein Bauelement mit der Eigenschaft Kapazitat nennen wir Kondensator. Es wird z.B.
zur Speicherung elektrischer Energie verwendet.



Ubungsaufgaben

Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1 Kraftberechnung
Drei Punktladungen liegen in der Ebene z = 0. Die erste Punktladung Q, befindet Losungen

sich im Ursprung des kartesischen Koordinatensystems (x, y), die zweite Punkt-
ladung Q, liegt an der Stelle x =0, y=-a und die dritte Punktladung Q, auf
einem Kreis um den Ursprung mit dem Radius a. Die Position der dritten Punkt-
ladung Q5 wird durch den Winkel ¢ beschrieben.
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Abbildung 1.43: Punktladungsanordnung

1. Welche Kraft F wirkt auf die Punktladung @, im Ursprung?

2. Bestimmen Sie fiir den Sonderfall Q, = Q, alle Winkel ¢ = ¢, so, dass der Be-
trag der Kraft |Fo| auf die Punktladung Q, infolge der Punktladung Q, allein
genauso groB ist wie der Betrag der Kraft |F| infolge der beiden Punktladungen
Q, und Q; zusammen.

Aufgabe 1.2 Flussberechnung

Gegeben ist ein homogenes elektrisches Feld E=E,g,. Das Feld durchsetzt eine
senkrecht dazu angeordnete halbkugelférmige Flache Ag mit der Fldichennormalen
n=¢, und dem Kugelradius a. Der Mittelpunkt dieser halbkugelférmigen Fldche
Ag liegt im Ursprung eines Kugelkoordinatensystems (r,0,¢). Auf der z-Achse
befindet sich an der Stelle z = a/2 eine Punktladung Q.

Welchen Wert muss die Punktladung annehmen, damit der elektrische Fluss W
durch die Fldche Ay insgesamt verschwindet?
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Abbildung 1.44: Fluss durch Hillflache

Aufgabe 1.3 Ladungstrigeranzahl
Gegeben ist ein Plattenkondensator der Abmessungen A =2 X 2 cm?, d=1 mm
mit Luftzwischenraum.

1. Bestimmen Sie die Anzahl der Ladungstrdger auf einer Platte, wenn eine
Spannung von 100 V angelegt wird.

2. Wie viele Ladungstriger befinden sich auf der Fldche von 1 mm?*?

Aufgabe 1.4 Kapazititsherechnung

Die beiden Platten eines Kondensators mit den Abmessungen a (in y-Richtung)
und b (in z-Richtung) und dem Plattenabstand d sind an eine Gleichspannung U
angeschlossen. Bis zur Hohe h befindet sich der Plattenkondensator in einer
nichtleitenden Fliissigkeit mit ¢ = €.&, (¢, > 1), sonst in Luft (e, = 1).

Z A
______________________ U
A
b-h o,
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A ; . e

v 1 r¢0 a
0 d X

Abbildung 1.45: Kondensator mit bereichsweise unterschiedlichen Dielektrika

1. Geben Sie die Flachenladungsdichten ¢, und o, auf der Innenseite der linken
Platte an.

2. Berechnen Sie die Kapazitdt C des Plattenkondensators unter Vernachlassi-

gung der Streufelder am Rand.
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Aufgabe 1.5 Kapazititsberechnung

Der im Querschnitt gezeichnete Vielschichtkondensator ist abwechselnd mit
einem Dielektrikum und mit Luft gefiillt. Die Breite der einzelnen Zellen betrégt
jeweils a, die Dicke sei d << a. Senkrecht zur Zeichenebene besitzt der Konden-
sator die Lédnge /.

PR E—
Abbildung 1.46: Vielschichtkondensator

1. Skizzieren Sie fiir dieses Bauelement ein Ersatzschaltbild, in dem jede ein-
zelne Zelle durch einen Kondensator beschrieben wird.

2. Bestimmen Sie die Gesamtkapazitdt dieses Bauelements unter Vernachléssi-
gung der Streueffekte im Randbereich.

3. Welche Ladungen befinden sich auf den einzelnen Platten, wenn das Bauele-
ment an eine Gleichspannungsquelle U angeschlossen wird?

Aufgabe 1.6 Kapazitdtsberechnung

Zwei Metallkugeln mit den Radien r; und r, befinden sich im Mittelpunkts-
abstand a mit a >> r; und a >> r,. Die Dielektrizitdtskonstante des umgebenden
Raumes sei &.

Q

y

Ll
.

Abbildung 1.47: Zwei leitende Kugeln

Bestimmen Sie die Teilkapazitdt zwischen den beiden Metallkugeln.

83



Das elektrostatische Feld

Aufgabe 1.7 Energieberechnung

> Abb. 1.48a zeigt eine leitende Kugel vom Radius a, auf die eine Gesamtladung
Q aufgebracht ist. In »Abb. 1.48b ist die gleiche Gesamtladung homogen im
Vakuum verteilt und zwar ebenfalls in einem kugelférmigen Bereich mit Radius a.

A

Abbildung 1.48: Ladungsverteilungen

1. Wie ist die Ladung auf der Kugel in Abb. 1.48a verteilt? Geben Sie die La-
dungsdichte an.

2. Geben Sie fiir beide Anordnungen die elektrische Feldstédrke in einem beliebi-
gen Punkt P an.

3. Berechnen Sie die in den beiden Anordnungen jeweils gespeicherte Energie.
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Einfihrung

) Nachdem in dem bisherigen Kapitel ausschlieflich Anordnungen mit ruhenden

Ladungen betrachtet wurden, soll in den folgenden Abschnitten der physikali-
sche Vorgang einer im zeitlichen Mittel konstanten Ladungstragerbewegung unter-
sucht werden. Wir werden aufbauend auf den Zusammenhang zwischen Stromdichte
und elektrischer Feldstdarke das Ohm'sche Gesetz sowie die Begriffe Energie und Leis-
tung im stationédren Stromungsfeld kennen lernen. Ein weiteres wichtiges Thema ((
sind wieder die Randbedingungen an Materialsprungstellen.

LERNZIELE

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels und dem Losen der Ubungsaufgaben werden
Sie in der Lage sein,

B die Stromdichteverteilung in einfachen Anordnungen zu berechnen,

B den ohmschen Widerstand von einfachen Leiteranordnungen zu berechnen,
B die Temperaturabhdngigkeit der ohmschen Widerstdnde anzugeben,

B das Ohm'sche Gesetz in differentieller und integraler Form anzuwenden,

B das Verhalten der Stromdichte an Materialsprungstellen mit unterschiedlichen
Leitfahigkeiten zu bestimmen sowie

B die Energie und Leistung im stationdren Stromungsfeld zu berechnen.



2.1 Der elektrische Strom

2.1 Der elektrische Strom

Auf den beiden geladenen Kérpern der »Abb. 2.1, die wir im Folgenden als Elektro-
den bezeichnen wollen, befinden sich die entgegengesetzt gleichen Gesamtladungen
+Q und —Q. Die Elektrode 1 besitzt das Potential ¢,, und die Elektrode 2 das Potential

Pe2 < Pe1-
Elektrode 1 Q
\_> Elektrode 2
-
<%

Abbildung 2.1: Zwei Elektroden mit entgegengesetzt gleichen Ladungen

Die elektrischen Feldlinien verlaufen von den positiven Ladungen der Elektrode 1 zu
den negativen Ladungen der Elektrode 2. Zwischen den Elektroden besteht nach GL
(1.30) die Spannung

Uiz =Pe1 = Pez - (2.1)

Stellen wir nun mithilfe eines diinnen Drahtes entsprechend »Abb. 2.2 eine leitende
Verbindung zwischen den beiden Elektroden her, in der sich die Elektronen frei bewe-
gen konnen, dann wird die auf die Ladungstrager wirkende Kraft dazu fithren, dass
ein Ladungsausgleich zwischen den beiden Elektroden stattfindet. Dieser Vorgang ist
erst dann beendet, wenn im Draht zwischen den Elektroden keine elektrische Feld-
starke, d.h. zwischen ihnen keine Spannung mehr vorhanden ist. Beide Elektroden
besitzen in diesem Endzustand das gleiche Potential. Die Dauer dieses Ausgleichsvor-
ganges hingt von verschiedenen Faktoren ab, die in den folgenden Abschnitten ndher
untersucht werden sollen.

Elektrode 1 4

oy

Elektrode 2
-Q

Abbildung 2.2: Ladungstragerbewegung zwischen Elektroden unterschiedlichen Potentials
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Die Bewegung der Ladungstrdger bezeichnet man als elektrischen Strom. Die Richtung
eines positiven Stromes ist so definiert, dass er von der Elektrode héheren Potentials
zur Elektrode niedrigeren Potentials flieBt. Er hat damit innerhalb der leitenden Ver-
bindung die gleiche Richtung wie die elektrische Feldstérke.

Die negativen Ladungstrdger (Elektronen) bewegen sich entgegengesetzt zur fest-
gelegten (technischen) Stromrichtung, d.h. von der Elektrode niedrigeren Poten-
tials zur Elektrode hoheren Potentials.

Physikalisch gesehen gibt es verschiedene Mechanismen, die zu dem elektrischen
Strom beitragen konnen. Den durch einen Transport von Ladungstrdgern verur-
sachten Strom nennt man Konvektionsstrom. Im Gegensatz dazu tritt bei zeitab-
hédngigen Vorgdngen der so genannte Verschiebungsstrom auf, der proportional
zur zeitlichen Ableitung der Verschiebungsdichte aD/ét ist. Dieser existiert auch
im Vakuum (Wellenausbreitung) und ist nicht an einen Ladungstrédgertransport
gebunden. Im nichtleitenden Dielektrikum kann man sich den Verschiebungsstrom
vorstellen als eine infolge einer zeitlich verdnderlichen Feldstarke hervorgerufene,
zeitlich verdnderliche Polarisation, d.h. eine Verschiebung der Polarisations-
ladungen. Wir werden uns aber im Folgenden ausschlieflich mit dem Konvek-
tionsstrom beschéftigen.

Um eine quantitative Aussage zur GréBe des elektrischen Stromes zu erhalten, konnen
wir folgendes Gedankenexperiment durchfithren: An einer beliebigen Stelle der lei-
tenden Verbindung betrachten wir deren gesamte Querschnittsfliche. Wéhrend eines
kleinen Zeitabschnitts At erfassen wir alle Ladungstrédger, die diese Querschnittsflache
in einer bestimmten Richtung durchstrémen (vgl. auch »Abb. C.4 im Anhang). Das
Produkt aus der Summe dieser Ladungstrdager und dem Wert der Elementarladung
stellt eine Ladungsmenge dar, die wir mit AQ bezeichnen wollen. Wir kénnen also
beobachten, dass in der Zeitspanne At wihrend des Ausgleichsvorganges insgesamt
die Ladungsmenge AQ durch die leitende Verbindung von der Elektrode 1 zur Elek-
trode 2 flieBt. Das Verhdltnis aus der transportierten Ladungsmenge AQ und der
betrachteten Zeit At bezeichnet man als Stromstarke! I
AQ

Die elektrische Stromstédrke gehort zu den BasisgroBen im MKSA-System (vgl. Tab.
D.1) und ihre Einheit ist das Ampere [I] = A (nach André Marie Ampere, 1775 — 1836).

1 Oftmals wird vereinfachend vom Strom gesprochen, obwohl die Stromstédrke gemeint ist.
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Das Ergebnis der Gl. (2.2) ist die mittlere Stromstdrke in dem betrachteten Zeitab-
schnitt At. Ist die Anzahl der die Querschnittsflaiche durchstromenden Ladungstrager
zeitlich konstant, dann ist auch der Strom zeitlich konstant. Betrachten wir allerdings
den Ausgleichsvorgang in Abb. 2.2, dann wird die Stromstdrke von einem Anfangs-
wert beim Zustandekommen der Verbindung auf den Wert Null bei nicht mehr vor-
handener Spannung U,, abnehmen. Interessiert man sich nicht fiir den mittleren Wert
der Stromstdrke in einem endlichen Zeitabschnitt, sondern fiir den Augenblickswert
der Stromstédrke zu einem beliebigen Zeitpunkt f, dann muss man die Dauer des Zeit-
abschnitts At gegen Null gehen lassen und zwar so, dass der Zeitpunkt f immer inner-
halb von At verbleibt. Die Stromstédrke in dem betrachteten Zeitpunkt ldsst sich dann
als Differentialquotient in der Form

1(t)= lim 22 99

At>0 At dt (2.3)

schreiben. Mit der Festlegung der technischen Stromrichtung als Bewegungsrichtung
der positiven Ladungstrdager bedeutet AQ in der Gl. (2.2) die in der Zeit At von der
positiv geladenen zur negativ geladenen Elektrode durch eine beliebige Querschnitts-
flache hindurchflieBende Ladungsmenge.

Ahnlich wie die Gesamtladung Q und die Spannung U in Gl. (1.75) ist auch die
Stromstédrke I in Gl. (2.3) eine integrale GroBe. Wir haben bisher lediglich die Z&hl-
richtung beim Durchtritt der Ladungstrdger durch die gedachte Querschnittsfliche
festgelegt und als Ergebnis nur die Summe der Ladungstrdger in dem betrachteten
Zeitabschnitt in die Gln. (2.2) bzw. (2.3) eingesetzt. Diese Gleichungen enthalten
daher keine Informationen iiber die ortliche Verteilung der Ladungstrdgerbewegung
innerhalb der leitenden Verbindung.

2.2 Die Stromdichte

Die Bewegung von Ladungstragern ist im allgemeinen Fall eine gerichtete GréBe. Zur
Untersuchung dieser Zusammenhénge betrachten wir die » Abb. 2.3. In dieser Anord-
nung besteht der gesamte Raum zwischen den beiden Elektroden aus einem leitfahigen
Material. Der von der Elektrode 1 zur Elektrode 2 flieBende Gesamtstrom I wird sich
mit einer ortsabhédngigen Dichte iiber den gesamten Raum verteilen.

Im nun folgenden Schritt legen wir um die Elektrode 1 eine geschlossene Hiillfldche A.
Nehmen wir zunédchst vereinfachend an, dass A so gewdhlt sei, dass die Bewegungs-
richtung der Ladungstrdger an jeder Stelle senkrecht zu der Hiillfliche verléduft, d.h.
der in Abb. 2.3 eingezeichnete Winkel ¢ zwischen der Ladungstriagerbewegung in
Richtung J und der Flichennormalen 1 sei iiberall Null. Durch ein elementares Fli-
chenelement AA wird der elementare Anteil des Stromes AI hindurchtreten. Das Ver-
hiltnis aus elementarem Stromanteil und elementarem Fldchenelement nennt man
Stromdichte. Diese wird mit ] bezeichnet und hat die Dimension A/m?

Al

J=3A

(2.4)
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—— AusschnittvergréBerung
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Abbildung 2.3: Raumlich verteilter Stromfluss zwischen Elektroden unterschiedlichen Potentials

Fiir die weitere Betrachtung schneiden wir aus dem stromfiihrenden Bereich zwischen
den beiden Elektroden der Abb. 2.3 ein elementares Volumenelement (Stromrohre)
mit den Stirnseiten AA und der Mantelflache M heraus. Dieses Volumenelement sei so
gewidhlt, dass sich die Ladungstrdger parallel zur Mantelfliche bewegen und seine
Lange sei so klein, dass sich die Querschnittsfliche AA dieser in »Abb. 2.4 vergréBert
dargestellten Stromroéhre langs der Abmessung Ax nicht d&ndert. Wir kénnen diese ele-
mentare Stromréhre mit den an den beiden Stirnseiten ein- bzw. austretenden Ladungs-
tragern auch als einen endlichen Abschnitt der leitenden Verbindung zwischen den
beiden Elektroden in Abb. 2.2 ansehen.

Abbildung 2.4: Bewegung einer Raumladung in x-Richtung

Zur einfacheren Beschreibung legen wir die x-Achse eines willkiirlich gewédhlten
Koordinatensystems parallel zur Bewegungsrichtung der Ladungstrédger. Bewegen sich
die Ladungstrdger mit der Geschwindigkeit v,, dann benétigen sie zum Durchlaufen
einer Strecke Ax die Zeit At

Ax =v, At. (2.5)

In einem Zeitabschnitt At werden somit genau diejenigen Ladungstrdger die rechte
Stirnseite der Stromrohre durchflieBen, die sich zum Beginn des Beobachtungszeit-
raumes innerhalb der Stromréhre mit der Ldnge Ax befinden. Wird die in dem Volu-
menelement

AV = AAAx (2.6)
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enthaltene elementare Ladungsmenge AQ nach Gl. (1.15) durch das Produkt von mitt-
lerer Raumladungsdichte und Volumen ausgedriickt

AQ=p AV, (2.7)

dann entspricht die x-gerichtete Stromdichte dem Produkt aus Raumladungsdichte
und Geschwindigkeit

(2.4) Al (2.2) AQ (2.6) AQ AX (2.5,2.7)
. = — = = = pvy. (2.8)
AA AAAL AV At

Eine grofere Stromdichte kann entweder durch eine gréfere Anzahl der am Ladungs-
triagertransport beteiligten Elementarladungen im Volumen oder durch eine hohere
Geschwindigkeit zustande kommen.

Die Gleichung (2.8) beschreibt den Sonderfall einer allein x-gerichteten Bewegung.
Im allgemeinen Fall wird die aus drei Komponenten bestehende Geschwindigkeit
durch einen Vektor beschrieben, der in kartesischen Koordinaten z.B. die Form
V =€,v, +€é,v, +€,v, annimmt. Damit muss auch die Stromdichte im allgemeinen Fall
als Vektor dargestellt werden

J=pv. (2.9)
Bei einer positiven Raumladung (p > 0) zeigen Stromdichte J und Geschwindigkeit ¥ in
die gleiche Richtung. Bei einer negativen Raumladung (p < 0) zeigt die Kraft auf die
Ladungstrdger in die entgegengesetzte Richtung, so dass sich die Bewegungsrichtung
und damit auch das Vorzeichen von v ebenfalls umkehrt. Das Produkt T = pv = (—p)(-V)
ist also fiir beide Ladungstréagerarten gleich.

An dieser Stelle kehren wir noch einmal zur Abb. 2.3 zuriick. Wir hatten dort zunéchst
den Sonderfall betrachtet, bei dem die Stromdichte tiberall senkrecht zur Hiillfliche A
gerichtet war. Wir lassen diese Einschrankung jetzt fallen und betrachten eine bezogen
auf die Richtung der Stromdichte beliebig geformte Hiillflache (vgl. auch »Abb. C.5).
Mit der senkrecht auf der Fldche stehenden Flichennormalen n der Lange |ﬁ| =1 erwei-
tern wir das skalare Fldchenelement dA auf das vektorielle Fldchenelement dA =ndA,
das mit der an dem Ort des Flichenelementes vorliegenden Stromdichte J den Winkel
a einschliefit. Den elementaren Strom durch dA erhdlt man aus der Multiplikation
von dA mit der senkrecht zu dA stehenden Komponente der Stromdichte J bzw. aus
dem Skalarprodukt der beiden Vektoren

(2.4) | -
dr = |]|dAcosa:]-dA. (2.10)

Zur Berechnung des Gesamtstromes durch eine Fldche A miissen die Beitrdge (2.10)
iiber die Fldche integriert werden

I= fﬁ-di& . (2.11)
A
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Fiir die Problemstellung der Abb. 2.3 findet man den gesamten von der Elektrode 1
zur Elektrode 2 flieBenden (Konvektions-)Strom durch Integration iiber die geschlos-
sene Hiillfldche

I={fj-dA. (2.12)
A

2.3 Definition des stationaren Stromungsfeldes

Der in dem Beispiel des vorangegangenen Kapitels betrachtete Ladungsausgleich
zwischen den beiden Elektroden wird in Abhéngigkeit von dem leitenden Material
zwischen den Elektroden zwar eine bestimmte Zeit in Anspruch nehmen, irgendwann
aber beendet sein. Soll der Strom zwischen den Elektroden jedoch unabhéngig von
der Zeit immer einen konstanten Wert aufweisen, dann miissen die von den Elektro-
den abflieBenden Ladungstrdager immer wieder nachgeliefert werden. Da die Ladungs-
trdger weder erzeugt noch vernichtet werden kénnen, ist im stationdren Zustand die
innerhalb eines umschlossenen Volumens, z.B. innerhalb der Hiillfliche der Abb. 2.3,
vorhandene Summe der Ladungstrédger zeitlich konstant. Diese Aussage ist gleichbe-
deutend mit der Forderung, dass das Hiillflachenintegral (2.12) verschwindet.

Beim stationédren Stromungsfeld ist die ortsabhédngige Stromdichte zeitlich konstant
und ihr Integral tiber eine geschlossene Flache verschwindet

ﬁi-dix:o. (2.13)
A

Der zeitlich konstante Strom wird als Gleichstrom bezeichnet.

2.4 Ladungstragerbewegung im Leiter

Bei der Einfiithrung des elektrischen Stromes haben wir stillschweigend vorausgesetzt,
dass sich die Ladungstrdger in dem Material zwischen den beiden Elektroden bewe-
gen konnen.

Diesen Vorgang wollen wir uns nun etwas néher ansehen. Bei Metallen sind die Elek-
tronen auf der duleren Schale praktisch ungebunden. Sie koénnen sich relativ frei
innerhalb des Atomverbandes bewegen. Ein Material mit frei beweglichen Elektronen
bezeichnet man als Leiter. Die positiven Ladungstrdger (Protonen) sind dagegen orts-
fest. In einem Metall bewegen sich die Elektronen ohne dufiere Einfliisse ungeordnet
zwischen den Atomen hin und her (»Abb. 2.5). Da sie sich mit gleicher Wahrschein-
lichkeit in jede Richtung bewegen konnen, verschwindet der iiber alle Elektronen
gebildete Mittelwert ihrer Bewegungen. Ein Konvektionsstrom ist nach auBlen nicht
feststellbar. Diese Situation dndert sich, wenn eine elektrische Feldstirke E vorhanden
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ist (»Abb. 2.6). Die Elektronen erfahren als negative Ladungstrdger nach dem Cou-
lomb'schen Gesetz eine Kraft, die entgegengesetzt zur elektrischen Feldstdrke gerich-
tet ist. Threr bisherigen stiickweise geradlinigen Bewegung (nach dem vereinfachten
Modell) ist eine permanente Beschleunigung in eine von der Feldstirke aufgeprégte
Richtung tiberlagert. Diese beschleunigte Bewegung wird immer wieder unterbrochen
durch ZusammenstdBe, einerseits mit den ortsfesten Atomen im Gitter und anderer-
seits infolge der UnregelméaBigkeiten im Gitteraufbau. Dabei werden die Elektronen an
den StoBstellen sowohl gestreut, d.h. ihre Bewegungsrichtung &ndert sich, als auch
abgebremst, wobei sie ihre kinetische Energie zum Teil verlieren. Die fortwdhrend
erneute Beschleunigung verleiht den Elektronen im Mittel aber eine so genannte Drift-
geschwindigkeit v,, die proportional zum Betrag der elektrischen Feldstdrke ist. Den
Proportionalitdtsfaktor u, zwischen der Driftgeschwindigkeit und der Feldstdrke
bezeichnet man als Beweglichkeit

(2.14)

Abbildung 2.5: Ungeordnete Bewegung der Elektronen in einem Atomgitter

SR P
@&\ /®
® \ &)
> | | i@

Abbildung 2.6: Driftbewegung der Elektronen

Das Minuszeichen bringt die unterschiedlichen Richtungen der beiden Vektoren,
nédmlich der Feldstdrke und der ihr entgegengesetzt gerichteten Elektronenbewegung
zum Ausdruck. Die Beweglichkeit u, ist also eine positive GroBe.
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Nehmen wir an, die elektrische Feldstdrke in Abb. 2.6 sei x-gerichtet, dann legen die
Elektronen in einem endlichen Zeitintervall At einen mittleren Weg As in negativer
x-Richtung zurtiick. Verlasst ein Elektron sein Atom, dann entsteht ein als lon bezeich-
netes positiv geladenes Atom. Wird diese freigewordene Stelle von einem nachriicken-
den Elektron besetzt, dann haben sich nicht nur Elektronen entgegen der Feldstdrke-
richtung bewegt, sondern die frei werdenden Stellen (Locher) bewegen sich in Richtung
der Feldstdrke. Die Richtung dieses Locherstromes stimmt mit der festgelegten techni-
schen Stromrichtung tiberein.

Beispiel 2.1: Driftgeschwindigkeit der Elektronen in

Kupfer

Durch ein Kupferkabel mit einer Querschnittsfliche A =1 mm? flieBt ein Strom
I=5 A. Zu bestimmen ist die Driftgeschwindigkeit der Elektronen.

Losung:

Zur Bestimmung der gesuchten GréBe nach Gl. (2.9) wird die Raumladungs-
dichte im Kupferdraht benétigt. Aus dem Beispiel 1.1 ist bekannt, dass 1 mm?3
Kupfer 8,5 - 10!° Atome enthilt. Da jeweils 1 Elektron pro Atom am Ladungs-
transport beteiligt ist, kann die Raumladungsdichte mit der Ladung eines Elektrons
—e=-1,602 - 10719 As folgendermaBen berechnet werden

Q 8,5-10"° As

p=7=—1,602-10_19 ASW=—13,62 — (2.15)

Mit der angenommenen Stromdichte liegt die Driftgeschwindigkeit

(2.9)

v =

betragsmaéBig in einem Bereich unterhalb von 1 mm pro Sekunde!

5A mm? mm
us 7 =0,37 (2.16)
p| 1mm“-13,62As S

Wird ein Stromkreis geschlossen, dann beginnt der Strom trotz der geringen
Driftgeschwindigkeit an allen Stellen gleichzeitig zu flieBen. Die Ursache ist die
sich mit der Lichtgeschwindigkeit entlang des Drahtes ausbreitende elektrische
Feldstdrke, die die Elektronen ldngs des gesamten Drahtes praktisch gleichzeitig
in Bewegung setzt.

\- J

2.5 Die spezifische Leitfahigkeit und der spezifische
Widerstand

Mit den Gln. (2.9) und (2.14) kénnen wir einen Zusammenhang zwischen der Strom-
dichte J und der elektrischen Feldstirke E angeben. Bezeichnen wir jetzt mit n die
Ladungstragerkonzentration, d.h. die Anzahl der freien Elektronen (Leitungselektro-
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nen) pro Volumen, dann gilt mit der Raumladungsdichte p = —ne und der Driftge-
schwindigkeit v, der Elektronen die Beziehung

- (29) CED) L
J = (-ne)v, = neuE=«E. (2.17)

Die Abkiirzung « wird als spezifische Leitfahigkeit bezeichnet und hat die Dimension

[K]ZM_A/mZ_ A 1

(] Vim  Vm om’ (218)

In vielen Fillen wird anstelle der spezifischen Leitfahigkeit deren Kehrwert verwen-
det. Diese als spezifischer Widerstand bezeichnete Materialeigenschaft

PRr=" (2.19)
K

ist zusammen mit der spezifischen Leitfihigkeit in der Tabelle 2.1 fiir verschiedene
Materialien angegeben. Der Index R (resistivity) wird hier verwendet, um Verwechs-
lungen mit der mit gleichem Buchstaben bezeichneten Raumladungsdichte zu vermei-
den. Aus technischen Griinden wird vielfach nicht die Einheit @m, sondern Qmm?2/m
verwendet (vgl. Anhang D.2.2).

Tabelle 2.1

Spezifische Leitfahigkeit «, spezifischer Widerstand p; und Tempera-
turkoeffizient « fiir verschiedene Materialien bei 20°C nach [16], [22].
Prozentuale Zusammensetzung: (1): 54 Cu, 45 Ni, 1 Mn, (2): 84 Cu,

4 Ni, 12 Mn

Leiter K -m1Qmm? pr-mMQmm2 a-103 °C
Aluminium 35 0,0287 3,8
Chromnickel 0,91 1,1 0,2
Eisen 10 0,10 6,1
Gold 44 0,022 3,9
Grafit 0,125 8 -0,2
Konstantan(1) 2 0,5 0,0035
Kupfer 56 0,0178 3,9
Manganin(2) 2,3 0,43 0,02
Messing 12,5 0,08 1,5
Silber 62,5 0,016 3,8
Wolfram 18 0,055 4,1
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In der Praxis ladsst sich eine Abhéngigkeit des spezifischen Widerstandes von der Tem-
peratur feststellen. In den meisten technischen Anwendungen ist der auftretende
Temperaturbereich soweit begrenzt, dass die Temperaturabhéngigkeit pp(7T) durch
eine lineare Ndherung hinreichend genau beschrieben werden kann. Mathematisch
stellt man diesen Zusammenhang durch folgende Gleichung dar

Pr(T)=praoc| 1+a(T=20°C) | = ppagec(1+aAT). (2.20)

Darin beschreibt pp 59« den auch in der Tabelle 2.1 angegebenen spezifischen Wider-
stand bei der Umgebungstemperatur T, = 20°C und der Temperaturkoeffizient o be-
schreibt den linearen Anstieg des spezifischen Widerstandes mit der Temperatur T.
Der in der Tabelle 2.1 angegebene Zahlenwert entspricht der Zunahme des spezifi-
schen Widerstandes pp 59« in Promille bei einer Temperaturerhthung um 1°C.

Eine noch bessere Beschreibung der Temperaturabhidngigkeit ldsst sich erreichen,
wenn in der Beziehung (2.20) ein weiterer Korrekturfaktor hinzugefiigt wird, der sich
quadratisch mit der Temperatur dndert

pr(T)= praoc .[1+aAT+ﬂ(AT)2} (2.21)

und die Abweichung des temperaturabhidngigen spezifischen Widerstandes von dem
linearen Verlauf beschreibt.

Die Temperaturabhingigkeit des spezifischen Widerstandes wird von verschiedenen
Faktoren beeinflusst. Betrachten wir zunédchst die Metalle mit ihrem relativ regelmabBi-
gen Gitterauftbau. Man kann sich leicht vorstellen, dass die Beweglichkeit der freien
Elektronen in Gl. (2.14) von der mittleren freien Wegldnge zwischen zwei Zusammen-
stéBen abhdngt. Der Wert fiir die Beweglichkeit u, wird geringer mit abnehmender
freier Wegldnge. In Abhéngigkeit von der Temperatur schwingen die Atome um ihre
feste Gleichgewichtslage und zwar umso mehr, je hoher die Temperatur wird. Da-
durch nimmt die Wahrscheinlichkeit fiir Zusammenst68e mit steigender Temperatur
zu, die mittlere freie Wegldnge wird kiirzer und der spezifische Widerstand steigt an.
Der Temperaturkoeffizient « ist daher positiv und liegt bei allen reinen Metallen in
dhnlicher GroBenordnung. Bei Legierungen fiihrt der unregelméBige Gitterautbau zu
einer erhohten Wahrscheinlichkeit fiir Zusammenstéfe der Elektronen mit den Gitter-
atomen. Der spezifische Widerstand ist bei Legierungen daher wesentlich grofer.
Gleichzeitig spielt der Einfluss der thermischen Gitterschwingungen auf die Anzahl
der Zusammenstofe nur noch eine untergeordnete Rolle, so dass der Temperatur-
koeffizient deutlich geringer ist. Solche Legierungen werden bevorzugt benutzt zur
Herstellung temperaturunabhéngiger Prazisionswiderstidnde.

Aus der Tabelle ersieht man, dass es auch Materialien mit negativem Temperaturko-
effizienten gibt. Bei Halbleitern (vgl. Kap. 4) nimmt die Beweglichkeit u, der freien
Ladungstrdager mit steigender Temperatur zwar ebenfalls ab, ihre Zahl pro Volumen
steigt aber an, so dass die Leitfdhigkeit in Gl. (2.17) dennoch zunimmt und der Tempe-
raturkoeffizient einen negativen Zahlenwert besitzt.
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2.6 Das Ohm'sche Gesetz

Die bereits in Gl. (2.17) angegebene Beziehung

j=«E (2.22)

wird als Ohm'sches Gesetz (in differentieller Form) bezeichnet (nach Georg Simon
Ohm, 1789 — 1854). Diese Gleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen der im
allgemeinen Fall dreidimensionalen Stromdichteverteilung und der zugehorigen
Feldstdrkeverteilung an jeder Stelle des Raumes.

Im Gegensatz zur Elektrostatik besitzt die elektrische Feldstidrke im stromdurch-
flossenen Leiter einen nicht verschwindenden Wert.

Die Stromdichte kann sich aus drei vektoriellen Komponenten zusammensetzen, die
ihrerseits wiederum von allen drei Koordinaten abhéngen kénnen. In manchen Féllen
ist diese aufwéndige Berechnung der Stromungsfelder unumgénglich, sehr héufig ist
jedoch die Beschreibung und Lésung eines Problems mit integralen GréBen ausrei-
chend. Ahnlich wie in Kap. 1.17 wollen wir auch hier versuchen, die Beziehung (2.22)
durch eine einfache skalare Gleichung zu ersetzen. Zu diesem Zweck betrachten wir
die »Abb. 2.7. Ein zylindrischer Leiter der Linge / und der Querschnittsfliche A
besteht aus einem homogenen Material der Leitfdhigkeit . Die beiden Stirnseiten
befinden sich auf den Potentialen ¢, und ¢, < ¢, und spielen die gleiche Rolle wie
die beiden Elektroden in Abb. 2.3. Nehmen wir an, dass die beiden Elektroden aulBen
an eine Quelle angeschlossen werden, die die abflieBenden Ladungstrdger immer wie-
der nachliefert, dann wird von der Elektrode hoheren Potentials ein Gleichstrom I zu
der Elektrode mit niedrigerem Potential flieBen, der sich aus Symmetriegriinden
gleichméBig iiber den Leiterquerschnitt verteilt. Damit gilt

(2.23)

Abbildung 2.7: Widerstand eines zylindrischen Leiters

Die elektrische Feldstiarke innerhalb des Leiters ist mit Gl. (2.22) ebenfalls bekannt

E=Lj=¢ E mit Esz. (2.24)
K KA
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Driickt man die zwischen den Elektroden anliegende Spannung (2.1) nach GI. (1.30)
durch das Wegintegral der Feldstarke aus

30 L - ! 224) 1 ! Il
Uiz =Pe1 = Pez = -[ exEx'ede = J. ExdX = J- dx = , (2.25)
KA KA
x=0 x=0 x=0

dann erhélt man einen Zusammenhang zwischen der anliegenden Spannung und dem
insgesamt flieBenden Strom

Uy, =RI. (2.26)

Der Proportionalitdtsfaktor R heilit elektrischer Widerstand und hat die Dimension
V/A = Q. Der Widerstand des betrachteten Zylinders ist durch die Beziehung
l Pr!
B S— =L .

A A (2.27)
gegeben. Er hdngt von der Geometrie der Anordnung und von den Materialeigenschaf-
ten ab. Die in GI. (2.20) angegebene Beziehung fiir den spezifischen Widerstand pp des
Materials als Funktion der Temperatur gilt in gleicher Weise fiir den Widerstand (2.27)

R(T)= pu(T) L

o = Praoc %~(1+aAT) = Rygoc -(1+aAT) . (2.28)

In der Gl. (2.26) ist die Spannung noch mit den beiden Indizes 12 behaftet, die die
Zahlrichtung der Spannung von der Elektrode 1 mit hherem Potential zu der Elek-
trode 2 mit niedrigerem Potential zum Ausdruck bringen. Da der Strom aber in der
gleichen Richtung positiv gezdhlt wird, kann auf die beiden Indizes verzichtet wer-
den. Resultierend gilt die der Gl. (2.22) entsprechende Beziehung

U=RI (2.29)

fiir die beiden integralen Grofen Strom und Spannung, die ebenfalls als Ohm'sches
Gesetz (in integraler Form) bezeichnet wird. Zum Vergleich sind die Beziehungen zur
Berechnung des Widerstandes mit den skalaren Gro8en und den FeldgroBen nochmals
angegeben

[E-ds

v_.s_
I « ”E-dA .

A

Izﬂi-dAzxij-dA, U:ji:-dg, R= (2.30)
A A s

Unter dem elektrischen Widerstand R versteht man das Verhéltnis von der ange-
legten Spannung U zu dem Gesamtstrom L



2.6 Das Ohm'sche Gesetz

Wihrend in dem friitheren Kapitel von dem Kondensator (Bauelement) und der Kapa-
zitdt (seiner Eigenschaft) die Rede war, wird der Begriff Widerstand gleichzeitig
sowohl fiir das Bauelement als auch fiir dessen Eigenschaft verwendet.

Betrachten wir als einfaches Beispiel einen Kupferdraht, der bei 20°C einen Wider-
stand von 1 Q besitzt. In dem in »Abb. 2.8 dargestellten Strom-Spannungs-Diagramm
erhdlt man nach Gl. (2.29) eine Gerade, deren Steigung AI/AU dem Kehrwert des
Widerstandes entspricht. Ein gréfBerer Widerstand bedeutet demnach eine geringere
Steigung. Der gleiche Kupferdraht hat bei 100°C nach Gl. (2.28) einen Widerstand von

Bmomt)zﬁmm-@+aAT)=1Q{1+119

. 80°CJzL31Q. (2.31)
Die zugehorige Widerstandsgerade im Strom-Spannungs-Diagramm hat jetzt einen fla-
cheren Verlauf, d.h. bei gleichem Strom durch den Kupferdraht nimmt der Span-
nungsabfall entlang des Drahtes mit steigender Temperatur zu. Wird dagegen die an
den Draht angelegte Spannung konstant gehalten, dann flief3t bei niedrigerer Tempera-
tur wegen des geringeren Widerstandes ein groBerer Strom.

5 T=20°C
I/A
T 4 T=100°C
R=1Q /
3
2
i _:/}g/ﬁ:1319
1 |
|
1 .
] |
] |
] |
0 1 1
0 1 2 3 4 5

—» U/V

Abbildung 2.8: Widerstandsgerade eines Kupferdrahtes bei unterschiedlichen Temperaturen

In vielen Féllen wird die Berechnung von Schaltungen dadurch erleichtert, dass man
nicht den Widerstand, sondern seinen Kehrwert
1

G:E (2.32)

verwendet. G heiit elektrischer Leitwert und besitzt die Dimension 1/Q2 = A/V. In Abb.
2.8 entspricht die Steigung der Geraden genau dem Leitwert.
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Beispiel 2.2: Widerstand einer Hohlkugel

Die Berechnung des Widerstandes wollen wir an der gleichen, bereits bei der
Kapazitdtsberechnung zugrunde gelegten Geometrie in Abb. 1.32 iiben. Aller-
dings befindet sich jetzt zwischen den beiden perfekt leitenden Kugelschalen
(Elektroden) der Radien a und b ein Material der Leitfahigkeit «.

- [

Den Widerstand erhalten wir aus dem Verhéltnis von der zwischen den Kugel-
elektroden anliegenden Spannung U zu dem insgesamt durch das leitfdhige
Material flieBenden Strom I Zur Berechnung nehmen wir an, dass die beiden
Elektroden an eine duBere Spannungsquelle angeschlossen sind

Abbildung 2.9: Widerstand einer Hohlkugel

Losung:

U:‘Pe1“Pez ’ (2.33)

die die abflieBenden Ladungstrdger nachliefert und so dafiir sorgt, dass die anlie-
gende Spannung bzw. Potentialdifferenz erhalten bleibt. Unter der Vorausset-
zung, dass der von der Innenelektrode durch das leitfahige Material nach aullen
gefiihrte isolierte Anschlussdraht keinen Einfluss auf das Ergebnis hat, wird die
Stromdichte zwischen den Kugelflichen nur eine Komponente in radialer Rich-
tung aufweisen, die aus Symmetriegriinden auch nur von der Koordinate r und
damit von der durchstrémten Kugelfldche 47r? abhéngt

- (2.12) - I
J=¢6J(r) = & pt

(2.34)

I bezeichnet den zunédchst unbekannten Gleichstrom von der Elektrode 1 zur
Elektrode 2. Mit dem Ohm'schen Gesetz (2.22) ist die elektrische Feldstiarke in
dem Zwischenraum

I

E= li =8 (2.35)
K

T
47 k1?




2.6 Das Ohm'sche Gesetz

N

und damit auch der Zusammenhang zwischen Spannung und Strom

(1.30
U = (2.36)

e dr = — R=—=
4wk ba I 4nk ba

) b b _ _
J~ ds = J-ér 1 2._ I b-a U 1 b-a
: : 4K

bekannt. Ein Vergleich der Beziehungen (1.80) und (2.36) zeigt, dass sich die
Kapazitdt und der Leitwert der geometrisch gleich aufgebauten Anordnungen
nur durch die Materialeigenschaften ¢ bzw. « unterscheiden.

Zu der durchgefiihrten Rechnung sind noch einige Anmerkungen erforderlich:

B In der Aufgabenstellung wurden perfekt leitende Kugelschalen vorausgesetzt,
d.h. fiir die Elektroden gilt K — «. Diese Annahme ist notwendig, damit die
Kugelfldchen konstante Potentiale ¢, und ¢, aufweisen.

B Betrachten wir die Gl. (2.35), dann miissen wir feststellen, dass im Gegensatz
zu den frither behandelten elektrostatischen Problemen im leitenden Material
eine elektrische Feldstdrke auftritt. Stellen wir uns jetzt vor, dass die beiden
Kugelschalen gemall »Abb. 2.9 nur an einer punktférmigen Stelle mit einer
Spannungsquelle verbunden sind, dann miissen sich die Ladungstrédger inner-
halb der Kugelschale zundchst so verteilen, dass sie mit tberall gleicher
Dichte in das die Kugelschale umgebende leitende Material eintreten kénnen.
Bei einer endlichen Leitfdhigkeit der Elektrode entsteht nach Gl. (2.22) aber
bereits innerhalb der Elektrode eine elektrische Feldstdrke. Damit kann die
Elektrode nicht mehr als Aquipotentialfliche angesehen werden. Fiir die Giil-
tigkeit des Ergebnisses (2.36) ist es daher erforderlich, dass die Leitfdhigkeit
des Elektrodenmaterials wesentlich groBer als die Leitfihigkeit des Materials
zwischen den Elektroden ist. Nur in diesem Fall darf von einer kugelsymmet-
rischen Stromverteilung ausgegangen werden.

B Das vorliegende Beispiel zeigt, dass auch bei komplizierteren Anordnungen,
bei denen sowohl die Richtung als auch der Betrag der Stromdichte ortsabhén-
gig sind, ein Widerstand R gefunden werden kann, mit dessen Hilfe ein einfa-
cher Zusammenhang zwischen der anliegenden Spannung und dem insge-
samt flieBenden Strom nach dem Ohm'schen Gesetz (2.29) angegeben werden
kann. Im Hinblick auf eine Schaltungsanalyse kann die leitende Hohlkugel
durch das Schaltsymbol des Widerstandes mit dem nach Gl. (2.36) geltenden
Wert ersetzt werden.

J

In Analogie zu der Abb. 1.40 gibt es auch Situationen, bei denen sich mehrere Elektro-
den im umgebenden leitfahigen Material befinden. In diesem Fall erhélt man eine

Ersatzanordnung, bei der zwischen jeweils zwei Elektroden ein Teilwiderstand anzu-

nehmen ist, der den Strom zwischen diesen Elektroden fiihrt.
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2.7 Praktische Ausfiihrungsformen von Widerstanden

Je nach Anwendungsfall gibt es sehr unterschiedliche Bauformen von Widerstdnden.
Neben dem Widerstandswert sind insbesondere die Herstellungstoleranz, die Tempe-
raturabhédngigkeit des Widerstandes sowie die maximal zuldssige Verlustleistung,
eventuell unterschieden nach Kurzzeitbelastung oder Dauerbetrieb, von besonderer
Bedeutung.

2.7.1 Festwiderstande

Die Festwiderstinde haben eine lineare Widerstandscharakteristik und geniigen dem
Ohm'schen Gesetz. Die Abstufung der Widerstandswerte entspricht den in den Nor-
men festgelegten E-Reihen, z.B. E6, E12, E24 usw. Die spezielle Kennzeichnung einer
E-Reihe durch den betreffenden Zahlenwert gibt an, wie viele Werte innerhalb jeder
Dekade liegen. In der Tabelle 2.2 sind die Widerstandswerte der genannten E-Reihen
mit der jeweils zuldssigen Toleranz fiir die Dekade 1 < R < 10 angegeben.

Tabelle 2.2

Widerstandsreihen

Reihe Toleranz Widerstandswerte

E6 +20% 1,0 1,5 2,2 3,3 4,7 6,8
E12 +10% 1,0 1,2 15 18 2,2 2,7 33 3,9 47 56 6,8 8,2
E24 5% 10 12 15 18 2,2 2,7 3,3 39 47 56 6,8 8,2

1,1 13 16 20 24 30 36 43 51 6,2 7,5 9,1

Man erkennt, dass die jeweils folgende Reihe alle Werte der vorhergehenden Reihe
beinhaltet und dass zwischen jeweils zwei Werte der vorhergehenden Reihe ein
zusdtzlicher Wert eingefiigt wird. Die zugehorigen Toleranzen sind so gewdhlt, dass
zwischen den Bereichen von zwei benachbarten Widerstandswerten keine Liicken
entstehen, d.h. alle produzierten Widerstinde kénnen einem Wert zugeordnet werden
und es entsteht kein Ausschuss bei der Produktion.

Die Widerstandswerte sowie die Herstellungstoleranz sind iiblicherweise als Zahlen-
werte oder als Farbringe auf das Bauelement aufgedruckt. Die Tabelle 2.3 zeigt die
Bedeutung der einzelnen Farbringe.
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Tabelle 2.3

Farbcode

Farbe 1. Ring 2. Ring 3. Ring 4. Ring
(1. Ziffer) (2. Ziffer) (Faktor) (Toleranz)

Ohne Farbe +20%

Silber 1072 +10%

Gold 107" 5%

Schwarz 0 10°

Braun 1 1 10? +1%

Rot 2 2 102 +2%

Orange 3 3 10°

Gelb 4 4 10*

Griin 5 5 10° 10,5%

Blau 6 6 10°

Violett 7 7 107

Grau 8 8 108

Weif 9 9 10°

I\,//
— —

Festwiderstdnde werden als Schicht-, Draht- oder Massewiderstdnde hergestellt. Bei
den Schichtwiderstanden wird eine diinne Widerstandsschicht, z.B. aus Kohle oder
Metall, auf einen zylindrischen Tridger aus Keramik oder Glas aufgebracht. An den
Enden werden Kappen aufgepresst und mit den Anschliissen versehen. Zum Schutz
wird das Bauelement mit einer Schicht aus Lack oder Kunststoff iiberzogen. Zur Her-
stellung groBerer Widerstandswerte wird die diinne Metall- oder Kohleschicht gewen-
delt ausgefiihrt (»Abb. 2.10a).

Bei hoheren Leistungen werden Drahtwiderstiande (> Abb. 2.10b) eingesetzt, bei denen
der Trager mit einem Draht umwickelt wird. Kleine Widerstandswerte konnen auf
diese Weise leicht hergestellt werden, bei groBeren Werten wird spezieller Wider-
standsdraht (ein Material mit geringer Leitfdhigkeit) verwendet. Der Drahtquerschnitt
begrenzt den maximal zulédssigen Strom und die maximale Verlustleistung wird durch
die Warmeabfuhr, d.h. die Bauteilgrofle und die Ausfithrung der Oberfldche (lackiert,
kunststoffumhiillt oder unbehandelt) bestimmt. Zur Reduzierung der parasitdren
Induktivitdten (vgl. Kap. 5) werden die Wicklungen bifilar ausgefiihrt, d.h. es werden
zwei Drédhte so nebeneinander gewickelt, dass sie in entgegengesetzter Richtung vom
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Strom durchflossen werden. Eine weitere Moglichkeit zur Reduzierung der parasité-
ren Induktivitaten besteht darin, den Wickelsinn mehrfach umzukehren.

—

Bifilare Wicklung

Widerstandsschicht

—NWE W
Gewendelte Ausfiihrung Induktivitdtsarme Wicklung
B Schichtwiderstiande @ Drahtwiderstiande

Abbildung 2.10: Bauformen von Festwiderstanden

Die Massewiderstande besitzen keinen Trédger, sondern bestehen insgesamt aus einem
Widerstandsmaterial. Sie werden in verschiedenen Bauformen, z.B. als Stdbe oder
Scheiben, hergestellt.

2.7.2 Einstellbare Widerstande

Bei einstellbaren Widerstdnden wird ein Schleifkontakt {iber das nicht isolierte Wider-
standsmaterial bewegt. Bei einem Schiebewiderstand ist der Wickelkorper linear
gestreckt, bei einem Drehwiderstand dagegen ringférmig ausgefiihrt. Ublicherweise
spricht man bei diesen Bauelementen von Potentiometern, wenn sie im Betrieb immer
wieder neu eingestellt werden, bzw. von Trimmpotentiometern, wenn sie nur einmal,
z.B. zum Abgleich einer Schaltung, auf einen bestimmten Wert justiert werden.

2.7.3 Weitere Widerstande

Fiir besondere Aufgaben gibt es eine grofe Gruppe von nichtlinearen Widerstdnden,
deren Verhalten von unterschiedlichen physikalischen Gréfen abhdngen kann.

Zu der Gruppe der temperaturabhangigen Widerstande gehoren die HeiBleiter, deren
Widerstand mit steigender Temperatur kleiner wird. Sie werden als NTC (negative tem-
perature coefficient) bezeichnet. Diese Bauelemente besitzen bei Raumtemperatur
einen groBen Widerstand und begrenzen beim Einschalten eines elektronischen Gerites
dessen Einschaltstrom. Infolge der ohmschen Verluste werden sie stark aufgeheizt,
wodurch ihr Widerstand sehr viel kleiner wird. Im Dauerbetrieb einer Schaltung ver-
ursachen sie dann lediglich geringe Verluste. Das temperaturabhéngige Verhalten ist
bei den als PTC (positive temperature coefficient) bezeichneten Kaltleitern genau
umgekehrt. Thr Widerstandswert wird mit steigender Temperatur gréBer.



2.8 Das Verhalten der FeldgroBen an Grenzflachen

Widerstdnde, deren Wert von der Spannung abhéngt, werden als VDR (voltage depen-
dent resistor) bezeichnet. Sie werden zur Spannungsstabilisierung oder zur Unterdrii-
ckung von kurzzeitigen Spannungsspitzen eingesetzt.

Eine weitere Gruppe sind die als LDR (light dependent resistor) bezeichneten licht-
abhdngigen Widerstdnde, die fiir Belichtungsmesser oder bei helligkeitsabhidngigen
Steuerungen verwendet werden.

2.8 Das Verhalten der FeldgroBen an Grenzflachen

In Analogie zu dem Kap. 1.16 untersuchen wir jetzt das Verhalten der beiden Feldgro-
Ben J und E an Grenzflichen, auf denen die Leitfihigkeit « einen Sprung von dem Wert
K, auf den Wert k, erfihrt. Dazu betrachten wir die Oberfldche A des in »Abb. 2.11 dar-
gestellten quaderférmigen Korpers, der aus einem Material der Leitfahigkeit «, besteht
und sich im umgebenden Raum der Leitfdhigkeit «, befindet. Die Feldgréfen in den
beiden Bereichen werden durch die gleichen Indizes gekennzeichnet wie die Leitfahig-
keiten.

| —» Iz
R
n

dA
A

Abbildung 2.11: Grenzflache mit Sprung der Leitfahigkeit

Im ersten Schritt betrachten wir das Verhalten der Normalkomponente (Index n) der
Stromdichte. Zu diesem Zweck legen wir um die Trennfldche zwischen den beiden
Materialien einen kleinen Flachzylinder der verschwindenden Héhe h — 0. Beim sta-
tiondren Stromungsfeld muss der insgesamt durch die Zylinderoberflache hindurch-
tretende Strom nach Gl. (2.13) verschwinden. Wegen h — 0 liefert der Zylindermantel
keinen Beitrag, so dass der Strom durch das elementare Fldchenelement dA auf bei-
den Seiten der Trennfldche gleich ist

]nldAzjnsz - ]nlzjnz . (2.37)

Die Stetigkeit der Normalkomponente der Stromdichte erfordert aber wegen der auf
beiden Seiten unterschiedlichen Leitfdhigkeit nach Gl. (2.22) einen Sprung in der Nor-
malkomponente der elektrischen Feldstédrke

Jm =k1Ep = Jnp =6, Epy - ki Ep =K, Epy (2.38)
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Zur Betrachtung der Tangentialkomponente (Index t) gehen wir von der elektrischen
Feldstirke aus. Integrieren wir die Feldstirke E entlang des in »Abb. 2.12 dargestell-
ten Rechtecks, dann liefern wegen der verschwindenden Abmessung h — 0 nur die
elementaren Seitenldngen ds einen Beitrag. Nach Gl. (1.22) muss aber dieses Umlauf-
integral verschwinden, so dass die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstédrke
auf beiden Seiten der Trennfldche den gleichen Wert aufweist

E; ds-E;,ds=0 — B = 185 | (2.39)

—ip
g h:,‘\
Ky ds Ky

A—
Abbildung 2.12: Grenzflache mit Sprung der Leitfahigkeit

Die Stetigkeit der Tangentialkomponente der elektrischen Feldstdrke erfordert aber
wegen der auf beiden Seiten unterschiedlichen Leitfdhigkeit nach Gl. (2.22) einen
Sprung in der Tangentialkomponente der Stromdichte

1 1 Jn &
Eyw=—Jn=En=—Jpn - —=-1 (2.40)
Kq Ko Jia K

Zusammengefasst gilt die Aussage:

Bei einer sprunghaften Anderung der Leitfihigkeit auf einer Fliche der Normalen
n sind die Normalkomponente der Stromdichte J,, und die Tangentialkomponente
der elektrischen Feldstdrke E; stetig. Die Forderungen fiir die beiden anderen
Komponenten (2.38) und (2.40) ergeben sich aus dem Ohm'schen Gesetz i =«E.

Diese Zusammenhénge sind in »Abb. 2.13 nochmals dargestellt. Aus den Beziehungen

tana;, _ Ey Ey ®%9 Epy

n2 tana, _ Jy Jno (an&

bzw. —= = (2.41)
tana, E, E, En tana, Ty Ji Je2

folgt fiir beide Feldvektoren das gleiche Brechungsgesetz

tana, _ Epy _ Jn _ K1

. (2.42)
tana, E; Jp K
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b5 Ky Kq Ky
B E 2 Jm Tz
B[Sl ~T5 s, | e I
E EnZ T ]“2
1 1B
E,=E, J1= Jn2

Abbildung 2.13: Zum Brechungsgesetz

2.8.1 Verschwindende Leitfahigkeit in einem Teilbereich

Im Gegensatz zu den Randbedingungen in der Elektrostatik kann hier auch der Fall
eintreten, dass die Leitfdhigkeit in einem der beiden Teilrdume verschwindet. Gilt z.B.
k, =0, dann kann in diesem nicht leitenden Bereich keine Stromdichte existieren, so
dass wegen J, =0 die Normalkomponente der Stromdichte J, nach Gl. (2.37) an der
Trennebene verschwindet. Diese Aussage ist trivial und besagt lediglich, dass kein
Strom aus dem Leiter in den umgebenden nicht leitenden Bereich austreten kann.
Nach dem Ohm'schen Gesetz (2.22) gilt die gleiche Aussage fiir die elektrische Feld-
starke El, so dass an einer Trennfliche A zum nicht leitenden Bereich die folgenden
Randbedingungen gelten

]nllA:EnllAZO' (2.43)

Kq

Abbildung 2.14: Grenzflache zwischen leitendem und nicht leitendem Bereich

2.8.2 Perfekte Leitfahigkeit in einem Teilbereich

Bei manchen Anordnungen bestehen Trennfldchen zwischen Bereichen, deren Leit-
fahigkeiten sich um GroBenordnungen unterscheiden. Ein solches Beispiel wire ein
metallischer Leiter (Blitzableiter) im Erdboden. Wir betrachten direkt den Grenzfall,
indem wir die Leitfdhigkeit «, nach unendlich gehen lassen. Bei einer endlichen Strom-
dichte in dem Bereich 2 verschwindet die elektrische Feldstirke Ez =0 nach Gl. (2.22).
Wegen der Stetigkeit der Tangentialkomponente nach Gl. (2.39) muss die elektrische
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Feldstarke f}l senkrecht auf der Trennebene stehen. Nach dem Ohm'schen Gesetz (2.22)
gilt die gleiche Aussage fiir die Stromdichte J,, so dass an einer Trennfliche A zu
einem perfekt leitfdhigen Bereich die folgenden Randbedingungen gelten

]tl|A = tllA =0. (2.44)

Abbildung 2.15: Grenzflache zu einem perfekt leitenden Bereich

Zusammengefasst gilt die Aussage:

An einer Trennebene zu einem nicht leitenden Bereich verlaufen Stromdichte
und elektrische Feldstirke tangential. Aus einem perfekt leitenden Bereich treten
elektrische Feldstdrke und Stromdichte senkrecht aus.

2.9 Energie und Leistung

Bei dem Stromleitungsmechanismus nach Abb. 2.6 werden die Elektronen durch das
anliegende Feld beschleunigt. Die Zunahme der kinetischen Energie wird dem Energie-
inhalt des elektrischen Feldes entnommen. Bezeichnet man mit AQ die transportierte
elementare Ladung, dann ist die dem Feld entnommene elementare Energie AW, nach
Gl. (1.23) aus dem Produkt der Ladung und der durchlaufenen Potentialdifferenz gege-
ben. Damit gilt der Zusammenhang

(1.23)

(1.30) (2.2
AT/I'/e = ((pel_(peZ)AQ = UAQ

2)
= UIAt. (2.45)

Die dem Feld entnommene Energie nimmt einen positiven Wert an, wenn z.B. eine
positive Ladung AQ von einem hoheren Potential ¢, zu einem niedrigeren Potential
¥, bewegt wird. Das Verhéltnis aus geleisteter Arbeit AW, und dazu benoétigter Zeit At
wird allgemein als Leistung bezeichnet und mit P (power) abgekiirzt

p— AWG
At

P

=UI. (2.46)



2.9 Energie und Leistung

Bei den zeitlich konstanten Gr68en Gleichspannung U und Gleichstrom I ist auch die
Leistung P zeitlich konstant und somit unabhédngig von der Wahl des elementaren
Zeitabschnitts At. Sind dagegen Strom und Spannung zeitlich verdnderliche Gr68en,
dann beschreibt die Gl. (2.46) lediglich den Mittelwert der Leistung in dem betrachte-
ten Zeitintervall. Interessiert man sich bei einem zeitabhidngigen Vorgang fiir den
augenblicklichen Wert der Leistung in einem bestimmten Zeitpunkt ¢, dann muss man
den Zeitabschnitt At gegen Null gehen lassen und zwar so, dass der Zeitpunkt ¢ immer
innerhalb von At verbleibt. Die Leistung in dem betrachteten Zeitpunkt lasst sich
dann als Differentialquotient in der Form

AW, dW,

P(t)= lim ¢ (2.47)

At—0 At dt

schreiben. Die Leistung hat die Dimension VA =W (nach James Watt, 1736 — 1819).
Umgekehrt kann die elektrische Arbeit durch Integration der Leistung iiber die Zeit
berechnet werden

W, = det . (2.48)
t

Sie wird in Ws oder vielfach auch in kWh angegeben.

Die in Gl. (2.46) berechnete Leistung wird an dem Widerstand in Wédrme umgewan-
delt. Mit dem Ohm'schen Gesetz (2.29) kann die Leistung an einem Widerstand R
auch in der Form

P=UI=I?R=U?/R (2.49)

geschrieben werden. Da in dieser Gleichung sowohl der Strom als auch die Spannung
quadratisch auftreten, spielt ihre Z&hlrichtung keine Rolle. Der Wert von P beschreibt
die an einem Widerstand R entstehende Verlustleistung.

EJ AA
_________ S
¢ ;" 7 X
i« AX ——»!

Abbildung 2.16: Zur Berechnung der Verlustleistungsdichte

Bei vielen Problemstellungen ist man nicht nur an den insgesamt entstehenden Ver-
lusten P interessiert, sondern es stellt sich die Frage nach der 6rtlichen Verteilung der
in einem Volumen entstehenden Verluste. Zur Beantwortung dieser Frage betrachten
wir das elementare Volumenelement AV =AAAx in der »Abb. 2.16. Die Querschnitts-
fliche AA sei hinreichend klein gewdhlt, so dass die in der Abbildung eingetragene
x-gerichtete Stromdichte als homogen iiber den Querschnitt verteilt angesehen wer-
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den kann. Zusétzlich sei die Lange Ax so klein, dass sich die Spannung linear iiber die
Lange verteilt, d.h. die elektrische Feldstdrke ist, genauso wie die Stromdichte, inner-
halb des Volumens x-gerichtet und ortsunabhéngig. Ersetzt man also in Gl. (2.49) die
Spannung durch das Produkt aus Feldstdrke und elementarer Linge gemaB Gl. (1.30)
und den Strom durch das Produkt aus Stromdichte und Querschnittsfliche nach Gl.
(2.4), dann erhélt man fiir die in dem elementaren Volumen entstehende elementare
Verlustleistung die Beziehung

AP =EAx JAA = (8,E)Ax+(8,])AA=E-JAV, (2.50)

in der die beiden gleich gerichteten Gréfen E und J auch als Vektoren geschrieben wer-
den kénnen. Das Verhiltnis aus Verlustleistung AP und Volumenelement AV bezeichnet
man als Verlustleistungsdichte p,. Der Ausdruck
AP - =
p"_ﬁ_E.I (2.51)
beschreibt die mittlere Verlustleistungsdichte im elementaren Volumen AV, die in
dem betrachteten homogenen Feld unabhdngig von der Wahl des Volumenelementes
ist. Fiir den allgemeinen Fall eines nicht homogenen Feldes kann die Verlustleistungs-
dichte p, in einem beliebigen Punkt P angegeben werden, wenn man das Volumenele-
ment gegen Null gehen lédsst, und zwar so, dass sich der Punkt P immer innerhalb von
AV befindet. Die Verlustleistungsdichte wird dann als Differentialquotient

AP dP

P)= lim = =%~
P (P)= im 2 = v (252)
geschrieben und kann aus dem Produkt von elektrischer Feldstédrke E(P) und Strom-
dichte J(P) berechnet werden. Ist im umgekehrten Fall die ortsabhiingige Verlustleis-
tungsdichte im gesamten Volumen bekannt, dann kénnen die Gesamtverluste durch

Integration iiber das Volumen berechnet werden
P= mpvdv = Hjﬁ-idv . (2.53)
v %

Wiéhrend die Gl. (2.49) die Berechnung der Verlustleistung aus den integralen GroBen
Strom und Spannung gestattet, konnen die Beziehungen (2.51) und (2.53) auch dann
verwendet werden, wenn die ortsabhédngige Verteilung der Verluste bestimmt werden
soll. Dazu ist dann allerdings die Kenntnis der ortsabhdngigen Feldgrofen erforderlich.



Zusammenfassung

ZUSAMMENFASSUNG

B Die gerichtete Bewegung von Ladungstragern im leitfahigen Material wird durch die
Stromdichte beschrieben. Sie entspricht dem Produkt aus der Raumladungsdichte
und der Geschwindigkeit. Das Integral der Stromdichte (iber eine Flache bezeichnen
wir als Stromstarke (oft vereinfachend als elektrischen Strom).

B Im leitfahigen Material ist die Stromdichte proportional zur elektrischen Feldstarke.
Der Proportionalitatsfaktor ist eine materialabhangige Eigenschaft und wird elektri-
sche Leitfahigkeit genannt. Der Stromdichtevektor steht genauso wie die elektri-
sche Feldstarke senkrecht auf den Aquipotentialflachen.

B |m stationdren Stromungsfeld verschwindet das Integral der Stromdichte iiber eine
geschlossene Hiillflache, d.h. die im Volumen eingeschlossene Ladungsmenge ist zeit-
lich konstant. Die Stromstarke ist ebenfalls zeitlich konstant, wir sprechen vom Gleich-
strom.

B An einer Materialsprungstelle mit unterschiedlichen Leitfahigkeiten sind die Normal-
komponente der Stromdichte und die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstarke
stetig. Auf der Oberflache zu einem perfekt leitfahigen Material (Leitfahigkeit als
unendlich groB angenommen) steht die Stromdichte senkrecht.

B Ein Bauelement aus leitfahigem Material mit zwei Anschliissen bezeichnen wir als
Widerstand. Seine Eigenschaft, ebenfalls als Widerstand bezeichnet, ist das Verhaltnis
aus der Potentialdifferenz (Spannung) zwischen den beiden Anschliissen und dem
Strom (Stromstarke) durch das Bauelement.

B Das Produkt aus Stromstarke und Spannung ist die elektrische Leistung. lhr
Integral tber die Zeit entspricht der am Widerstand in Warme umgewandelten elektri-
schen Energie.

m



Das stationare elektrische Stromungsfeld

Ubungsaufgaben
Aufgabe 2.1 Parallelschaltung von temperaturabhingigen Widerstinden
Losungen Ein Kupferrunddraht hat den Radius a = 0,6 mm. Er ist von einer Silberschicht

der Dicke b = 0,2 mm umgeben. Die Leitfihigkeiten und Temperaturkoeffizienten
fiir die beiden Materialien sind in Tab. 2.1 angegeben.

Silber
Abbildung 2.17: Querschnitt durch den Draht

1. Welchen Gleichstromwiderstand hat dieser Draht bei 20°C, wenn er eine Lange
von 1 m besitzt?

2. Wie dndert sich der Gleichstromwiderstand bei einer Temperaturerh6hung
auf 100°C?

Aufgabe 2.2 Widerstands- und Leistungsberechnung

In einem Koaxialkabel ist der Bereich zwischen Innen- und AuBenleiter mit leit-
fdhigem Material gefiillt. Der Bereich 0 < ¢ <« besteht aus einem Material der
Leitfdhigkeit «,, der Bereich a < ¢ < 27 aus einem Material der Leitfidhigkeit «,.
Innenleiter und AuBenleiter sind ideal leitfahig.

2

Abbildung 2.18: Koaxialkabel

1. Ermitteln Sie den Widerstand zwischen Innen- und AuBenleiter fiir ein Lei-
terstiick der Lénge /.

2. Welche Gesamtleistung P wird verbraucht, wenn auf einer Linge / ein Ge-
samtstrom I vom Innen- zum AuBenleiter flieft? Wie teilt sich hierbei die

Leistung auf die beiden Materialbereiche auf?
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Ubungsaufgaben

N

Aufgabe 2.3 Schrittspannung

Ein Blitzableiter ist in Form eines halbkugelférmigen Erders in den Boden einge-
lassen worden.

P
&)
>

Blitzableiter

@ \@ g

K—> ©

]

Erdreich
Abbildung 2.19: Halbkugelerder

Berechnen Sie die als Schrittspannung bezeichnete Potentialdifferenz, die sich in

Abhingigkeit von dem Abstand zum Erder bei einer Schrittweite s ausbildet.
J
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Einfiihrung

) Bei der Analyse elektronischer Schaltungen geht man in der Regel so vor, dass in

einem ersten Schritt die realen Bauelemente durch einfache Ersatzschaltbilder
(Modelle) ersetzt werden. Die Ableitung der Modellparameter haben wir bereits fiir
einfache geometrische Anordnungen, z.B. bei der Berechnung der Kapazitit eines
Vielschichtkondensators kennen gelernt. Mithilfe von geeigneten Rechenverfahren
und unter Zuhilfenahme vereinfachender Annahmen werden die im allgemeinen Fall
komplizierten dreidimensionalen Feldverteilungen zurtickgefithrt auf die integralen
GroBen wie z.B. R und C. Diese Modellierung der Komponenten ist im Wesentlichen
Aufgabe der Bauelementehersteller, die die bendtigten Informationen in Datenbldttern
zur Verfligung stellen. Die Aufgabe fiir den Schaltungsentwickler besteht darin, aus
den bekannten Komponenten gezielt Netzwerke fiir bestimmte Zwecke zusammenzu-
bauen. Die Berechnung von Netzwerken spielt daher in der Elektrotechnik eine ((
zentrale Rolle.

LERNZIELE

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels und dem Loésen der Ubungsaufgaben werden
Sie in der Lage sein,

B die Kirchhoff'schen Gleichungen anzuwenden,

B komplizierte Widerstandsnetzwerke zu vereinfachen,

B prinzipielle Fehlerquellen bei Widerstandsmessungen zu berticksichtigen,
B Spannungs- und Stromquellen ineinander umzurechnen,

B die Verbraucherleistung bei vorgegebener Quelle zu maximieren,

B Wirkungsgradberechnungen durchzufiihren sowie

B umfangreiche Gleichstromnetzwerke mit unterschiedlichen Methoden zu
analysieren.



3.1 Zahlpfeile

Bevor wir uns mit dem einfachsten Fall der Gleichstromnetzwerke beschiéftigen, sol-
len einige immer wiederkehrende Begriffe definiert werden.

Zweipole:

Unter einem Zweipol versteht man ein Bauelement mit zwei Anschlussklemmen. Fiir
die Behandlung von Zweipolen in den Netzwerken ist nur noch ihr Klemmenverhalten
(gemeint ist der Zusammenhang zwischen den Grofen Strom und Spannung an dem
betreffenden Bauelement) von Interesse, die praktische Realisierung durch eine drei-
dimensionale Anordnung und die ortsabhédngige Verteilung der FeldgroBen spielen
keine Rolle mehr. Die Beschreibung erfolgt durch einfache skalare Beziehungen zwi-
schen den an den Klemmen zugénglichen GroBen Strom und Spannung. Als Beispiel
sei an den Kugelkondensator in Abb. 1.32 erinnert, der lediglich durch seine Kapazi-
tdt (1.80) charakterisiert wird.

Schaltkreise:

Durch die Zusammenschaltung von Bauelementen entstehen elektrische Netzwerke
(Schaltkreise). Zur vollstindigen Beschreibung eines Netzwerks muss neben dem
Klemmenverhalten aller Komponenten auch die Verkniipfung der Bauelemente unter-
einander bekannt sein. Die Zusammenschaltung bezeichnet man als Topologie bzw.
Schaltungstopologie.

Schaltbilder:

Die grafische Darstellung von Netzwerken bezeichnet man als Schaltbilder. Zur Dar-
stellung der Bauelemente werden die Schaltsymbole verwendet. Die leitende Verbin-
dung zwischen den Bauelementen (in der Praxis z.B. durch diinne leitende Drihte
realisiert) wird als idealer (widerstandsloser) Leiter angesehen und spielt bei der
Schaltungsanalyse keine Rolle. Die einzelnen Verbindungen sollten méoglichst gerad-
linig, kreuzungsfrei und ohne Richtungsdnderungen dargestellt werden. Gleichzeitig
sollte die Wirkungsrichtung bzw. die Signalflussrichtung den Normen entsprechend
von links nach rechts oder von oben nach unten verlaufen.

3.1 Zahlpfeile

Erinnern wir uns noch einmal an die Definition der elektrischen Spannung nach GI.
(1.30) als das Wegintegral der elektrischen Feldstérke

Uy = 0o (P1) = o (B) = [E-dS. (3.1)

Die beiden Indizes bei der Spannung verdeutlichen die Richtung, in der die Feld-
stirke integriert wird. Wenden wir diese Beziehung auf die zylindrische Anordnung
in Abb. 2.16 an, dann wird die Feldstirke von einem in der Aquipotentialfliche ¢,,
liegenden Punkt P, bis zu einem in der Aquipotentialfliche ¢, liegenden Punkt P,,
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d.h. in Richtung der x-Koordinate integriert. Die Spannung wird dann ebenfalls in der
gleichen Richtung positiv gezdhlt und in einem Schaltbild mit einem Z&hlpfeil ver-
sehen. Eine spezielle Kennzeichnung der beiden Anschlussklemmen mit den Zahlen
1 und 2 ist dann nicht mehr notwendig. Ist der Wert der Spannung auf der rechten
Seite der »Abb. 3.1 positiv, dann stimmt die Richtung des elektrischen Feldes mit der
Integrationsrichtung und damit auch mit der Zdhlrichtung fiir die Spannung iiberein,
der Pfeil zeigt von positiven zu negativen Ladungen.

E
—~S- | —» (m— 1
] >
U1 2

Abbildung 3.1: Kennzeichnung der Spannung durch Zahlpfeile

Auf dhnliche Weise wird ein Zahlpfeil fiir den Strom vereinbart. In Kap. 2.2 hatten
wir bereits die Richtung der Stromdichte durch die Bewegungsrichtung der positiven
Ladungstrédger in Gl. (2.9) definiert. Den Strom erhélt man nach Gl. (2.11), indem man
das Skalarprodukt aus der gerichteten Stromdichte mit dem vektoriellen Flachenele-
ment liber die zu betrachtende Flache integriert. Je nach Orientierung der vektoriellen
Fldache ergeben sich unterschiedliche Vorzeichen fiir den Strom. Betrachten wir auch
hier wieder die in Abb. 2.16 dargestellte Anordnung. Nach Festlegung der Richtung
von dA kann dem Strom eindeutig ein Zihlpfeil in diese Richtung zugeordnet werden
(»Abb. 3.2). Besitzt der Strom I auf der rechten Seite des Bildes einen positiven Wert,
dann bewegen sich die positiven Ladungstréager in Richtung des vektoriellen Fldachen-
elementes. Entsprechend bedeutet ein negativer Wert von I, dass sich die positiven
Ladungstrédger entgegen der Flachenorientierung bewegen.

— —’».:':(>—|:|—I>—

Abbildung 3.2: Kennzeichnung des Stromes durch Zahlpfeile

Strom und Spannung sind skalare Grofen. Dennoch werden ihnen in Schal-
tungen Pfeile zugeordnet. Diese Pfeile dienen der Zahlweise und diirfen nicht
mit Vektoren verwechselt werden.

Ein Spannungspfeil in Richtung der elektrischen Feldstirke zeigt positive
Spannungen an. Ein Strompfeil in Bewegungsrichtung der positiven Ladungs-
trager zeigt positive Strome an.



3.2 Spannungs- und Stromquellen

3.2 Spannungs- und Stromquellen

Zur Aufrechterhaltung eines Gleichstromes in einer Schaltung miissen Quellen vor-
handen sein, die die von den Elektroden abflieBenden Ladungstrdger immer wieder
nachliefern. Betrachten wir zunédchst die »Abb. 3.3, bei der sich auf den Platten eines
Kondensators die Ladungen =Q befinden. An den Kondensator wird ein Verbraucher,
symbolisiert durch einen Widerstand, angeschlossen, an den die im Kondensator
gespeicherte Energie abgegeben werden soll. Da die auf der negativ geladenen Platte
befindlichen Elektronen durch die angeschlossenen Driahte und den Widerstand zur
positiv geladenen Platte flieBen kénnen, wird die anfdnglich vorhandene Kondensa-
torspannung stetig abnehmen. Die aus dem Kondensator entnommene Energie wird
im Widerstand in Wirme umgewandelt!.

C >0 )

Q>0
R U>0
-Q
Quelle Verbraucher

Abbildung 3.3: Spannungsquelle und Verbraucher

Der Kondensator in der vorliegenden Anordnung ist nur bedingt als Spannungsquelle
einsetzbar. Einerseits nimmt seine Spannung zeitlich ab und andererseits kann er nur
fiir einen begrenzten Zeitabschnitt Leistung abgeben, da lediglich die zuvor im elektri-
schen Feld zwischen den Kondensatorplatten gespeicherte Energie zur Verfiigung steht.
Der iiblicherweise verwendete Begriff Quelle ist etwas irrefiihrend, da keine Energie-
erzeugung, sondern immer nur Energieumwandlung stattfindet. In einem Akkumulator
wird beispielsweise chemische Energie in elektrische Energie umgewandelt, im betrach-
teten Beispiel wird die elektrische Energie des Kondensators in Wéarmeenergie am
Widerstand umgewandelt.

Von einer idealen Gleichspannungsquelle wird jedoch erwartet, dass sie die Span-
nung unabhéngig von dem Belastungswiderstand zeitlich konstant hélt. Eine Batterie
bzw. ein Akkumulator? mit hinreichend groBer Energiereserve kommt dieser Situation

1 Strenggenommen wird bei diesem zeitabhédngigen Vorgang auch ein geringer Teil der Energie
durch Wellenausbreitung in den freien Raum abgestrahlt. Dieser Anteil tritt aber bei den im
Folgenden behandelten Gleichstromnetzwerken nicht auf und wird daher auch nicht weiter
betrachtet.

2 Ein Akkumulator wird genauso wie ein Kondensator durch seine Kapazitdt gekennzeichnet.
Allerdings hat dieser Begriff beim Akkumulator eine etwas andere Bedeutung. Er bezeichnet
nicht das Verhéltnis von aufgenommener Ladung zu angelegter Spannung [As/V] entspre-
chend Gl. (1.74), sondern den iiber einen Zeitraum zur Verfiigung stehenden Entladestrom.
Die Kapazitidt des Akkumulators wird daher in Ah oder mAh angegeben. Die Bezeichnung h
steht als Abkiirzung fiir Stunde (hour).
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schon sehr nahe. Mit elektronischen Schaltungen, die die vom 230V-Netz angebotene

Energie in eine Gleichspannung umwandeln, lassen sich nahezu ideale Spannungs-

quellen realisieren.

Fiir eine solche ideale Spannungsquelle gilt:

B die Ausgangsspannung ist unabhdngig von dem angeschlossenen Netzwerk,

B der Strom hédngt von dem angeschlossenen Netzwerk ab und stellt sich z.B. im Falle
eines ohmschen Widerstandes entsprechend der Beziehung I = U/R ein.

Ein vollig anderes Verhalten zeigen die Stromquellen, die ebenfalls mithilfe elektroni-

scher Schaltungen realisiert werden konnen. Fiir eine ideale Stromquelle gilt:

B der Ausgangsstrom ist unabhéngig von dem angeschlossenen Netzwerk,

B die Ausgangsspannung hingt von dem angeschlossenen Netzwerk ab und stellt sich

im Falle eines ohmschen Widerstandes entsprechend der Beziehung U = RI ein.

Fiir die Spannungs- und Stromquellen werden die in der »Abb. 3.4 dargestellten Sym-
bole verwendet. Dabei sind auch bereits die Fille dargestellt, bei denen Strom und
Spannung zeitlich veranderlich sind?.

——o0 ——o ——o0 —oO
Pl O Do ®o

L— o L— o L—o L— o
Spannungsquelle Gleich- Wechsel- Zeitlich beliebig
allgemein spannung spannung verénderliche Spannung

i(1) i(t) i(t)

\/\i@ ?

Stromquelle Wechsel- Zeitlich beliebig
allgemein strom veranderlicher Strom

Abbildung 3.4: |deale Spannungs- und Stromquellen

3 Die beiden Schaltzeichen Spannungsquelle allgemein und Stromquelle allgemein in Abb. 3.4
sind in Ubereinstimmung mit den Normen. Die zusitzlichen ebenfalls oft in der Literatur ver-
wendeten Schaltzeichen sind aussagekréftiger in Hinblick auf die Spannungs- bzw. Strom-
form und werden daher in den folgenden Kapiteln vor allem aus didaktischen Griinden
verwendet.



3.3 Zahlpfeilsysteme

3.3 Zahlpfeilsysteme

In Abschnitt 3.1 haben wir bereits ein Zahlpfeilsystem am ohmschen Widerstand (Ver-
braucherzahlpfeilsystem) kennen gelernt (rechte Seite der » Abb. 3.5), bei dem Strom
und Spannung gleich gerichtet sind. Fir U> 0 wird der in die positive Anschluss-
klemme hineinflieBende Strom positiv gezdhlt. Fiir die Quellen verwendet man {ibli-
cherweise das Generatorzahlpfeilsystem, bei dem Spannung und Strom entgegenge-
setzt gerichtet sind. Der aus der positiven Anschlussklemme herausflieBende Strom
wird positiv gezdhlt. Diese Festlegung ist angepasst an den physikalischen Hinter-
grund, dass der Generator (Quelle) die Energie liefert, wiahrend der Verbraucher die
Energie aufnimmt.

I 1
—»—o0 o—p—
<=> U U I:I U=RI
L— 0 o—
Generatorzahlpfeilsystem Verbraucherzahlpfeilsystem

Abbildung 3.5: Generator- und Verbraucherzahlpfeilsystem

3.4 Die Kirchhoff'schen Gleichungen

Eine der Hauptaufgaben der Netzwerkanalyse besteht darin, die Strome und Spannun-
gen an den einzelnen Zweipolen auszurechnen, sofern die verwendeten Netzwerkele-
mente (Widerstdnde, Kondensatoren usw.), ihre Verkniipfungen untereinander sowie
die Quellen innerhalb des Netzwerks bekannt sind. Betrachten wir das an eine Span-
nungsquelle angeschlossene, allein aus ohmschen Widerstanden aufgebaute Netzwerk
in »Abb. 3.6, dann wird deutlich, dass zur Berechnung der gesuchten GroBen das
Ohm'sche Gesetz allein nicht ausreicht.* Zwar kann mit diesem an jedem Widerstand
der Strom durch die Spannung oder die Spannung durch den Strom ausgedriickt wer-
den, dennoch bleibt an jedem Zweipol eine GroBie unbestimmt. Dies gilt auch fiir den
Zweipol mit der Spannungsquelle, in dem der Strom zunéchst unbekannt ist.

4 Vereinbarung: Die schwarz ausgefiillten Markierungspunkte (Knoten) in dem Netzwerk zei-
gen an, dass die Leitungen an dieser Stelle elektrisch leitend miteinander verbunden sind, z.B.
durch Zusammenschrauben oder Verl6ten. Die Kreisringe markieren diejenigen Punkte im
Netzwerk, zwischen denen die eingezeichnete Spannung gemessen wird.
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Abbildung 3.6: Einfaches Netzwerk

Zur allgemeinen Netzwerkanalyse werden offenbar weitere Bestimmungsgleichungen
benétigt. Einen ersten Zusammenhang erhalten wir aus der Bedingung (1.22). Diese
besagt, dass das Umlaufintegral der elektrischen Feldstédrke entlang eines geschlossenen
Weges verschwinden muss. Zur Verdeutlichung dieses Zusammenhangs betrachten
wir eine beliebige Masche aus dem in Abb. 3.6 dargestellten Netzwerk. Nummeriert
man die Verbindungspunkte in der in »Abb. 3.7 angegebenen Weise, dann kann die
Gl. (1.22) mit den Feldstdrken folgendermalen geschrieben werden

. Pza P3ﬂ Pla
<j>E-d§= jE-d§+ jE-d§+ IE-dé:O. (3.2)
c P, P, P,
U,

Abbildung 3.7: Maschenregel
Diese Gleichung ldsst sich mit den in der Abb. 3.7 eingetragenen Spannungen und den
ihnen willkiirlich zugeordneten Zdhlpfeilen folgendermaBen schreiben

Ug, +Ug, —Upg, =0. (3.3)

Verlduft der Integrationsweg ds entgegen der willkiirlich angenommenen Zahlrich-
tung bei der Spannung, dann ist diese mit negativem Vorzeichen einzusetzen. Dieser
hier an einem Beispiel gezeigte Zusammenhang wird als Maschenregel bezeichnet und
lasst sich fiir jede geschlossene Masche in der allgemeinen Form

Z U=0 (3.4)

Masche

darstellen. Damit gilt die Aussage:



3.4 Die Kirchhoff'schen Gleichungen

Die Summe aller Spannungen beim Umlauf in einer geschlossenen Masche ist
Null. Spannungen, deren Zdhlpfeil in Umlaufrichtung (entgegen der Umlaufrich-
tung) verlduft, werden mit positivem (negativem) Vorzeichen eingesetzt.

Einen weiteren Zusammenhang erhalten wir aus dem Hiillflachenintegral der Strom-
dichte, das im stationdren Strémungsfeld nach Gl. (2.13) verschwindet

{jﬁ-d]&:o. (3.5)
A

Zur Verdeutlichung dieses Zusammenhangs betrachten wir den in »Abb. 3.8 darge-
stellten Knoten aus dem Netzwerk der Abb. 3.6. Die Gl. (3.5) besagt, dass im station&-
ren Zustand die Zahl der Ladungstrdger innerhalb des markierten Bereiches zeitlich
konstant sein muss, d.h. die Summe der zu dem Knoten hinflieBenden Ladungstrédger
muss gleich sein zu der Summe der vom Knoten wegflieBenden Ladungstrdger.

Abbildung 3.8: Knotenregel

Dieser Sachverhalt ldsst sich mit den Stromen gemafl Abb. 3.8 und den ihnen zugeord-
neten Zahlpfeilen folgendermaBen schreiben

I

1

_IR

3

~Ip =0. (3.6)

Die Zahlrichtung fiir die Stréme durch die Widerstdnde R, und R; ist nicht mehr frei
wihlbar. Sie muss in Ubereinstimmung mit den bereits festgelegten Zihlpfeilen fiir
die Spannungen in Abb. 3.7 entsprechend dem Verbraucherzidhlpfeilsystem festgelegt
werden.

Der hier an einem Beispiel gezeigte Zusammenhang wird als Knotenregel bezeichnet
und lésst sich fiir jeden Knoten in der allgemeinen Form

> I=0 (3.7)

Knoten

schreiben. Damit gilt die Aussage:
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Die Summe aller zu einem Knoten hinflieBenden Strome ist gleich der Summe
aller von dem Knoten wegflieBenden Strome.

Die beiden Gleichungen (3.4) und (3.7) werden als Kirchhoff'sche Gleichungen bezeich-
net (nach Gustav Robert Kirchhoff, 1824 — 1887).

Der Begriff Knoten gilt nicht nur fiir die bisher betrachtete leitende Verbindung zwi-
schen den Dréhten entsprechend der Abb. 3.8, sondern er schlieBt, wie in »Abb. 3.9
dargestellt, die Mdoglichkeit ein, einzelne Netzwerkelemente oder auch gréfere Teile
einer Schaltung als Bestandteile des Knotens anzusehen.

Iy + I, R,

Abbildung 3.9: Zur Verallgemeinerung des Begriffs Knoten

Die Knotenregel bezieht sich auch in diesem Fall auf alle durch die Hiillfldche in den
Knoten hinein- bzw. aus dem Knoten herausflieBenden Strome. Mit den in Abb. 3.9
definierten Stromen erhélt man z.B. die zur Gl. (3.6) identische Beziehung

IBl+IH4:IR3+IR4+IBS' (3.8)

Wir betrachten jetzt noch einmal die Abb. 3.5, wobei wir aber Generator und Verbrau-
cher entsprechend »Abb. 3.10 zusammenschalten.

I I

cyt /|

Abbildung 3.10: Zusammenspiel von Zahlpfeilsystemen und Kirchhoff'schen Gleichungen

U=RI

| S|




3.5 Einfache Widerstandsnetzwerke

Der Maschenumlauf (3.4) liefert das richtige Ergebnis U — U =0 und der Strom hat in
der gesamten Masche die gleiche Zahlrichtung, d.h. jeder beliebige grau hinterlegte
und als Knoten deklarierte Bereich liefert entsprechend Gl. (3.7) das Ergebnis I —I=0.

3.5 Einfache Widerstandsnetzwerke

In vielen Féllen kann die Netzwerkanalyse dadurch vereinfacht werden, dass einzelne
Teile eines Netzwerks vorab zusammengefasst werden. Dabei muss lediglich darauf
geachtet werden, dass sich das Klemmenverhalten des neuen vereinfachten Netz-
werks gegeniiber dem urspriinglichen Netzwerk nicht dndert, d.h. beim Anlegen der
gleichen Spannung an die Klemmen muss in beiden Fillen der gleiche Strom flieBen.
Ahnlich wie bei der Zusammenschaltung von Kondensatoren in Kap. 1.18 wollen wir
an dieser Stelle die beiden Moglichkeiten der Reihenschaltung (Serienschaltung) und
Parallelschaltung von Widerstdnden untersuchen.

; R R, R I

o> H F--1 1 o——
—> —» —»
U U, U

o o——
Abbildung 3.11: Reihenschaltung von Widerstanden

Bei der in »Abb. 3.11 dargestellten Reihenschaltung werden nach Gl. (3.7) alle Wider-
stinde von dem gleichen Strom durchflossen. Entsprechend dem Maschenumlauf
nach Gl. (3.4) setzt sich die gesamte an den Eingangsanschliissen anliegende Span-
nung aus den Teilspannungen an den einzelnen Widerstdanden zusammen

(2.29) 1
= Y R I=Ryl. (3.9)

Der Vergleich mit dem Netzwerk mit nur einem Gesamtwiderstand liefert unmittelbar
das Ergebnis

n
Bges = sz . (3.10)
k=1

Bei der Parallelschaltung ist die Spannung an allen Widerstdnden gleich groB und der
gesamte Eingangsstrom setzt sich nach Gl. (3.7) aus den Stromen durch die einzelnen
Widerstinde zusammen

oAy 31U
Iges = ZI]( = ZH_zUZR_ZR . (3.11)
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Abbildung 3.12: Parallelschaltung von Widerstédnden

In diesem Fall liefert der Vergleich mit dem Ersatznetzwerk das Ergebnis

1 &1
I —ZH—. (3.12)

Rges =70 .p - (3.13)

Ein weiterer Sonderfall ist die Parallelschaltung von n gleichen Widerstdnden. Der
resultierende Gesamtwiderstand nimmt in diesem Fall den Wert
R
Rype=— (3.14)
n
an. Bei der Parallelschaltung ist die Verwendung der Leitwerte (2.32) sinnvoll, fiir die
der Zusammenhang direkt aus Gl. (3.12) abgelesen werden kann

n
Gges = .Gy - (3.15)
k=1

Bei der Reihenschaltung von Widerstdnden addieren sich die Werte der einzel-
nen Widerstdnde, bei der Parallelschaltung berechnet sich der gesamte Leitwert
aus der Summe der einzelnen Leitwerte.

In einem elektrischen Netzwerk kénnen also in Reihe liegende Widerstinde durch
den nach Gl. (3.10) berechneten und parallel liegende Widerstinde durch den nach
Gl. (3.12) berechneten resultierenden Gesamtwiderstand ersetzt werden. Wahrend bei
der Reihenschaltung der Gesamtwiderstand stets grofer als der grofte Einzelwider-
stand ist, gilt fiir die Parallelschaltung, dass der Gesamtwiderstand stets kleiner als
der kleinste Einzelwiderstand ist.
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Beispiel 3.1: Reihen- und Parallelschaltung

Wie groB ist der an den Eingangsklemmen gemessene Widerstand fiir die nach-
stehenden Netzwerke?

e o
R R R
R R R
Ry =7
S U G S—

Abbildung 3.13: Netzwerkbeispiele zur Berechnung des Eingangswiderstandes
Losung:

Fiir das Netzwerk a gilt mit Gl. (3.10) unmittelbar HEl =2R. Beim Netzwerk b
kann zunédchst die Parallelschaltung aus R und 2R zusammengefasst und an-
schlieBend zu R in Reihe geschaltet, d.h. addiert werden:®

13) 2R-R

Ry, =R+ (R|2R) " Ry R+2R. (3.16)

2R+R 3

Das Netzwerk c besteht aus unendlich vielen identisch aufgebauten Stufen. Im
Prinzip kann es analog zur Vorgehensweise beim Netzwerk b berechnet werden.
Dabei wird man feststellen, dass der Eingangswiderstand beim Hinzufiigen
immer weiterer Stufen gegen einen Grenzwert konvergiert. Dieser ldsst sich auf
einfache Weise so wie in »Abb. 3.14 veranschaulicht berechnen.

5

Bemerkung: Die Schreibweise H"ZR kennzeichnet die Parallelschaltung von einem Wider-
stand R mit einem Widerstand 2R. Sie ist zwar leicht verstdndlich, jedoch nicht allgemein ge-
brauchlich.
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Ry =7 R,

3

Abbildung 3.14: Zum Einfluss weiterer Stufen

Das Hinzufiigen einer weiteren Stufe zu bereits unendlich vielen Stufen beein-
flusst den Eingangswiderstand nicht mehr, d.h. die beiden gekennzeichneten
Eingangswiderstinde Ry_in Abb. 3.14 miissen identisch sein.

R

R, =7

3

o2

Abbildung 3.15: Resultierendes Netzwerk

Wir kénnen dieses Netzwerk somit durch die vereinfachte Schaltung in »Abb.
3.15 ersetzen, fiir die wir den Eingangswiderstand aus der Beziehung
REM N R

—_— 3.17
Ry +R ( )

Ry =R+ (R|R;_)=R+

durch Auflésen nach Rj_erhalten

R |R* , R
Ry =— ,/— R*="(1++5). 3.18
I 2( +5) (3.18)

- J

Die Methode der Widerstandsberechnung durch geeignete Zusammenfassung von Ein-
zelwiderstdnden lédsst sich auch an v6llig anders gearteten Anordnungen anwenden.
Wir betrachten dazu das folgende Beispiel.
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Beispiel 3.2: Widerstand einer Hohlkugel

In Kap. 2.6 haben wir den exakten Widerstand einer Hohlkugel mithilfe der Feld-
verteilung innerhalb der Hohlkugel berechnet. In diesem Beispiel betrachten wir
eine alternative Moglichkeit zur Berechnung des gleichen Ergebnisses. Da der
Strom nach Voraussetzung radialsymmetrisch von der inneren zur &dufleren
Kugelschale flieBit, kénnen wir uns die gesamte Hohlkugel aufgebaut denken aus
einer Reihenschaltung von iibereinanderliegenden diinnen Hohlkugeln.

V

Abbildung 3.16: Widerstand einer Hohlkugel

Losung:

Betrachten wir die markierte Kugelschale in »Abb. 3.16 mit der elementaren
Dicke dr und der Querschnittsfliche 47r?, dann besitzt diese nach Gl. (2.27) den
elementaren Widerstand

dr

dR = .
K4mr

(3.19)

Die Kriimmung spielt wegen der kleinen Dicke keine Rolle mehr. Gem&l der
Reihenschaltung der iibereinanderliegenden diinnen Hohlkugeln miissen deren
Widerstdnde nach Gl. (3.10) addiert bzw. im Grenziibergang dr — 0 von r = a bis
r = b integriert werden. Diese Rechnung liefert das mit Gl. (2.36) iibereinstim-
mende Ergebnis

b
1 dr 1 b-a
R=[dR=—— [& -
-[ 4nk 2 4mk ba (3.20)
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3.5.1 Der Spannungsteiler

Die Reihenschaltung von Widerstinden kann benutzt werden, um eine gegebene
Spannung U mit hoher Genauigkeit in kleinere Teilspannungen umzuwandeln. Fiir den
fest eingestellten Spannungsteiler in »Abb. 3.17 wollen wir das Spannungsverhéltnis
U,/U, sowie das Verhiltnis von Ausgangsspannung zu Eingangsspannung U,/U be-
stimmen.

oF -

Abbildung 3.17: Schaltung zur Spannungsteilung

i
o

Die Schaltung besteht aus einer einzigen Masche, in der tiberall der gleiche Strom I
flieBt. Aus dem Ohm'schen Gesetz (2.29) und mit der Maschenregel (3.4) erhdlt man
die Beziehungen

U =RI, Uy=RJI und U=U+U,=(R+R,)I, (3.21)

mit deren Hilfe die gesuchten Spannungsverhiltnisse durch Quotientenbildung direkt
angegeben werden konnen
Y K 9 i

U, R, und 7=m . (3.22)

Aus der Gl. (3.22) ladsst sich die Schlussfolgerung ziehen:

FlieBt der gleiche Strom durch mehrere in Reihe geschaltete Widerstdnde, dann
stehen die Teilspannungen im gleichen Verhiltnis wie die Teilwiderstinde, an
denen sie abfallen.

Die an den Widerstdnden in Warme umgewandelte Leistung berechnet sich nach Gl.
(2.49) aus dem Produkt von Strom und Spannung. Infolge des gleichen Stromes ste-
hen die Leistungen an den Widerstinden im gleichen Verhiltnis zueinander wie die
Spannungen und nach Gl. (3.22) auch wie die Widerstédnde.
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Die an einem Widerstand entstehende Teilspannung wird als Spannungsabfall bezeich-
net. Dieser Begriff 1dsst sich mithilfe der » Abb. 3.18 leicht veranschaulichen. Definiert
man das Potential am Minusanschluss der Spannungsquelle in Abb. 3.17 als Bezugs-
wert ¢, = 0, dann besitzt das Potential am positiven Anschluss den Wert ¢, = U. Mit
einem ortsunabhdngigen Feldstirkeverlauf innerhalb der Widerstdinde nimmt das
Potential linear ab und man erhélt entlang der Reihenschaltung den in Abb. 3.18 fiir
ein angenommenes Widerstandsverhéltnis dargestellten Potentialverlauf.

U

12 U >
o—p——] 1 o
R, R,=3R,
Ur—— a
U, ;
0 ! >

Abbildung 3.18: Potentialverlauf an einer Reihenschaltung

Beispiel 3.3: Briickenschaltung

Unter welchen Bedingungen darf im folgenden Netzwerk zwischen den Punkten
P, und P, ein Kurzschluss eingebaut werden, ohne dass sich das Verhalten des
Netzwerks andert® ?

R, R,
NON O
R, R,

Abbildung 3.19: Gleichwertige Netzwerke

6 Bemerkung: Nicht verdndertes Netzwerkverhalten bedeutet hier, dass alle Stréme und Span-
nungen im Netzwerk in beiden Situationen gleich sind.
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Losung:

Da im Ausgangsnetzwerk links kein Strom zwischen den Punkten P, und P, flieft,
darf auch im rechten Netzwerk kein Strom durch den Kurzschlusspfad fliefen
(Ein Leiter, der nicht von einem Strom durchflossen wird, kann auch wieder ent-
fernt werden.). Das ldsst sich aber nur gewéhrleisten, wenn bereits im linken
Netzwerk keine Potentialdifferenz (Spannung) zwischen den Punkten P, und P,
besteht. Gleiches Potential an den beiden Punkten bedeutet, dass die Quellen-
spannung von beiden Spannungsteilern R,, R, und R,, R, in dem gleichen Ver-
héltnis geteilt wird. Mit Gl. (3.22) gilt damit

RZ — H4
R +R, R;+R,

Rl — HS
R +R, R;+R,

o BB
oder Hz H4 .

oder (3.23)
Diese Bedingungen sind alle gleichwertig, wie sich durch einfaches Umstellen
leicht iiberpriifen lésst.

Schlussfolgerung:

Der Verbindungszweig zwischen P, und P, ist stromlos, wenn das Produkt der
beiden jeweils diagonal gegentiberliegenden Widerstinde gleich ist. Diese Ab-
gleichbedingung ldsst sich durch Andern von mindestens einem der Widerstédnde
einstellen. In der Praxis wird diese unter der Bezeichnung Wheatstone-Briicke
bekannte Schaltung zur Messung von Widerstinden eingesetzt (nach Charles
Wheatstone, 1802-1875). Nehmen wir an, der Wert des unbekannten Widerstan-
des R; soll bestimmt werden. Dann geniigt es, die Werte R; und R, zu kennen
und den Widerstand R, z.B. mithilfe einer Widerstandsdekade so einzustellen,
dass ein zwischen den Punkten P, und P, angeschlossenes Messgerit die Span-
nung Null anzeigt. Mit dem an der Dekade ablesbaren Wert R, kann der gesuchte
Wert R; mit Gl. (3.23) berechnet werden.

. J

3.5.2 Der belastete Spannungsteiler

Die Spannung an dem Schleifkontakt eines Potentiometers soll gemall » Abb. 3.20 mit
einem realen Spannungsmessgerit (Voltmeter) gemessen werden. Dabei ist zu beachten,
dass fast alle Spannungsmessgeridte von einem kleinen Strom durchflossen werden,
der die in Gl. (3.22) berechnete Spannungsteilung beeinflusst und das Messergebnis
verfilscht. Diesen Einfluss kénnen wir erfassen, indem wir das reale Messgerat durch
ein ideales Messgerdt mit unendlich groBem Innenwiderstand und zusétzlich durch
einen parallel geschalteten Widerstand Ry ersetzen.
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R, lUZ R,

Voltmeter

Die Berechnung der resultierenden Spannung U, wird wesentlich vereinfacht, wenn

1

Abbildung 3.20: Belasteter Spannungsteiler

wir die Parallelschaltung der beiden Widerstdinde R, und Ry durch einen neuen

Widerstand R,,, ersetzen und die Spannung U, aus der Reihenschaltung von R; und

par
Ry,q bestimmen
O BBy U O M fiy My (3.24)
par R,+Ry, U R +R,, R(R,+Ry)+R,Ry " ’

Zur Darstellung dieses Ergebnisses werten wir ein Zahlenbeispiel aus. Der Gesamtwider-
stand des Potentiometers soll R, + R, = 10 kQ betragen. In Abhéngigkeit von der Position
des Schleifkontaktes durchlduft der Widerstand R, den Wertebereich 0 < R, <10 kQ.
Die »Abb. 3.21 zeigt das Spannungsverhéltnis (3.24) als Funktion des Widerstandes
R,. Die Gerade entspricht der Gl. (3.22), d.h. dem Sonderfall Ry, — «. Mit kleiner wer-
dendem Widerstand Ry geht die Linearitdt zwischen der Position des Schleifkontaktes
und der Ausgangsspannung U, mehr und mehr verloren. Ideal wére also ein Voltmeter
mit einem unendlich groBen Innenwiderstand.

UZ
U
0,8
f .
0,6
XY
0,4 -
o]
MRy
02 kQ
3 /
0
0 2 4 6 8 10

—» R,/kQ

Abbildung 3.21: Ausgangsspannung am belasteten Spannungsteiler
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3.5.3 Messbereichserweiterung eines Spannungsmessgerates

Ein Anwendungsbeispiel fiir den Spannungsteiler ist die Messbereichserweiterung
eines Voltmeters. Soll mit dem Messgerét in »Abb. 3.22 eine Spannung U gemessen
werden, die die maximal zulédssige Spannung am Voltmeter U,,,, iiberschreitet, dann
kann die zu messende Spannung mit einem in Serie geschalteten Vorwiderstand Rg
heruntergeteilt werden.

Voltmeter

Abbildung 3.22: Voltmeter mit Vorwiderstand

Der Wert des Vorwiderstandes kann mithilfe der Gl. (3.22) berechnet werden

U Ry U
—_— = - Rc = —-1|Ry, . 3.25
U  Rg+Ry $ v (3.25)

max

Beispiel 3.4: Zahlenbeispiel

Ein Voltmeter mit einem Innenwiderstand Ry, = 10 kQ hat einen Messbereich von
maximal 10 V. Welcher Serienwiderstand Rg ist erforderlich, um Spannungen bis
200 V messen zu konnen?

Losung:

Aus der Gl. (3.25) folgt unmittelbar das Ergebnis

Rg =(%—1) 10kQ =190kQ . (3.26)




3.5 Einfache Widerstandsnetzwerke

3.5.4 Der Stromteiler

Zur Aufteilung eines Gesamtstromes in mehrere Teilstrome werden Widerstinde paral-
lel geschaltet. Fiir die Schaltung in »Abb. 3.23 wollen wir das Verhiltnis I,/I, sowie
das Verhaltnis von Ausgangsstrom zu Quellenstrom I,/I bestimmen.

Il
1

oy
T

Abbildung 3.23: Schaltung zur Stromteilung

Mit der gleichen Spannung an den beiden parallel liegenden Widerstdanden gelten
nach dem Ohm'schen Gesetz (2.29) die Beziehungen

U U

IL=— und IL,=—. 3.27
SR ) (3.27)
Mit der Knotenregel (3.7)
I=1,+5,=0| L+ 1 |opfitf (3.28)
B R R R,
erhdlt man die gesuchten Verhéltnisse durch Quotientenbildung
I, R G I R G
a2z und 22 _ 1 = 2 (329)
I, R G, I R +R, G,+G,

Liegt die gleiche Spannung an mehreren parallel geschalteten Widerstdnden,
dann stehen die Stréme im gleichen Verhiltnis wie die Leitwerte, die sie durch-
flieBen.

Die Leistungen an den Widerstdnden verhalten sich wegen der gleichen Spannung
wie die Stréme durch die Widerstdnde und stehen nach Gl. (3.29) im gleichen Verhalt-
nis wie die Leitwerte.
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3.5.5 Messbereichserweiterung eines Strommessgerates

Zur Messung eines Stromes wird das Messgeridt (Ampéremeter) in den Strompfad ge-
schaltet, sein Innenwiderstand R, sollte daher moglichst gering sein, um das Mess-
ergebnis nur wenig zu beeinflussen. Soll ein Strom gemessen werden, der den maximal
zuldssigen Bereich des Amperemeters I, liberschreitet, dann kann der Gesamtstrom
I durch einen parallel geschalteten Widerstand (shunt) heruntergeteilt werden.

Amperemeter

Abbildung 3.24: Ampéremeter mit Parallelwiderstand

Der Wert des Parallelwiderstandes kann mithilfe der Gl. (3.29) berechnet werden

R
Inoe . _fp g - Twa g (3.30)
I  R,+R, T Iy

Beispiel 3.5: Zahlenbeispiel

Ein Ampeéremeter mit einem Innenwiderstand von R, =1 Q hat einen Mess-
bereich von maximal 100 mA. Welcher Parallelwiderstand Rp ist erforderlich,
um Strome bis 1 A messen zu kénnen?

Losung:

Aus der Gl. (3.30) folgt unmittelbar Rp=R,4/9 = 0,11 Q.
\- J

3.5.6 Widerstandsmessung

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, den ohmschen Widerstand R eines Bauteils durch
gleichzeitige Strom- und Spannungsmessung und mithilfe des Ohm'schen Gesetzes zu
bestimmen. Da das Ampéremeter den Strom durch den Widerstand messen soll, muss
es in Reihe zum Widerstand geschaltet werden. Zur Erfassung der Spannung am
Widerstand muss das Voltmeter aber parallel zum Widerstand angeschlossen werden.
Dadurch ergeben sich prinzipiell die beiden in den Abbildungen 3.25 und 3.26 darge-
stellten Moglichkeiten.
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RA
—»-o_:p_@_
IA

Ampéremeter

Abbildung 3.25: Korrekte Spannungsmessung

Bei der Schaltung in »Abb. 3.25 wird die Spannung am Widerstand richtig erfasst, das
Amperemeter misst allerdings nicht nur den Strom Iz durch den Widerstand, sondern
zusitzlich auch noch den Strom I, durch das Voltmeter. Fiir den Widerstandswert R
erhalten wir das Ergebnis

pln__Us __ Uy Uk
In I,-I, I,-Uy/R, I,Ry-U,"

(3.31)
Der Innenwiderstand des Ampéremeters spielt bei dieser Messanordnung keine Rolle.

Im Falle eines idealen Voltmeters Ry — o vereinfacht sich die Gl. (3.31) auf den
Zusammenhang R = Uy/I,, d.h. der Wert R kann direkt aus den beiden Messwerten

berechnet werden.
4%»—@

Amperemeter
U
Voltmeter I,=1,

Abbildung 3.26: Korrekte Strommessung

Bei der alternativen Messanordnung in »Abb. 3.26 wird der Strom durch den Wider-
stand richtig gemessen, allerdings wird jetzt der Spannungsabfall U, am Innenwider-
stand des Ampéremeters bei der Spannungsmessung miterfasst. Den Widerstandswert
erhalten wir aus der Beziehung

Up _Uy Uy _ Uy —BRply
IR IA IA '

R=

(3.32)

In diesem Fall spielt der Innenwiderstand des Voltmeters keine Rolle. Im Falle eines
idealen Ampeéremeters R, — 0 vereinfacht sich die Gl. (3.32) auf den Zusammenhang
R =Uy/l,, d.h. der Wert R kann wieder direkt aus den beiden Messwerten berechnet
werden.

137



Einfache elektrische Netzwerke

Beispiel 3.6: Zahlenbeispiel

Mit einem Ampéremeter mit Innenwiderstand R, = 1 Q und einem Voltmeter mit
Innenwiderstand Ry = 50 kQ soll der Nennwert eines Widerstandes von R = 1 kQ
nachgemessen werden. In beiden Messschaltungen soll eine Spannungsquelle
mit 100 V verwendet werden.

Welche Strom- und Spannungswerte werden gemessen und welche Abweichun-
gen ergeben sich, wenn der Widerstandswert direkt aus den Messwerten be-
stimmt wird?

Losung:
Die Messschaltung 3.25 liefert

100V
I,=——————=0, A d U,=1,-(R|R,/)=99,898V. (3.33
4 Ry + (B]y ) 0,1019 un v A( | V) (3.33)

Der direkt berechnete Widerstand

H=U—V=980,SQQ (3.34)
A
ist um 1,96 % zu klein.
Die Messschaltung 3.26 liefert
Ip=1,= 100V _ 009994 und Uy =100V (3.35)
R,+R

und fiir den direkt aus den Messwerten berechneten Widerstandswert

RzﬁleOLOQ (3.36)
A

einen um 0,1 % zu grof3en Wert.

Aus dem Beispiel kénnen wir zwei Erkenntnisse ziehen:

B Die Fehler sind relativ gering, d.h. die direkte Berechnung von R aus den
Messwerten ist in der Regel hinreichend genau.

B Die zweite Messschaltung erreicht bei dem Zahlenbeispiel eine wesentlich
groBere Genauigkeit. Der Fehler entsteht bei der Spannungsmessung infolge
des Widerstandes R,. Die hohe Genauigkeit ist also eine unmittelbare Folge
des kleinen Verhaltnisses R,/R = 1/1000. Die Schaltung 3.26 wird daher vor-
zugsweise zur Messung groBer Widerstdnde eingesetzt, wobei der Wert R,
gegeniiber R vernachldssigt werden kann. Umgekehrt eignet sich die Schal-
tung 3.25 besonders zur Messung kleiner Widerstdnde, da hier der parallel lie-
gende grofle Wert Ry, ebenfalls vernachldssigbar ist.

- J
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3.6 Reale Spannungs- und Stromquellen

In der Abb. 3.4 haben wir die Schaltzeichen fiir ideale Spannungs- und Stromquellen
definiert. Man kann sich jedoch leicht vorstellen, dass reale Quellen durch die alleinige
Angabe des Spannungs- oder Stromwertes nach Abb. 3.4 nicht vollstindig beschrie-
ben werden kénnen. Wird eine Spannungsquelle durch einen Verbraucher belastet,
dann ruft der Strom innerhalb der Quelle, z.B. an den internen Anschlussleitungen,
einen Spannungsabfall und damit Verluste hervor. Dieser Einfluss wird durch einen
zur idealen Quellenspannung U, in Reihe liegenden Innenwiderstand R; erfasst. In der
Praxis kann die Beschreibung des Quellenverhaltens durch Ersatznetzwerke noch
wesentlich komplizierter werden, insbesondere wenn zeitabhingige Stréme und Span-
nungen betrachtet werden, dies soll uns aber hier nicht weiter beschiftigen.

R,
_U;: I
ol v

Abbildung 3.27: Spannungsquelle mit Innenwiderstand

Die Berticksichtigung der Verlustmechanismen fiihrt auf das in »Abb. 3.27 dargestellte
einfache Ersatzschaltbild (Modell) einer Spannungsquelle. Wird kein Verbraucher
angeschlossen, dann flieBt kein Strom und die an den Anschlussklemmen vorliegende
Spannung U = U; = U, wird als Leerlaufspannung U; (= Quellenspannung) bezeichnet.

Verbindet man die beiden Anschlussklemmen miteinander (Kurzschluss), dann wird
der Kurzschlussstrom

Ie =U, /R, (3.37)

nur durch den Innenwiderstand begrenzt. Die gesamte von der Quelle abgegebene
Energie wird in diesem Fall am Innenwiderstand in Wéarme umgewandelt, d.h. Span-
nungsquellen sollten nicht im Kurzschluss betrieben werden.

Die Spannungsquelle in Abb. 3.27 wird durch Angabe von Leerlaufspannung U; = U,
und Innenwiderstand R; oder durch Angabe von Leerlaufspannung U; = U, und Kurz-
schlussstrom Iy eindeutig beschrieben.

Ein geladener Kondensator, der seine Energie gemdBl Abb. 3.3 an einen Widerstand
abgibt, verhélt sich prinzipiell wie eine Spannungsquelle (vgl. Kap. 3.2). Der Wert der
Spannung ist nach Gl. (1.94) durch die im Kondensator gespeicherte elektrische Ener-
gie gegeben und der Strom durch einen angeschlossenen Widerstand stellt sich in
Abhingigkeit von dem Wert des Widerstandes ein.
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Im Gegensatz dazu werden wir in Kap. 5 als weiteres Bauelement die Spule kennen
lernen, deren Verhalten dem einer Stromquelle vergleichbar ist. In diesem Fall wird
der Strom durch die magnetische Energie in der Spule bestimmt und die Spannung
stellt sich in Abhéngigkeit von dem Wert eines angeschlossenen Widerstandes ent-
sprechend dem Ohm'schen Gesetz ein.

Die »Abb. 3.28 zeigt eine Stromquelle mit dem Quellenstrom I, und dem Innenwider-
stand R;. Da der Strom vorgegeben ist, muss immer ein geschlossener Strompfad vor-
handen sein. Bei gedffneten Anschlussklemmen fliet der gesamte Strom I, durch den
parallel zur Quelle liegenden Innenwiderstand und die von der Quelle abgegebene
Energie wird an R; in Warme umgewandelt, d.h. Stromquellen sollten nicht im Leer-
lauf betrieben werden.

Der an den Anschlussklemmen im Kurzschlussbetrieb zur Verfligung stehende Strom
I= Iy = I, wird als Kurzschlussstrom I (= Quellenstrom) bezeichnet.

Abbildung 3.28: Stromquelle mit Innenwiderstand

Fiir die Leerlaufspannung gilt
UL =IOB1'. (3.38)

Beziiglich ihres Klemmenverhaltens kénnen Spannungs- und Stromquelle ineinander
umgerechnet werden. Dazu muss sichergestellt werden, dass beide Quellen die glei-
che Leerlaufspannung und den gleichen Kurzschlussstrom aufweisen. Beide Forde-
rungen werden erfiillt, wenn der Zusammenhang

Uy = I,R; (3.39)

zwischen Quellenstrom und Quellenspannung gilt. Unter dieser Voraussetzung verhal-
ten sich beide Quellen beziiglich ihrer Anschlussklemmen gleich und der Strom I durch
einen beliebigen Verbraucher R hat in beiden Féllen den gleichen Wert I= Uy/(R + R,).
Das Ergebnis ldsst sich mit den beiden dquivalenten Schaltungen in »Abb. 3.29 leicht
bestétigen.
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Abbildung 3.29: Aquivalente Quellen

An dieser Stelle ist noch ein Hinweis in Bezug auf die beiden Quellen angebracht.
Obwohl an einen beliebigen Widerstand R in beiden Féllen die gleiche Leistung abge-
geben wird, ist das interne Verhalten der Quellen unterschiedlich. Die Ursache liegt
an der unterschiedlichen Verlustleistung an dem jeweiligen Innenwiderstand R;. Im
Leerlauffall wird der Spannungsquelle keine Leistung entnommen, wihrend die
Stromquelle die Leistung U,l, an R; abgibt. Im Kurzschlussfall ist die Situation genau
umgekehrt.

3.7 Wechselwirkungen zwischen Quelle und
Verbraucher

Die Zusammenschaltung von Quellen und Verbrauchern wirft naturgemaf einige Fra-
gen auf. In den folgenden Abschnitten werden die Besonderheiten bei der Verwen-
dung mehrerer Quellen betrachtet und die Fragen nach der maximal von einer Quelle
zur Verfiligung gestellten Leistung sowie nach dem Wirkungsgrad beantwortet.

3.7.1 Zusammenschaltung von Spannungsquellen

In vielen Anwendungen findet man Reihenschaltungen von Spannungsquellen zur
Erhohung der Gesamtspannung oder auch Parallelschaltungen zur Erh6hung des ver-
fiigbaren Stromes oder zur Erhéhung der Kapazitit, z.B. um einen Verbraucher iiber
einen ldngeren Zeitraum mit Energie versorgen zu kénnen.

Die damit zusammenhdngenden Probleme wollen wir an einem einfachen Beispiel
diskutieren. Wir betrachten zwei Spannungsquellen mit den gleichen Innenwider-
stinden R;, aber mit unterschiedlichem Ladezustand. Aus den beiden parallel geschal-
teten Quellen mit den Leerlaufspannungen U,, und U, soll ein Verbraucher R mit
Energie versorgt werden (»Abb. 3.30).
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~yY

Abbildung 3.30: Parallel geschaltete Spannungsquellen

Aus den Kirchhoff'schen Gleichungen folgen unmittelbar die Zusammenhénge

(3.7) (3.4) (3.4)
U=RI = R(Il+12) = Uyy—R, = U,y,—Rl,, (3.40)

aus denen die beiden Strome

B 1
R?+2RR;

1

.:(H1+R) U1U_RUZO] und IZ :m

I [(R;+R) Uy —RU,, | (3.41)
berechnet werden kénnen. Die Richtigkeit dieser Ergebnisse kann durch Einsetzen der
Gln. (3.41) in (3.40) leicht bestétigt werden. Setzen wir als Beispiel die Zahlenwerte
Ujp=12,8V, Uy, =11,8 V, R;=1 Qund R =20 Q ein, dann nehmen die beiden Strome
die Werte I; = 0,8 A und I, =-0,2 A an. Infolge der unterschiedlichen Leerlaufspan-
nungen wird in dem betrachteten Netzwerk die Quelle 2 zum Verbraucher. Die aus der
Spannungsquelle U,, entnommene Energie wird teilweise an den Widerstand R abge-
geben und teilweise zum Nachladen der zweiten Spannungsquelle U,, verwendet.
Eine gleichmébBig aufgeteilte Energieabgabe ist nur mdéglich bei identischen Quellen.

Fassen wir die Ergebnisse zusammen:

B Die Leistungsabgabe von parallel geschalteten Spannungsquellen ist unterschiedlich,
wenn die Leerlaufspannungen oder die Innenwiderstdnde unterschiedlich sind.

B Tn einem Netzwerk mit mehreren Quellen kann ein Teil der Quellen als Verbraucher
wirken, wenn sie ndmlich die von anderen Quellen abgegebene Energie aufnehmen.
Dieser Zustand ist gewollt beim Nachladen einer Batterie.

3.7.2 Leistungsanpassung

Eine weitere wichtige Frage im Zusammenwirken von Quelle und Verbraucher ist die
Frage nach der maximal von einer Quelle zur Verfiigung gestellten Leistung. Aus-
gehend von der Schaltung in »Abb. 3.31, in der ein Verbraucher (Lastwiderstand) Ry,
an eine durch die Leerlaufspannung U, und den Innenwiderstand R; charakterisierte
Spannungsquelle angeschlossen ist, soll die Bedingung fiir maximale Leistungsabgabe
an den Verbraucher abgeleitet werden.
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Abbildung 3.31: Berechnung der maximalen Ausgangsleistung

Gesucht ist also derjenige Wert fiir R;, fiir den die Leistung P; an diesem Verbraucher
den Maximalwert erreicht. Fiir die Leistung gilt mit Gl. (2.49)

2
U,
P =I’R, = o | R;. 3.42
L L [ R + HLJ L (3.42)
Die maximale Leistung in Abhéngigkeit von dem Wert R; erhédlt man aus der Forde-
rung nach dem Verschwinden der ersten Ableitung

!
dp, 2 d By =U,? Bi— Ry =0. (3.43)

=U, =
R, ° dR, (Ri+Ry)" ’ (R +Ry)’

Daraus folgt unmittelbar

R, =R, . (3.44)

Eine Gleichspannungsquelle gibt die maximale Leistung bei Widerstandsanpas-
sung R; = R; ab.

Die maximale Ausgangsleistung (verfiigbare Leistung) betrdgt dann mit GI. (3.42)

U,>
P, == §
L max 4R.

1

(3.45)

Das Verhiltnis aus der an den Widerstand R; abgegebenen Leistung (3.42) zu der ver-
fiigbaren Leistung (3.45)
P, 4RR; 4R, /R,

= = 3.46)
Pimex (R +R,)° (1+R,/R;)* (

ist fiir den gesamten Wertebereich zwischen Kurzschluss und Leerlauf 0 < R; < « in
»Abb. 3.32 dargestellt.
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Zur besseren Ubersicht wird auf der Abszisse aber nicht der Wertebereich von R; zwi-
schen Null und Unendlich aufgetragen. Das Ergebnis ldsst sich namlich anschaulicher
darstellen, wenn der von der Quelle abgegebene Strom

1=—"o

= 3.47

fiir die Achseneinteilung verwendet wird. Dieser Strom nimmt seinen Maximalwert

Uy

Imax = R—l (348)
im Kurzschlussfall, d.h. bei R; = 0 an. Das Verhiltnis der beiden Stréme
r __ R _ 1 (3.49)
Inox Ri+R, 1+R;/R;

dndert sich also von 0 auf 1, wenn sich der Lastwiderstand von Leerlauf (R; = ») auf
Kurzschluss (R;, = 0) reduziert.

1
P

/ \
P
Lmax 0,8

b
N \

0 t
0,2 0,4 0,6 0,8

A
=R,

JE—

| > o
> -

Il
(=

I
Imax

Abbildung 3.32: Normierte Ausgangsleistung als Funktion des normierten Stromes

Die Kurve in Abb. 3.32 ldsst sich leicht berechnen, indem fiir verschiedene Zahlen-
verhéltnisse R;/R; mit Gl. (3.49) der Abszissenwert und mit Gl. (3.46) der jeweils zuge-
horige Ordinatenwert berechnet wird. Alternativ kann auch die GI. (3.49) nach dem
Widerstandsverhdltnis R;/R; aufgelost und das Ergebnis in Gl. (3.46) eingesetzt werden.
Damit erhdlt man direkt den gesuchten Zusammenhang

P, _ 4l (1_11 J (3.50)

P, Lmax I max max
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Die drei interessantesten Zustdnde, ndmlich Leerlauf, Widerstandsanpassung und
Kurzschluss sind in der Abbildung besonders gekennzeichnet. Bei Widerstandsanpas-
sung R; = R; nimmt die Ausgangsleistung ihren Maximalwert P; = P; ... an. Weicht
der Widerstand R; von dem Wert R; ab, dann wird weniger Leistung von der Quelle an
den Verbraucher abgegeben. An den beiden Grenzen Leerlauf und Kurzschluss ver-
schwinden entweder Strom oder Spannung am Verbraucher, so dass die Leistung
P; = Ul ebenfalls in beiden Fillen verschwindet.

3.7.3 Wirkungsgrad

Mit kleiner werdendem Lastwiderstand in Abb. 3.31 steigt der Strom kontinuierlich
an. Obwohl die von der Quelle gelieferte Leistung

(3'45);[3‘48) 4PILmax I Pges -4 I

P =U,l

s (3.51)

max P, Lmax I max

damit ebenfalls ansteigt, nimmt die Leistung am Verbraucher in dem Bereich R; < R;
nach Abb. 3.32 kontinuierlich ab. In »Abb. 3.33 sind sowohl die Verbraucherleistung
Py als auch die von der Quelle abgegebene Leistung P,,, mit dem gleichen Bezugswert
Py max dargestellt. Die Differenz zwischen den beiden Kurven entspricht der an dem
Innenwiderstand der Quelle entstehenden Verlustleistung.

4
3 Pges
PLmax
2
PL
1 Lmax __|
0 i
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
R = =R, I =0

—»

I

max

Abbildung 3.33: Von der Quelle abgegebene und vom Verbraucher aufgenommene Leistung

In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage nach dem Wirkungsgrad 7. Darunter
versteht man das Verhéltnis von der an dem Lastwiderstand verbrauchten Leistung
(Nutzleistung) zu der gesamten von der Quelle abgegebenen Leistung

(2.49) 2 .
n=-Ltq00% = — TR 1000p- Bo/Bi

1100% . 3.52
Py I*(R; +Ry) 1+R, /R (3.52)
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Setzt man die nach dem Widerstandsverhéltnis R;/R; aufgeloste Beziehung (3.49) in
Gl. (3.52) ein, dann kann der Wirkungsgrad als Funktion des Stromverhéltnisses ange-
geben werden

n=[l— I ).100%. (3.53)

Diese linear abfallende Funktion ist in »Abb. 3.34 dargestellt. Man erkennt, dass der
Wirkungsgrad mit zunehmendem Strom aus der Quelle geringer wird. Bei Wider-
standsanpassung betrdgt der Wirkungsgrad nur 50 %, d.h. am Innenwiderstand der
Quelle wird genau so viel Leistung verbraucht wie am Lastwiderstand (vgl. auch
Abb. 3.33).

% 80

b

40

20

| > o

Abbildung 3.34: Wirkungsgrad

Die Wirkungsgradfrage ist von besonderem Interesse bei Energielibertragungssyste-
men. Die im Kraftwerk erzeugte Energie soll mdglichst verlustarm zum Verbraucher
transportiert werden. Bei vorgegebener Verbraucherleistung P; = UI und ebenfalls vor-
gegebenem Innenwiderstand R; (dazu gehort nicht nur der Innenwiderstand des Gene-
rators, sondern auch der gesamte Widerstand der Ubertragungsleitungen) lésst sich
der Wirkungsgrad steigern, wenn der Strom moglichst klein und als Konsequenz die
Spannung entsprechend groB wird. In der Praxis erfolgt die Energielibertragung auf
Hochspannungsleitungen mit Spannungen im Bereich von einigen hundert kV.
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3.8 Das Uberlagerungsprinzip

Enthilt eine Schaltung mehrere Quellen, dann kénnen die Stréme und Spannungen in
den einzelnen Zweigen des Netzwerks durch die Uberlagerung von Teillsungen
berechnet werden. Voraussetzung dafiir ist, dass an den einzelnen Netzwerkelementen
lineare Beziehungen zwischen Strom und Spannung gelten. Zur Berechnung einer
Teillosung wird nur eine einzige Quelle betrachtet, die anderen Quellen werden zu
Null gesetzt. Fiir diese Quelle wird dann die Netzwerkanalyse durchgefiihrt, d.h. es
werden die Strome und Spannungen in den interessierenden Zweigen berechnet.

Bei dieser Vorgehensweise muss sichergestellt werden, dass nach der Uberlagerung der
Teillosungen in jedem Zweig, der eine Stromquelle enthilt, genau der vorgegebene
Quellenstrom flieBt und dass in jedem Zweig mit einer Spannungsquelle genau die
vorgegebene Spannung vorliegt. Bei der Uberlagerung diirfen keine zusitzlichen
Strome zu einer Stromquelle und keine zusédtzlichen Spannungen zu einer Span-
nungsquelle addiert werden. Nullsetzen der Quellen bedeutet also, dass eine Span-
nungsquelle durch einen Kurzschluss (keine Spannung in dem Zweig, d.h. U = 0) und
eine Stromquelle durch einen Leerlauf (kein Strom in dem Zweig, d.h. I=0) ersetzt
wird (vgl. die normgerechten Schaltsymbole in Abb. 3.4).

Ist die Netzwerkanalyse in dieser Weise fiir jede Quelle einzeln durchgefiihrt, dann ist
der gesamte Strom in einem Zweig des Netzwerks bei Vorhandensein aller Quellen
gleich der Summe aller vorher berechneten Teilstrome in diesem Zweig.

Zur Veranschaulichung der Vorgehensweise betrachten wir das Netzwerk in »Abb. 3.35
mit jeweils einer Strom- und einer Spannungsquelle. Wir wollen mit der beschriebenen
Methode den Strom I, durch den Widerstand R, berechnen. (Zum Vergleich kann das
Netzwerk auch durch Aufstellung von Maschen- und Knotengleichungen direkt geldst
werden.)

1 Py

~
o

Abbildung 3.35: Uberlagerung von Quellen

In der ersten Teillgsung soll der Beitrag der Spannungsquelle U, zum gesuchten Strom
berechnet werden. Wird die Stromquelle durch einen Leerlauf ersetzt, dann vereinfacht
sich das Netzwerk, wie in »Abb. 3.36a dargestellt. Der Strom I,, durch den Widerstand R,
kann fiir diese Teillosung mit dem Ohm'schen Gesetz unmittelbar angegeben werden
__U
"R +R,”

2a (3~54)
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1 P

Abbildung 3.36: Netzwerke fiir die beiden Teilldsungen

In der zweiten Teillosung wird nur die Stromquelle I betrachtet, wobei die Spannungs-
quelle durch einen Kurzschluss ersetzt werden muss. Das resultierende Netzwerk in
»Abb. 3.36b ist aber identisch zu dem Stromteiler in Abb. 3.23, so dass der Strom
durch R, mit Gl. (3.29) ebenfalls direkt angegeben werden kann

Ly, = ) (3.55)

Damit ist der Gesamtstrom fiir das Ausgangsnetzwerk in Abb. 3.35 bekannt

U, + R, 1,

L=Ly+1= R +R
1+ 1y

(3.56)
Am Anfang dieses Abschnitts haben wir als Voraussetzung fiir die Uberlagerung einen
linearen Zusammenhang zwischen Strom und Spannung an den Komponenten gefor-
dert. Als Gegenbeispiel betrachten wir die Gleichung fiir die Leistung an dem Wider-
stand R,, in der der Strom nicht mehr linear, sondern quadratisch vorkommt

(249) 2 2 2 2
By = LRy =(Ipy+1p)" By = (Lo’ + 2Ll + 1% ) By - (3.57)

Bei linearer Uberlagerung der einzelnen Beitrige fillt das gemischte Glied weg

(3.57) !
Pyt Py, = Ly’Ry + I*Ry = Py—2Ip IR, # P (3.58)

und man erhilt ein falsches Ergebnis.

Wegen des nichtlinearen Zusammenhangs zwischen Strom und Leistung darf die
Leistung an einem Widerstand nicht durch Summation der Teilleistungen infolge
der Teilstrome berechnet werden.
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3.9 Analyse umfangreicher Netzwerke

Nachdem wir uns in den bisherigen Kapiteln ausschliellich mit sehr einfachen Netz-
werken beschiftigt haben, wollen wir uns jetzt den Fragen im Zusammenhang mit der
Analyse umfangreicher Netzwerke zuwenden. Diese konnen Spannungsquellen, Strom-
quellen und Widerstdnde enthalten. Wir werden den folgenden Betrachtungen lineare
Netzwerke zugrunde legen, d.h. an allen im Netzwerk vorhandenen Widerstdnden sind
Spannung und Strom proportional zueinander. Die Gleichungen zur Beschreibung der
Netzwerke sind dann ebenfalls linear. Unabhéngig von dieser Einschrinkung gelten
die folgenden Uberlegungen allgemein auch fiir nichtlineare Netzwerke. Der Unter-
schied besteht lediglich in dem erh6hten mathematischen Aufwand bei der Auflésung
der sich ergebenden nichtlinearen Gleichungssysteme.

Ausgangspunkt fiir die weiteren Betrachtungen ist die Schaltung in Abb. 3.6. Wir haben
bereits in Kap. 3.4 festgestellt, dass wir mithilfe des Ohm'schen Gesetzes die Anzahl
der Unbekannten auf die Anzahl der Zweipole reduzieren kénnen. An jedem Wider-
stand bleibt entweder Spannung oder Strom unbestimmt, an einer Spannungsquelle
ist der Strom unbekannt und an einer Stromquelle die Spannung. In »Abb. 3.37 sind
einige Beispiele fiir zusammengesetzte Zweipole dargestellt. Auch in diesen Fillen
verbleibt immer genau eine Unbekannte. Ist beispielsweise der Strom im mittleren
Zweipol bekannt, dann lésst sich daraus die Spannung am Widerstand berechnen.

R, lUﬁH]I R lU=BI lUO

Abbildung 3.37: Zweipolnetzwerke

Unabhéngig von dem Aufbau der Zweipole kénnen wir feststellen, dass ihre Anzahl
in einem Netzwerk identisch ist mit der Anzahl der unbekannten GréBen. In der Netz-
werktheorie spricht man allgemein von Zweigen und meint damit die beliebig zusam-
mengesetzten Zweipole, die zwischen zwei Knoten des Netzwerks liegen. Fassen wir
die bisherigen Ergebnisse noch einmal zusammen:

B Unter Zuhilfenahme der an den Komponenten geltenden Beziehungen zwischen
Strom und Spannung’ kann die Anzahl der unbekannten Stréme und Spannungen
fiir jeden Zweig auf eine Unbekannte reduziert werden.

7  Bisher verwenden wir nur das Ohm'sche Gesetz am Widerstand, spédter kommen entsprechen-
de Beziehungen an anderen Komponenten wie z.B. am Kondensator hinzu.
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B Setzt sich ein Netzwerk aus z Zweigen zusammen, dann werden genau z linear
unabhéngige Gleichungen zur Bestimmung der verbleibenden Unbekannten benétigt.

B Zur Aufstellung der Gleichungen stehen uns die Kirchhoff'schen Sétze, ndmlich
die Maschenregel (3.4) und die Knotenregel (3.7) zur Verfiigung.

Die vor uns liegende Aufgabe besteht offenbar darin, mithilfe einer systematischen
Vorgehensweise genau z linear unabhéngige Gleichungen aufzustellen. Eine Gleichung
ist allgemein linear unabhdngig von anderen Gleichungen, wenn sie sich nicht durch
lineare Uberlagerung wie Addition oder Subtraktion aus den anderen Gleichungen
herleiten ldsst. Am einfachsten lédsst sich diese Eigenschaft erkennen, wenn eine Glei-
chung eine GroBe enthilt, die in den anderen Gleichungen nicht vorkommt.

Die schematisierte Vorgehensweise bei der Netzwerkanalyse erfolgt in mehreren Teil-
schritten, die wir am Beispiel der ausgewéhlten Schaltung nach Abb. 3.6 nacheinan-
der betrachten wollen.

1. Schritt: Darstellung des Netzwerkgraphen

Das Netzwerk wird ohne die Komponenten nochmals dargestellt. In dieser als Netz-
werkgraph bezeichneten Darstellung in »Abb. 3.38 ist die Struktur des Netzwerks,
d.h. welche Zweige an welchen Knoten miteinander verbunden sind, besonders gut
zu erkennen.

Kl I1 KZ
Al Y,
I 1,
K, L K,

Abbildung 3.38: Netzwerkgraph

2. Schritt: Festlegung der Zahlrichtungen

Fir jeden Zweig ohne Quelle wird vereinbart, in welcher Richtung der Strom positiv
gezihlt werden soll. Diese Festlegung ist willkiirlich und hat keinen Einfluss auf das
Ergebnis, sie muss aber fiir die gesamte Analyse konsequent beibehalten werden. Die
tatsdchliche Stromrichtung ist erst nach Auflésung des Gleichungssystems bekannt.
Hat der Strom einen positiven Wert, dann stimmt seine tatsdchliche Richtung mit der
gewdhlten Richtung iiberein, hat er dagegen einen negativen Wert, dann fliet er ent-
gegengesetzt zur gewdhlten Richtung. Die Zahlrichtung fiir die Spannung wird am
Verbraucher in Richtung des Stromes gewihlt.
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Bei Spannungsquellen wird die Spannung, bei Stromquellen der Strom in der von der
Quelle vorgegebenen Richtung gezdhlt. Die Richtung des Stromes bei einer Spannungs-
quelle und die Richtung der Spannung bei einer Stromquelle kénnen frei gewéhlt
werden. Befindet sich nur eine Quelle in einem Zweig, dann empfiehlt sich die Ver-
wendung des Generatorzdhlpfeilsystems.

3. Schritt: Aufstellung der Knotengleichungen

Zur Vermeidung linear abhéngiger Gleichungen betrachtet man iiblicherweise nur
Knoten entsprechend Abb. 3.8, in denen keine Komponenten enthalten sind. Wir
haben ndmlich bereits in den Abbildungen 3.8 und 3.9 festgestellt, dass scheinbar
unterschiedliche Knoten auf identische und damit linear abhdngige Gleichungen fiih-
ren. Unter Beriicksichtigung dieser Einschriankung besitzt das zu betrachtende Netz-
werk in Abb. 3.38 die eingezeichneten vier Knoten. Da die Summe aller Strome in
allen Knoten immer Null ergibt, ist eine der Knotengleichungen linear von den ande-
ren drei abhédngig. Allgemein gilt: Besitzt ein Netzwerk k Knoten, dann kénnen immer
k-1 linear unabhidngige Knotengleichungen aufgestellt werden. Die Auswahl des
nicht zu beriicksichtigenden Knotens hat keinen Einfluss auf das Ergebnis. Fiir das
betrachtete Beispiel gilt

K;: Iy-1, -1, =
K,: I, -I; -I;=0 (3.59)
K =1, +I3+1, =0

Die lineare Unabhéngigkeit dieser Gleichungen erkennt man unmittelbar daran, dass
in jeder Gleichung ein Strom enthalten ist, der in den anderen Gleichungen nicht auf-
tritt. Auf der anderen Seite ist die lineare Abhéngigkeit der Gleichung am Knoten K,
leicht zu tiberpriifen, da diese Gleichung identisch ist zur Summe der bereits angege-
benen Gleichungen.

4. Schritt: Aufstellung der Maschengleichungen

Die Anzahl m der noch benoétigten Maschengleichungen betrdgt m =z — (k—1). Im
betrachteten Beispiel miissen somit m = 6 — 3 unabhidngige Maschengleichungen auf-
gestellt werden. Wahrend die Aufstellung der k-1 Knotengleichungen voéllig un-
problematisch ist, miissen bei der Auswahl der Maschen bestimmte Vorgehensweisen
eingehalten werden. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Maschen so auszuwéh-
len, dass die resultierenden Gleichungen zwangsldufig linear unabhdngig sind. Die
unterschiedlichen Methoden laufen im Prinzip darauf hinaus, sicherzustellen, dass in
jeder Masche ein Zweig enthalten ist, der in keiner anderen Masche vorkommt. Im
Folgenden werden zwei unterschiedliche Methoden vorgestellt.
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Die erste Methode wird als vollstandiger Baum bezeichnet. Zunédchst werden alle k
Netzwerkknoten entlang der Zweige so miteinander verbunden, dass keine geschlos-
sene Masche entsteht. Bei k Knoten werden genau k — 1 Zweige fiir die Verbindungen
benétigt. Die »Abb. 3.39 zeigt nur zwei der Moglichkeiten, fiir das gegebene Netzwerk
einen vollstdndigen Baum zu konstruieren.

K, K, K, K,

K, K, K, K,
Abbildung 3.39: Vollstandiger Baum

Von den insgesamt z Zweigen des Netzwerks gehoren damit k — 1 Zweige zu dem voll-
stdndigen Baum und z — (k — 1) = m Zweige, die so genannten Verbindungszweige, sind
unabhidngig von dem vollstdndigen Baum. Da die Anzahl der Verbindungszweige
identisch ist zu der noch bené&tigten Anzahl unabhéngiger Maschengleichungen, wer-
den die Maschen jetzt so gewéhlt, dass jeder Verbindungszweig in genau einer Masche
enthalten ist. Dazu muss jeder Verbindungszweig iiber den vollstindigen Baum zu
einer Masche geschlossen werden. Die Vorgehensweise wird am rechten Beispiel der
Abb. 3.39 demonstriert.

Abbildung 3.40: Aufstellung der Maschengleichungen beim vollsténdigen Baum

Die drei in der »Abb. 3.40 dargestellten Maschen fiihren auf die Gleichungen

M;: U +Us = U,
M, : U, + U, -Us =0 (3.60)
M;: -Us+U,+Us = Uy .

Zusammen mit den Ohm'schen Beziehungen an den fiinf Widerstdnden liegen jetzt elf
Gleichungen zur Bestimmung aller unbekannten Stréme und Spannungen in dem



3.9 Analyse umfangreicher Netzwerke

Netzwerk vor®. Zur Reduzierung des Gleichungssystems kénnen die Zweigspannungen
in Gl. (3.60) mithilfe des Ohm'schen Gesetzes durch die Zweigstrome ersetzt werden

M,: R + R, = U,
M, : R, + R,l, ~RJ, = 0 (3.61)
M, : — Ry, + R, + RJ; = U, .

Mit den Gleichungen (3.59) und (3.61) liegen jetzt genau z = 6 Bestimmungsgleichun-
gen vor, aus denen alle Zweigstréme I ... I; eindeutig berechnet werden kénnen. Mit
den Stromen sind auch alle Zweigspannungen bekannt und das Problem ist vollstédn-
dig gelost.

Wir wollen noch eine zweite Methode zur Aufstellung der Maschengleichungen vor-
stellen, die als Auftrennung der Maschen bezeichnet wird. Die Vorgehensweise ist rela-
tiv einfach. Man wihlt einen beliebigen Maschenumlauf und stellt die zugehdrige
Gleichung auf. Diese Masche wird jetzt an einem beliebigen Zweig aufgetrennt, der in
den folgenden Maschen nicht mehr verwendet werden darf.

K, K, K, K, K, K,

K 4 K 3 K4 KS K4 KS
Abbildung 3.41: Auftrennung der Maschen

Ausgehend von dem verbleibenden Netzwerk stellt man wieder eine Maschenglei-
chung auf und trennt diese Masche ebenfalls auf. Die fortgesetzte Anwendung dieser
Methode liefert ebenfalls die bendtigten m =z - (k—1) Gleichungen. Die lineare
Unabhingigkeit dieser Gleichungen ist leicht einzusehen. Beginnt man die Uberprii-
fung bei der zuletzt aufgestellten Beziehung, dann erkennt man unmittelbar, dass die
jeweils zuvor aufgestellte Gleichung einen weiteren Zweig enthélt, der nachher nicht
mehr verwendet wurde, d.h. jede Gleichung ist infolge der Maschenauftrennung
zwangsldufig linear unabhéngig von den nachfolgend aufgestellten Gleichungen.

8 BeizZweigen liegen normalerweise 2z Unbekannte vor (z Strome und z Spannungen). Da aber
in dem betrachteten Beispiel ein Zweig nur eine Quelle mit bereits bekannter Spannung ent-
halt, reduziert sich die Anzahl der Unbekannten um 1.
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ZUSAMMENFASSUNG

Zur Analyse elektrischer Netzwerke werden den Strémen und Spannungen Zahl-
pfeile zugeordnet (nicht zu verwechseln mit Vektoren). Eine positive Spannung in
Richtung des Zahlpfeils zeigt in Richtung der elektrischen Feldstarke. Ein positiver
Strom in Richtung des Zahlpfeils zeigt in Richtung der Bewegung positiver Ladungs-
trager (entgegengesetzt zur Elektronenbewegung).

Die Analyse elektrischer Netzwerke erfolgt mithilfe der Kirchhoff'schen Gleichun-
gen. Das Verschwinden des Umlaufintegrals der elektrischen Feldstarke im zeitlich
nicht veranderlichen Feld fiihrt auf die Maschenregel: Die Summe aller Spannungen
beim Umlauf in einer geschlossenen Masche ist Null.

Das Verschwinden des Integrals der Stromdichte iiber eine geschlossene Hiillfliche
fihrt auf die Knotenregel: Die Summe aller zu einem Knoten hinflieBenden Strome
ist gleich der Summe aller von dem Knoten wegflieBenden Stréme.

Kondensatoren verhalten sich ahnlich wie Spannungsquellen, Spulen dagegen
wie Stromquellen. Strom- und Spannungsquellen kénnen ineinander umgerechnet
werden und verhalten sich dann im Hinblick auf einen angeschlossenen Verbraucher
gleich.

Maximale Leistung an einem Verbraucher stellt sich ein, wenn Verbraucherwiderstand
und Innenwiderstand der Quelle gleich sind. Der Wirkungsgrad betragt in diesem Fall
50 %.

Bei linearen Netzwerken darf das Uberlagerungsprinzip angewendet werden, d.h.
das Netzwerk wird fiir jede Quelle separat berechnet und die Strome und Spannungen
in den Zweigen werden anschlieBend addiert. Die jeweils nicht beriicksichtigten
Quellen werden zu Null gesetzt (Spannung gleich Null bedeutet Kurzschluss, Strom
gleich Null bedeutet Leerlauf).

Bei k Knoten im Netzwerk kénnen k — 1 linear unabhangige Knotengleichungen auf-
gestellt werden. Bei der Aufstellung der fehlenden linear unabhangigen Maschenglei-
chungen kann auf standardisierte Verfahren (vollstandiger Baum, Auftrennung der
Maschen) zuriickgegriffen werden.



Ubungsaufgaben

Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1 Netzwerkberechnung
Lésungen

Abbildung 3.42: Gleichspannungsnetzwerk
1. Bestimmen Sie den von der Quelle abgegebenen Strom I in Abhéngigkeit von

Uund R.

2. Berechnen Sie die von der Quelle abgegebene Gesamtleistung fiir U= 100 V
und R=125 Q.

3. Wie teilt sich diese Leistung auf die einzelnen Widerstdnde auf?

Aufgabe 3.2 Briickenschaltung

'
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Abbildung 3.43: Briickenschaltung

In dem gegebenen Netzwerk konnen die beiden Widerstdnde R, und R; synchron

in dem Wertebereich 0 ... 50 Q eingestellt werden. Die Quellenspannung betrégt

U,=30V.

1. Welchen Wert miisste R; aufweisen, damit er bei der Einstellung R, = R; = 30 Q
maximale Leistung aufnimmt?

2. Wie groB ist in diesem Fall der Wirkungsgrad (Verhéltnis der Leistung an R;
zur gesamten von der Quelle abgegebenen Leistung)?

3. Stellen Sie die Leistung an R; fiir den in 1. ermittelten Wert in Abhéngigkeit
von R, = Ry dar.
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Aufgabe 3.3 Netzwerkberechnung

Ein Potentiometer mit Widerstand R liegt an einer Gleichspannung U= 100 V.
Am Spannungsabgriff liegt im unbelasteten Zustand eine Spannung von 50 V.

1kQ

Abbildung 3.44: Belasteter Spannungsteiler

Wie groll muss der Spannungsteilerwiderstand R gewdhlt werden, damit sich die
Spannung bei der Belastung mit 1 kQ um maximal 1 % verringert?

Aufgabe 3.4 Uberlagerungsprinzip und Leistungsbilanz

R=1Q

 — A\IZZA
-
U0=3Vl Ug *

Abbildung 3.45: Netzwerk mit mehreren Quellen

1. Berechnen Sie die Spannungen in dem Netzwerk mithilfe des Uberlagerungs-
prinzips.

2. Stellen Sie eine Leistungsbilanz auf, indem Sie die aufgenommenen bzw. ab-
gegebenen Leistungen des Verbrauchers und der Quellen berechnen.

Aufgabe 3.5 Netzwerkberechnung

Gegeben ist das folgende RC-Netzwerk mit einer Gleichspannungsquelle U.

Abbildung 3.46: Gleichspannungsnetzwerk

1. Berechnen Sie die Spannungen U, und U, in Abhédngigkeit von U.

2. Welche Energien W, und W, sind in den beiden Kondensatoren gespeichert?

3. Welche Leistung gibt die Quelle an die Widerstidnde ab?

- J
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Stromleitung im Vakuum
Stromleitung in Gasen
Stromleitung in Fliissigkeiten
Ladungstransport in Halbleitern
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Einfihrung

) In Kapitel 2.4 haben wir uns bereits mit der Ladungstragerbewegung im metalli-

schen Leiter beschiftigt. Das Ergebnis war der als Ohm'sches Gesetz bezeichnete
lineare Zusammenhang zwischen Stromdichte und Feldstdarke bzw. zwischen Strom
und Spannung. In den folgenden Abschnitten sollen die Bewegungen der Ladungstra-
ger im Vakuum — ein praktisches Beispiel ist die Ablenkung eines Elektronenstrahls in
der Bildrohre — und in Gasen etwas genauer betrachtet werden. Der Stromdurchgang
durch einen Elektrolyten, eine Fliissigkeit, in der bewegliche Ionen vorhanden sind,
ist mit chemischen Verdnderungen verbunden. Dieser als Elektrolyse bezeichnete Vor-
gang wird z.B. zur Metallgewinnung oder zum Galvanisieren eingesetzt. Einen <<
weiteren wichtigen Abschnitt bildet der Ladungstransport in Halbleitern.

LERNZIELE

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels und dem Lésen der Ubungsaufgaben werden
Sie in der Lage sein,

B die Beschleunigung von Ladungstrdagern im Vakuum durch elektrische Felder
zu berechnen,

B mithilfe der Faraday'schen Gesetze die Stromleitungsmechanismen in Fliissig-
keiten zu untersuchen,

B den Ladungstransport in Halbleitern und das Verhalten an einem pn-Ubergang
zu verstehen sowie

B die Strom-Spannungs.-Kennlinie einer Diode zu erklaren.



4.1 Stromleitung im Vakuum

4.1 Stromleitung im Vakuum

Als einfachsten Sonderfall untersuchen wir die Bewegung von Elektronen im homo-
genen elektrischen Feld. Zur Erzeugung des homogenen Feldes verwenden wir den
Plattenkondensator aus Abb. 1.20, bei dem das Streufeld am Rand wieder vernach-
lassigt werden soll. Die beiden Platten werden an eine dullere Spannungsquelle ange-
schlossen, die die abflieBenden Ladungstrdger nachliefert und die Spannung zwi-
schen den Platten konstant halt. Weiterhin nehmen wir zwischen den Platten Vakuum
an oder zumindest eine derart geringe Anzahl von Restatomen bei der Herstellung des
Vakuums, dass die Ladungstrdgerbewegung nicht durch Zusammenstéfe mit Atomen
beeinflusst wird.

Anode

——(F FF F FF+ T FF F)

A

Katode
Abbildung 4.1: Elektronenbewegung im homogenen Feld

Fiir die homogene Feldstdarke zwischen den Platten gilt nach »Abb. 4.1

= .U
E:—eyg. (41]

Ein Elektron der Elementarladung —e und der Ruhemasse m,, das sich zum Zeitpunkt
t=0 an der Stelle y =0, d.h. unmittelbar oberhalb der negativ geladenen Elektrode
(Katode) befindet, erfdhrt nach dem Coulomb'schen Gesetz eine Kraft in Richtung auf
die positiv geladene Elektrode (Anode)

-3 _@1)_ ey _
F = —eE = eYTZGYF' (42)

Mit der Bezeichnung a fiir die Beschleunigung kann diese Kraft nach den Gesetzen

der Mechanik auch in der Form

eU
myd

Fzmoazﬂ - a= (4.3)
d
geschrieben werden, aus der sich unmittelbar ein konstanter Wert fiir die Beschleuni-
gung ergibt. Die Geschwindigkeit v des Elektrons steigt linear mit der Zeit an
dv eU
a=

= — N Vv =
dt myd

t (4.4)
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und fiir den in der Zeit t zuriickgelegten Weg findet man das Ergebnis

d t
vy - yz.[vdt:—
0

2. (4.5)
dt 2 myd

Aus der Gl. (4.5) kann die Position des Teilchens y zu jedem Zeitpunkt f bestimmt
werden. Um die von der Koordinate y abhédngige Geschwindigkeit v(y) zu ermitteln,
muss die nach der Zeit t aufgeldste Gl. (4.5) in die Beziehung fiir die Geschwindigkeit

(4.4) eingesetzt werden
ey
= [2U—= . 4.6
v(y) ,/ e d (4.6)

An der Anode y = d, d.h. nach Durchlaufen der Gesamtspannung U, erreicht das Elek-
tron seine maximale Geschwindigkeit

v= fomi. (4.7)
0

Wird ein Elektron aus der Ruhelage mit vy = 0 auf die Geschwindigkeit v beschleunigt,
dann betrdgt der Zuwachs an kinetischer Energie

W:%mUV2 = eU. (4.8)

Durchlduft ein Teilchen mit der Elementarladung e eine Potentialdifferenz von 1V,
dann erfdhrt es einen Energiezuwachs von 1 eV (= 1 Elektronenvolt).

Beispiel 4.1: Zahlenbeispiel

Welche Spannung muss ein Elektron der Ruhemasse mg = 0,91-107% kg durchlau-
fen, wenn es aus der Ruhelage auf eine Endgeschwindigkeit von 3 000 km/s (= 1%
der Lichtgeschwindigkeit) beschleunigt werden soll?

Losung:

Nach Gl. (4.8) und mit den Umrechnungen nach Tab. D.2 gilt

1 1 20,9110k
U=-v2T0 = —g.1012 2 8 =2556V. (4.9)
2 e 2 s“ 1,602-107"" As




4.1 Stromleitung im Vakuum

Das Ergebnis aus dem Beispiel zeigt, dass die Geschwindigkeit der Elektronen im
Vakuum um viele GréBenordnungen iiber der Driftgeschwindigkeit in einem Leiter
liegt (vgl. Beispiel 2.1). Da auBerdem schon bei kleinen durchlaufenen Spannungen
extrem hohe Geschwindigkeiten erreicht werden, muss unter Umstdnden die Massen-
zunahme nach der Relativitdtstheorie beriicksichtigt werden. Mit der Ruhemasse m,
und der Lichtgeschwindigkeit c gilt fiir die geschwindigkeitsabhdngige Masse

mzmo/./l—(v/c)2 . (4.10)

Die beiden Fille, Rechnung nach der klassischen Theorie und Rechnung unter Bertick-
sichtigung der Massenzunahme, sind in »Abb. 4.2 fiir ein Elektron gegeniibergestellt.
Bei Beschleunigungsspannungen unterhalb 30 kV sind die Unterschiede zwischen
beiden Berechnungen zu vernachlédssigen.

T T T T
v Lichtgeschwindigkeit !

m/s
3-108 b—--- _K_L___‘I ______ i__
klassische
T Rechnung //
2-10°
relativistische
Rechnung
1-108 /
e

10" 10* 10® 10* 10° 10° 10" 10°

0

—» U/V
Abbildung 4.2: Elektronengeschwindigkeit als Funktion der Beschleunigungsspannung

Bei der bisherigen Ableitung der Gleichungen wurde der Sonderfall behandelt, dass
sich nur einzelne Elektronen zwischen den geladenen Platten bewegen. Wir erweitern
jetzt die Problemstellung und betrachten den Fall, dass sich viele Ladungstrdger in
Form einer Raumladungsverteilung in dem elektrischen Feld bewegen. Im Gegensatz
zu bisher miissen nun die gegenseitigen Wechselwirkungen der Ladungen aufeinan-
der beriicksichtigt werden.

Befinden sich viele Elektronen in dem Raum zwischen Anode und Katode, dann wer-
den die von der Anode ausgehenden Feldlinien zum grofien Teil auf den Elektronen
und nicht mehr auf der Katode enden, d.h. die Feldstdrke wird sich jetzt in Abhéngig-
keit von der Koordinate y dndern E = E(y). Ebenso wird die Raumladungsverteilung
p =p(y) eine Abhdngigkeit von der Koordinate y aufweisen. Da der Strom und damit
auch die Stromdichte J=pv nach Gl. (2.9) unabhéngig von der Koordinate y ist, muss
sich in der Nédhe der Katode eine groBe Raumladungsdichte einstellen, da die Geschwin-
digkeit der Elektronen hier noch sehr klein ist. Bei geringen Spannungen werden sich
diese Elektronen ldnger vor der Katode befinden und den Austritt weiterer Elektronen
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aus dem Atomverband infolge der gegenseitigen AbstoBung behindern. Mit zuneh-
menden Spannungen werden die Elektronen stdrker beschleunigt, so dass diese Raum-
ladungswolke vor der Katode abgebaut wird. Eine ausfiihrliche Rechnung [28] liefert
den als Raumladungsgesetz bezeichneten nichtlinearen Zusammenhang

=284 26 (4.11)
9 d% \m

zwischen Strom und Spannung.

Um tiberhaupt frei bewegliche Elektronen fiir den Ladungstransport zur Verfiigung zu
haben, miissen die Elektronen aus der Katode austreten, d.h. es muss eine von dem
Katodenmaterial abhéngige Arbeit (Austrittsarbeit) geleistet werden, damit die Elektro-
nen den Anziehungskriften des Atomverbandes entkommen kénnen.

I ok b
Sattlgungsbew T,>T,
T /— Tl
/ /
I~U%?

—» U
Abbildung 4.3: Kennlinie einer Vakuumdiode (qualitativer Verlauf)

Dies kann in der Praxis auf verschiedene Art und Weise realisiert werden, z.B. durch
Bestrahlung mit kurzwelligem Licht (Fotoemission), durch hohe elektrische Feldstarken
(Feldemission), durch den Aufprall anderer Teilchen auf die Leiteroberfldache (Sekundar-
emission) oder durch Temperaturerh6hung (Glithemission). Im Fall der Temperaturerho-
hung muss die Katode so weit aufgeheizt werden, dass die Geschwindigkeit der Elektro-
nen ausreicht, den Atomverband zu verlassen. Thre Austrittsgeschwindigkeit ist dabei
nahezu Null. Eine weitere Erwdrmung fiihrt zu einer groBeren Anzahl frei werdender
Elektronen und damit zu einem gréfBeren maximal verfiigbaren Strom. Da die zwischen
Anode und Katode anliegende Spannung die Zahl der austretenden Elektronen prak-
tisch nicht beeinflusst, kann der Strom einen von der Katodentemperatur T vorge-
gebenen Maximalwert (Sattigungsstrom) nicht tiberschreiten. Die »Abb. 4.3 zeigt den
qualitativen Verlauf der Strom-Spannungs-Kennlinie einer Vakuumdiode. Bei kleinen
Spannungen zeigt sich die Abhédngigkeit entsprechend der Beziehung (4.11) und bei
steigenden Spannungen tritt der beschriebene Séattigungseffekt ein, wobei der Satti-
gungsstrom mit steigender Temperatur zunimmt.



4.2 Stromleitung in Gasen

Wird die Spannung in der umgekehrten Richtung angelegt, d.h. die aufgeheizte Elek-
trode wird zur Anode, dann ist kein Strom zwischen den Elektroden beobachtbar. Es
konnen also lediglich Elektronen, aber keine Ionen aus dem Atomgitter austreten. Die
betrachtete Anordnung besitzt Ventileigenschaften und wird als Gleichrichter bezeich-
net (vgl. Kap. 4.4.2).

Eine praktische Anwendung dieser Stromleitung im Vakuum stellt die Braun'sche Rohre
dar (nach K. F. Braun, 1850 — 1918), die tiber einen langen Zeitraum in Oszilloskopen, in
Fernsehgerédten und in Monitoren eingesetzt wurde.

4.2 Stromleitung in Gasen

Wird der Raum zwischen den Elektroden mit einem Gas gefiillt, dann &ndert sich die
Situation grundlegend. Einerseits ist die freie Beweglichkeit der Elektronen stark
behindert, andererseits tritt aber ein zusétzlicher Stromleitungsmechanismus auf, da
ionisierte Gasmolekiile ebenfalls am Ladungstransport teilnehmen kénnen. Im natiir-
lichen Zustand verhalten sich Gase wie gute Isolatoren, da sie aus neutralen Atomen
oder Molekiilen bestehen. Die benétigten Ladungstrédger in Form von lonen oder freien
Elektronen miissen dem Gas von aullen zugefiigt (Ladungstrdgerinjektion) oder in dem
Gas selbst erzeugt werden.

FlieBt bei angelegter Spannung von selbst ein Strom durch das Gas, dann spricht man
von einer selbststindigen Leitung. In diesem Fall werden die Ladungstrdger durch den
Entladungsvorgang selbst erzeugt. Die kinetische Energie vorhandener Ionen reicht
aus, um andere Molekiile bei einem ZusammenstoB zu ionisieren, d.h. diese Molekiile
konnen Elektronen verlieren oder sie spalten sich auf. Diese neuen Ionen kénnen
dann ihrerseits weitere Molekiile ionisieren. Dieses lawinenartige Anwachsen der
Ladungstriagerzahl ist bei einer Funkenentladung zu beobachten. In technischen
Anwendungen wird der maximale Strom durch geeignete MaBnahmen wie z.B. einen
Vorwiderstand begrenzt.

Werden durch dullere MaBinahmen zusétzliche Ladungstridger in Form von Ionen oder
freien Elektronen im Gas erzeugt, dann spricht man von einer unselbststindigen
Leitung. Zur Erzeugung dieser Ladungstréger stehen verschiedene Mechanismen zur
Verfiigung. Eine Moglichkeit besteht darin, die Temperatur so weit zu erhéhen, dass
die Molekiile bei den ZusammenstéBen infolge der zunehmenden Warmebewegung
ionisiert werden. Eine andere Moglichkeit ist die radioaktive Bestrahlung des Gases.

Verliert ein Molekiil durch Ionisation ein Elektron (es ist dann positiv geladen und
wird Kation genannt) oder lagert sich ein freies Elektron an (es ist dann negativ gela-
den und wird Anion genannt), dann wird es sich unter dem Einfluss der duBleren Feld-
starke in Richtung auf die Katode bzw. Anode zubewegen. An dem Ladungstransport
sind also Elektronen, positive Ionen und negative Ionen beteiligt. Da die ausgetibte
Kraft dem Produkt aus Teilchenmasse und Beschleunigung gleich ist, kann die
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Beschleunigung und damit auch die Geschwindigkeit der gegeniiber den Elektronen
um den Faktor 10* schwereren Ionen nur vergleichsweise geringe Werte annehmen.

Da die Kraft auf die Ladungstrdager proportional zur elektrischen Feldstarke ist, gilt
auch bei der Stromleitung in Gasen in weiten Bereichen das Ohm'sche Gesetz. Bei gro-
Beren Stromstirken wird sich jedoch auch hier ein Sattigungseffekt einstellen, da die
pro Zeiteinheit erzeugte Anzahl der Ladungstrédger begrenzt ist. Der sich auf diese Weise
einstellende Séttigungsstrom bietet beispielsweise die Moglichkeit, bei radioaktiver
Bestrahlung einen Zusammenhang zwischen Strom und Radioaktivitdt herzustellen.

Es konnen allerdings auch andere Situationen eintreten, bei denen das Ohm'sche Gesetz
seine Giiltigkeit verliert. Dieser Fall liegt nach Gl. (2.17) vor, wenn sich die Ladungs-
tragerkonzentration n oder die Beweglichkeit der Ladungstrdger, d.h. ihre mittlere
freie Wegldnge zwischen zwei Zusammenst6Ben, in Abhédngigkeit von der elektri-
schen Feldstdrke dndert. Werden die Ladungstrdger zwischen zwei ZusammenstoBen
so weit beschleunigt, dass diese Geschwindigkeit gegeniiber der durch die Warme-
bewegung verursachten Geschwindigkeit nicht mehr vernachldssigbar ist, dann tritt
ein dhnlicher Effekt ein wie bei der Widerstandszunahme im metallischen Leiter
infolge der Temperaturerh6hung. Die Wahrscheinlichkeit fiir Zusammensté8e nimmt
zu und die Leitfdhigkeit ist dann abhéngig von der elektrischen Feldstirke, d.h. Strom
und Spannung sind nicht mehr linear miteinander verkniipft.

Eine noch groBere Abweichung findet statt, wenn die vom Feld beschleunigten Ladungs-
trdger bei den Zusammenstéfen andere Atome oder Molekiile ionisieren. Die unselbst-
stdndige Leitung geht dann in eine selbststindige Leitung tiber und die lawinenartig
anwachsende Ladungstrdgerkonzentration fiihrt zu einer Strom-Spannungs-Kennlinie,
die keine Gemeinsamkeiten mehr mit dem Ohm'schen Gesetz aufweist.

4.3 Stromleitung in Flussigkeiten

Fiillt man den Behilter in »Abb. 4.4 mit reinstem Wasser, dann flieit beim Anlegen
einer Spannung zwischen den beiden Elektroden nur ein extrem kleiner Strom. Die
sehr geringe Leitfdhigkeit von reinem Wasser wird dadurch verursacht, dass einige der
H,0-Molekiile in H*- und OH™-Ionen zerfallen sind. Reines Wasser kann als Nicht-
leiter angesehen werden. Bei verunreinigtem Wasser nimmt die Leitfdhigkeit bereits
deutlich zu. Werden jedoch Salze, Sduren oder Laugen dem Wasser beigemischt, dann
dndert sich die Leitfdhigkeit um mehrere GréBenordnungen. Die Ionenverbindung,
z.B. Kochsalz (NaCl), wird im Wasser aufgespalten in positive (Na*) und negative (Cl7)
Ionen. Bei Schwefelsdure (H,SO,) erfolgt eine Aufspaltung in zwei H-Ionen (Proto-
nen) und in das zweiwertige Molekiil-lon SO, . Diese Aufspaltung wird als elektroly-
tische Dissoziation bezeichnet, die leitende Fliissigkeit als Elektrolyt. Die Wertigkeit z
eines Ions entspricht der Anzahl seiner am Ladungstransport beteiligten Elementar-
ladungen.
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Infolge der Dissoziation sind bereits freie Ladungstridger vorhanden, die bei einer von
aulen angelegten elektrischen Feldstiarke eine Kraft in Richtung auf die entsprechende
Elektrode erfahren (Abb. 4.4). Die als Kationen bezeichneten positiven Na*-lonen wan-
dern zur Katode, die als Anionen bezeichneten negativen Cl™-Ionen wandern zur
Anode. Die Bewegung der Ionen zu den Elektroden bedeutet einen Stofftransport. Mit
diesem als Elektrolyse bezeichneten Vorgang kénnen Metalle gewonnen werden. Da
die Metallmenge, die sich an der Katode niederschlégt, sehr genau gemessen werden
kann, wurde frither die Einheit fiir die Stromstédrke 1 A durch die Silbermenge be-
stimmt, die aus einer wiéssrigen Losung mit Silbernitrat in einer Sekunde ausgeschieden
wird (vgl. Beispiel 4.2).

1 ()

s+t +++ 59—

Abbildung 4.4: Ladungstragerbewegung in Fliissigkeiten

Die Elektrolyse wird z.B. angewendet, um Metalle mit einer diinnen Schicht eines ande-
ren Metalls zu {iiberziehen (Galvanisieren). Durch diese Verdnderung der Ober-
flacheneigenschaften kann eine Erhohung der mechanischen oder chemischen Wider-
standsfdhigkeit oder eine Verbesserung der elektrischen Leitfdhigkeit erreicht werden.
Eine weitere Anwendung ist die in groBtechnischem Mafstab durchgefiihrte Metall-
gewinnung. Bei der Schmelzfluss-Elektrolyse werden Metallgemische in den fliissigen
Zustand gebracht, aus dem die Metalle auf elektrolytischem Wege abgeschieden werden.

Die formelmdBigen Zusammenhédnge zwischen der an den Elektroden abgeschiedenen
Masse m eines Stoffes und der transportierten Ladungsmenge (Q wurden erstmals von
Michael Faraday (1791 — 1867) untersucht und sind als die beiden Faraday'schen
Gesetze der Elektrolyse bekannt.

Die Masse m des an den Elektroden abgeschiedenen Stoffes ist das Produkt aus der
Anzahl der dort eintreffenden Ionen N und der Masse des einzelnen Ions m,. Handelt
es sich bei dem Ion um ein einfaches ionisiertes Atom, dann ist seine Masse aus dem
Produkt von relativer Atommasse A, und atomarer Masse-Einheit 1u = 1,66057-107% kg
(vgl. Anhang D.1) gegeben

m=NA,u. (4.12)
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Setzt sich das Ion aus mehreren Atomen zusammen, dann ist fiir A, die Summe der
einzelnen Atommassen in Gl. (4.12) einzusetzen.

Da jedes Ion entsprechend seiner Wertigkeit z betragsméBig die Ladung z- e (Wertigkeit
z mal Elementarladung e) transportiert, ist die gesamte transportierte Ladungsmenge
Qbei N transportierten Ionen durch das Produkt

Q=Nze (4.13)

gegeben. Die Zusammenfassung der beiden Gleichungen liefert das 1. Faraday'sche
Gesetz

AruQ AfuIt: A It mg
ze ze z-96,47 As

(4.14)

Die beim Stromdurchgang durch einen Elektrolyten abgeschiedene Masse ist pro-
portional zu dem Produkt aus Stromstédrke und Zeit.

Der Proportionalititsfaktor wird als elektrochemisches Aquivalent bezeichnet und ist
eine fiir den jeweiligen Stoff charakteristische Materialkonstante. Er ist unabhéngig
von der Konzentration der Losung, von der Temperatur und auch von der Form und
GrobBe der Elektroden. Das mit Gl. (4.14) gefundene Ergebnis lédsst sich auf einfache
Weise zusammenfassen:

Um die Masse m = (A,/z) kg eines Stoffes aus einem Elektrolyten abzuscheiden,
ist eine Elektrizititsmenge von 96,47-10° As erforderlich.

Beispiel 4.2: Elektrochemisches Aquivalent von Silber

Welche Menge Silber wird in 1s von einem Strom I=1 A aus einer AgNO;-
Losung abgeschieden? (Atomgewicht von Silber: A, = 107,88, Wertigkeit: z = 1)

Losung:
Mit Gl (4.14) gilt

A
m=—->—mg=1118mg. 4.15
Z-96,47 8 8 ( )

- /
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Das 2. Faraday'sche Gesetz der Elektrolyse ldsst sich unmittelbar aus der Gl. (4.14)
ableiten. Bei gleichen transportierten Ladungsmengen (Q stehen die abgeschiedenen
Massen unterschiedlicher Stoffe im gleichen Verhéltnis zueinander wie ihre elektro-
chemischen Aquivalente

m _ oy

- (4.16)
Anlz, A,lz

Wir wollen jetzt den Zusammenhang zwischen Stromstédrke und angelegter Spannung
untersuchen. Die freie Wegldnge fiir die Ionen ist in den Fliissigkeiten sehr gering, es
kommt fortwéhrend zu neuen ZusammenstéBen. Da die erneute Beschleunigung der
Ionen proportional zu der von aullen angelegten elektrischen Feldstérke ist, gilt inner-
halb eines bestimmten Spannungsbereiches mit guter Ndherung das Ohm'sche Gesetz.
Zur Berechnung des ohmschen Widerstandes betrachten wir eine kleine Stromrdhre
(8hnlich Abb. 2.4), deren Stirnseiten A senkrecht von den Ladungstragern durchstromt
werden (die Situation ist identisch zu der Ableitung in Anhang C.2). Bezeichnen wir
die Anzahl der Kationen pro Volumeneinheit mit #, dann ist die Ladung pro Volumen-
einheit (Raumladungsdichte) bei Kationen der Wertigkeit z durch das Produkt 5ze
gegeben. Mit der Geschwindigkeit der positiven Ladungstrdger v, betrdgt der mit I,
bezeichnete Beitrag der Kationen zum Gesamtstrom
(2.11) (2.9)

I, = JJA = nzev, A. (4.17)
Bei den Anionen muss das Produkt aus Anzahl und Wertigkeit genauso grof sein wie
bei den Kationen. Mit der Geschwindigkeit v_ der Anionen ergibt sich der Beitrag

(2.11) (2.9)
I. = J.A = nzev_A. (4.18)

Da sich bei den Anionen sowohl die Ladung als auch die Bewegungsrichtung im Vor-
zeichen gegeniiber den Kationen unterscheidet, addieren sich beide Teilstrome zum
Gesamtstrom

I=772€A(|V+|+|V7|). (4.19)

Der Proportionalitiatsfaktor zwischen der Geschwindigkeit und der elektrischen Feld-
starke wird analog zur Gl. (2.14) als Ionenbeweglichkeit x4, bzw. u_ bezeichnet. Damit
ldsst sich der ohmsche Widerstand einer Stromrchre mit Lange / und Querschnitts-
flache A folgendermafBen darstellen

poU_BLE

I I nze (u, +pu )A’ (420

Fiir die Leitfdhigkeit der Fliissigkeit folgt aus einem Vergleich der Beziehungen (2.27)
und (4.20) der Ausdruck

k=nze (U, +u_). (4.21)

167



Stromleitungsmechanismen

168

Diese Leitfdhigkeit hdangt sowohl von der Anzahl, d.h. von der Konzentration der ver-
fligharen Ladungstrédger als auch von deren Beweglichkeit ab. Man kann davon aus-
gehen, dass im stationdren Zustand nicht alle Molekiile in Ionen dissoziiert sind.
Zwischen der stdndigen Aufspaltung von Molekiilen und der Wiedervereinigung von
Anionen und Kationen wird sich im Mittel ein Gleichgewichtszustand einstellen. Der
Dissoziationsgrad, der das Verhéltnis von aufgespaltenen Molekiilen zur Gesamtzahl
der verfiigharen Molekiile angibt, hédngt von der Konzentration und insbesondere von
der Temperatur ab. Mit steigender Temperatur nimmt die Warmebewegung und damit
die Aufspaltung, d.h. die Anzahl der Ladungstrédger zu. Gleichzeitig reduziert sich die
Zahigkeit der Fliissigkeit, d.h. die Beweglichkeit wird mit zunehmender Temperatur
groBer. Beide Effekte verursachen eine zunehmende Leitfdhigkeit. Im Gegensatz zu den
Metallen ist der Temperaturkoeffizient des spezifischen Widerstandes daher negativ.

4.4 Ladungstransport in Halbleitern

Von den Beispielen der Stromleitung in Festkorpern haben wir bisher nur den Sonder-
fall der Leiter (Metalle) behandelt. Es gibt jedoch zwei weitere Gruppen von Mate-
rialien, die in diesem Zusammenhang bedeutungsvoll sind, zum einen die Nichtleiter
(Isolatoren) und zum anderen die Halbleiter. Der wesentliche Unterschied zwischen
den einzelnen Gruppen besteht in dem spezifischen Widerstand, der bei den Isolato-
ren um viele Zehnerpotenzen groBer ist als bei den Leitern (»Abb. 4.5).

Leiter Halbleiter Isolatoren
I I [
Quecksilber Kupferoxid Keramik, Glas
— ﬁ
Nickel Silizium Bernstein, Quarz
) * °
Eisen Selen Glimmer
°
Silber Germanium Hartgummi
-10 —8 —6 —4 -2 2 4 6 8 10 12 14 16

10 10 10 10 10 1 10 10 10 10 10 10 10 10
—_— % / Qm
Abbildung 4.5: Spezifischer Widerstand fester Kérper nach [16]

In diesem Kapitel wollen wir uns mit dem interessanteren Fall der Halbleiter beschaf-
tigen. Um deren Verhalten verstehen zu koénnen, betrachten wir noch einmal den
Atomaufbau in Abb. 1.1. Dort haben wir gesehen, dass sich die Elektronenhtille aus
mehreren Schalen aufbaut. Die Elektronen der dulleren Schale sind verantwortlich fiir
die chemischen Verbindungen und auch fiir den Zusammenhalt der Materie. Da sie die
chemische Wertigkeit (Valenz) des Elements bestimmen, werden sie Valenzelektronen
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genannt. Wichtige Halbleitermaterialien sind Germanium und Silizium, beide besit-
zen vier Valenzelektronen. In einem aus reinem Silizium bestehenden Material sind
die Atome im dreidimensionalen Aufbau so angeordnet, dass sie ein regelméBiges
Gitter (Kristallgitter) bilden. Jedes Siliziumatom ist mit seinen vier Nachbaratomen
dadurch verbunden, dass es eines seiner Valenzelektronen mit je einem Valenzelek-
tron des jeweiligen Nachbaratoms gemeinsam besitzt. Man kann sich das so vorstellen,
dass zwei derartige Valenzelektronen die beiden Atomkerne, zu denen sie gehoren,
gemeinsam umkreisen. Die »Abb. 4.6 zeigt eine zweidimensionale Darstellung mit
den jeweils vier Valenzelektronen und den wegen der Ladungsneutralitdt vierfach
positiven Atomriimpfen.

Abbildung 4.6: Atomare Struktur (zweidimensionale Darstellung)

Die Elektronen, die auf verschiedenen Schalen den Kern umkreisen, besitzen aufgrund
ihrer unterschiedlichen Geschwindigkeiten (kinetische Energie) und ihres unter-
schiedlichen Abstands zum Kern (potentielle Energie) unterschiedliche Gesamtener-
gien, wobei die Elektronen auf den &dufBleren Schalen hdhere Energien aufweisen.
Valenzelektronen mit den hochsten Energieinhalten umkreisen in Paaren jeweils zwei
Atomkerne und beeinflussen sich dabei gegenseitig. Als Konsequenz weist der Energie-
inhalt eines Valenzelektrons eine gewisse Schwankungsbreite auf, man spricht hier
vom Valenzband. Dieser mogliche Energiebereich besitzt eine scharfe obere Grenze
(»Abb. 4.7). Man stellt diesen Sachverhalt in einem zweidimensionalen Diagramm dar,
wobei aber die horizontale Achse praktisch bedeutungslos ist. Man kénnte sie als einen
Querschnitt durch den Kristall, d.h. als eine geometrische Abmessung interpretieren.
Die vertikale Achse stellt den Energieinhalt der Elektronen dar. Die Valenzelektronen
befinden sich alle in dem Valenzband, hohere Energieinhalte als die obere Grenze sind
fiir diese Elektronen nicht moéglich. Unter dem Valenzband befinden sich weitere
gegeneinander abgegrenzte Energiebdnder (in Abb. 4.7 nicht dargestellt), in denen sich
die Elektronen der jeweils weiter innen liegenden Schalen befinden. Diese Elektronen
sind aber fest an den Kern gebunden und tragen nicht zur Stromleitung bei.

Im Gegensatz dazu besitzen die freien Elektronen eine héhere Energie, sie befinden
sich im Leitungsband. Fiir diese Elektronen existiert eine scharfe untere Grenze, die sie
nicht unterschreiten kénnen, ohne in das Valenzband zurtickzufallen. Der Zwischen-
bereich wird als verbotenes Band bezeichnet. Die Breite des Bandabstandes zwischen
der oberen Grenze des Valenzbandes und der unteren Grenze des Leitungsbandes ist
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malgebend fiir die Leitfahigkeit des Materials. In elektrischen Leitern fehlt dieses ver-
botene Band und es existieren stets freie Elektronen in dem Kristallgitter. In Halblei-
tern ist dieses verbotene Band schmal. Schon bei der Umgebungstemperatur werden
viele Elektronen infolge der thermischen Bewegung der Atome derart beschleunigt,
dass sie sich im Leitungsband befinden. Bei Nichtleitern dagegen ist der Abstand
zwischen Valenz- und Leitungsband wesentlich gréBer und nur wenigen Elektronen
gelingt es, bei der Umgebungstemperatur bereits ins Leitungsband zu gelangen.

A Elektronen-Energie

Leitungsband

Verbotenes Band

Valenzband

Y

Abbildung 4.7: Bandermodell

Die Zuordnung von Materialien zu einer der drei Gruppen in Abb. 4.5 mithilfe des spe-
zifischen Widerstandes ist in gewisser Weise willkiirlich. Eine bessere Abgrenzung
zwischen den Metallen und den Halbleitern gestattet das Temperaturverhalten des spe-
zifischen Widerstandes. Metalle werden mit abnehmender Temperatur immer besser
leitfahig. Bei einigen Materialien verschwindet der Widerstand unterhalb einer
bestimmten Temperatur sprungartig. Man spricht in diesem Zusammenhang von
Supraleitung. Die Sprungtemperatur liegt in der Ndhe des absoluten Nullpunkts, bei
Aluminium z.B. bei 1,18 K, bei Zink bei 0,85 K. Allerdings sind inzwischen auch aus
Metalloxiden hergestellte Keramikwerkstoffe bekannt, bei denen die Sprungtemperatur
in der Ndhe von 92 K liegt, man spricht dann von Hochtemperatur-Supraleitung.

Bei den Halbleitern ist die Temperaturabhéngigkeit des spezifischen Widerstandes im
Vergleich zu den Leitern umgekehrt. Bei einer Temperatur nahe dem absoluten Null-
punkt verhalten sich die Halbleiter wie sehr gute Isolatoren. Mit steigender Tempera-
tur nehmen die Schwingbewegungen der Atome zu und es kommt in steigendem
MaBe zu Trennungen in den gegenseitigen Bindungen zwischen den Atomen. Eine
Stelle, an der ein Elektron frei wird und daher anschlieBend fehlt, bezeichnet man als
Elektronenfehlstelle, Defekt-Elektron oder Loch. Dieses Loch (= fehlende negative Ele-
mentarladung) ist gleichbedeutend mit einer positiven Elementarladung, das Atom
mit dem Defekt-Elektron ist ein positiv geladenes Ion. Nicht nur die Elektronen, auch
die Locher nehmen an der Bewegung der Ladungstréger teil, man spricht hier vom
Locherstrom. Dabei muss man jedoch beachten, dass die Ionen ortsgebunden sind und
sich im Gegensatz zu den Elektronen nicht durch das Gitter bewegen kénnen. Der
Locherstrom kommt dadurch zustande, dass ein Loch durch ein Valenzelektron aus
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einem Nachbaratom aufgefiillt wird, wobei dieses Valenzelektron ein Loch an einer
anderen Stelle hinterldsst. Der Locherstrom ist gleichbedeutend mit dem Weiterwan-
dern der positiven Ionisierung von einem Atom zum néchsten.

Beim Aufbrechen der Verbindung zwischen zwei Atomen entsteht ein Ladungstrdger-
paar, also gleichzeitig ein freies Elektron und ein Loch. Wird im umgekehrten Fall ein
Loch von einem freien Elektron besetzt, dann bezeichnet man diesen Vorgang als
Rekombination. Im stationdren Zustand befinden sich Paarbildung und Rekombina-
tion zahlenma&Big im Gleichgewicht. Mit steigender Temperatur nimmt die Anzahl der
Paarbildungen und Rekombinationen zu, die Anzahl der permanent vorhandenen
freien Ladungstrédger ist grofer. Diese Eigenschaft wird ausgenutzt in stark temperatur-
abhédngigen Widerstdnden wie z.B. den Heilleitern.

Wird an einen Halbleiter eine elektrische Spannung angelegt, dann bewegen sich die
Ladungstrdger unter dem Einfluss des duBeren Feldes, die Elektronen bewegen sich
genauso wie im Metall in Gegenrichtung zur elektrischen Feldstérke, d.h. zum Pluspol
der Spannungsquelle, und die Locher in Richtung der elektrischen Feldstarke, d.h. zum
Minuspol der Spannungsquelle. Diese im reinen Halbleitermaterial vorhandene tem-
peraturabhéngige Leitfdhigkeit bezeichnet man als Eigenleitfahigkeit. Die Dichte der
Leitungselektronen n, d.h. ihre Anzahl pro Volumen, ist bei der Eigenleitung genauso
grof} wie die Dichte der Locher p. Bei der Umgebungstemperatur gilt fiir die Ladungs-
trdgerdichte im Germanium n = p = 2,5:10'® cm™® und im Silizium n = p = 1,5:10'° cm 2.
Das entspricht einem Verhiltnis von Ladungstridgerpaaren zu Atomen von etwa 1/10°
bei Germanium und 1/10'% bei Silizium, d.h. lediglich ein Ladungstrégerpaar bei 102
Si-Atomen ist getrennt. Die geringere Leitfdhigkeit der Halbleiter gegentiber den Metal-
len beruht also vor allem auf der wesentlich geringeren Anzahl freier Ladungstréger,
da bei den Metallen praktisch jedes Atom ein Leitungselektron zur Verfiigung stellt.

Zur Steigerung der Leitfdhigkeit von Halbleitermaterialien werden gezielt Fremdatome
in das Kristallgitter eingebaut. Diesen Vorgang bezeichnet man als Dotierung, die Lei-
tung bezeichnet man im Gegensatz zur Eigenleitung jetzt als Storleitung. Fiir diese
Dotierung werden Atome verwendet, die entweder fiinf Valenzelektronen wie z.B.
Arsen, Antimon und Phosphor oder aber drei haben wie z.B. Gallium, Indium und
Aluminium. Im ersten Fall nennt man die Fremdatome Donatoren, im zweiten Fall
Akzeptoren. Die »Abb. 4.8 zeigt den Fall, dass ein Atom mit fiinf Valenzelektronen in
ein Silizium-Gitter eingebaut ist. An der Gitterstorstelle kénnen nur vier Valenzelek-
tronen von den benachbarten Siliziumatomen fest gebunden werden, wéhrend das
fiinfte Elektron ungebunden bleibt. Es gentigt schon eine sehr kleine Energiezufuhr,
z.B. durch thermische Schwingungen des Atoms, um dieses Elektron aus dem Atom-
verband zu 16sen. Damit steht ein weiteres Leitungselektron zur Verfiigung, das sich
unter dem Einfluss eines von auflen angelegten elektrischen Feldes bewegen kann. Die
Anzahl der Leitungselektronen wird mit diesen Donatoren iiber die Zahl der bei der
Eigenleitfdhigkeit vorhandenen freien Elektronen hinaus erhéht. In der Praxis werden
prozentual nur sehr wenige Fremdatome eingebaut. Ist das Verhéltnis der Fremdatome
zu den urspriinglichen Si-Atomen 1/10° und nimmt man an, dass bereits bei Umge-
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bungstemperatur alle Donatoratome ionisiert sind, dann steigt die Zahl der Leitungs-
elektronen um einen Faktor in der GréBenordnung 102 an. Als Folge dieses Elektronen-
tiberschusses werden gleichzeitig mehr Locher aufgefiillt und die Anzahl der an der
Ladungstriagerbewegung beteiligten Locher geht um etwa den gleichen Faktor zurtick.
Die Stromleitung erfolgt fast ausschlieBlich durch Elektronen, da die Anzahl der frei
verfiigharen Ladungstrdger der Anzahl der Fremdatome entspricht. Der Leiter wird
dann als n-Leiter bezeichnet, die Elektronen heiBen Majoritatstrager, die Locher Mino-
ritatstrager.

Abbildung 4.8: Atomare Struktur mit Donator-Atom

Wird ein Atom mit lediglich drei Valenzelektronen in das Kristallgitter eingefiigt,
dann entsteht an der Storstelle ein Defekt-Elektron, d.h. ein zusétzliches Loch. Wird
auf diese Weise die Zahl der Locher stark erh6ht und damit gleichzeitig infolge der
Rekombinationen die Zahl der freien Leitungselektronen reduziert, dann spricht man
von einem p-Leiter. In diesem Fall sind die Locher die Majoritétstrdger, die Elektronen
dagegen die Minoritdtstréager.

4.4.1 Der pn-Ubergang

Wir betrachten jetzt ein Halbleitermaterial, das auf der einen Seite p-dotiert, auf der
anderen Seite n-dotiert ist (»Abb. 4.9). Man beachte, dass in diesem Zustand beide
Seiten noch immer elektrisch neutral sind. An der als pn-Ubergang bezeichneten
StoBstelle zwischen den beiden Bereichen besteht ein starkes Konzentrationsgefille
fiir die freien Ladungstréager. In der n-Zone sind sehr viele Elektronen frei verfiigbar, in
der p-Zone sehr viele Locher. Infolge der thermischen Bewegungen werden die freien
Elektronen aus der n-Schicht in die elektronenarme p-Schicht diffundieren. Entspre-
chend diffundieren die Locher in der umgekehrten Richtung aus der p-Schicht in die
n-Schicht. Diese thermisch bedingte Diffusion der Majoritédtstrdger an der Grenz-
schicht nennt man Diffusionsstrom, im Gegensatz zu dem von einer duBeren elektri-
schen Feldstédrke verursachten Driftstrom nach Abb. 2.6.
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/ Grenzflache
p-Zone n-Zone
Lécher Elektronen

als frei bewegliche Ladungstrager
Abbildung 4.9: pn-Ubergang

Auf beiden Seiten der Grenzfldche entsteht gegeniiber dem vorher neutralen Aus-
gangszustand ein Raumladungsbereich. In der p-Zone stellt sich wegen der Locherab-
wanderung und der gleichzeitig stattfindenden Elektronenzuwanderung eine negative
Raumladung ein, wihrend in der n-Zone eine positive Raumladung auftritt. Als Folge
davon entsteht eine von der n-Zone zur p-Zone zeigende elektrische Feldstdrke bzw.
Spannung, die der Ladungstrdgerdiffusion entgegenwirkt und so einen Gleichgewichts-
zustand hervorruft. Im stationiren Zustand flieBt kein Strom durch den pn-Ubergang.

Raumladungsschicht

-+
p-Zone -+ n-Zone
-+
Akzeptor-lonen mit Donator-lonen mit
negativer Ladung positiver Ladung

Raumladungsdichte

N
\l/ X
¢, (x) Tﬁ
—J X

Abbildung 4.10: Verhalten an der Sperrschicht

Das Abwandern der negativen Ladungstrédger aus der n-Zone fithrt dazu, dass hier die
nunmehr positiv geladenen Donator-Ionen verbleiben, wihrend in der p-Zone die
negativ geladenen Akzeptor-Ionen verbleiben. Die diinne Raumladungsschicht enthélt
infolge der Diffusion keine frei beweglichen Ladungstrdger mehr. Die sich einstellende
Raumladungsdichte wird also durch die Zahl der Fremdatome (Dotierung) festgelegt
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und ist daher innerhalb der Raumladungsschicht nahezu konstant. Die in »Abb. 4.10
dargestellten Kurvenverldaufe gelten fiir gleiche Dotierungsgrade, d.h. fiir homogene,
einander entgegengesetzt gleiche Dotierungen in den beiden Zonen.

Mit der willkiirlich gewédhlten x-Richtung ist die zugehorige x-gerichtete Feldstdrke
negativ. Sie zeigt von der n-Zone in Richtung p-Zone. Aufierhalb der Raumladungs-
zone ist die elektrische Feldstédrke praktisch Null und in der Mitte zwischen den bei-
den Zonen weist sie ihren Maximalwert auf.

Die Potentialverteilung kann mithilfe der Gl. (1.30) berechnet werden. Legt man den
Punkt P; auf die Grenzfliche x=0, an der das Bezugspotential den willkiirlich
gewdhlten Wert ¢,(0) = 0 annehmen soll, dann erhélt man fiir das von der Koordinate
x abhéngige Potential den bereits in Abb. 4.10 dargestellten Verlauf

(1.30) %
Pe(x) = - _[Exdx. (4.22)
0

Diese Kurve kann auch interpretiert werden als Verlauf der Spannung U(x) gegeniiber
der Grenzfldache. Im Bereich der n-Zone hat die Spannung einen positiven Wert, im
Bereich der p-Zone einen negativen Wert.

-

—>
0 0

- [+ -+
p-Zone - |+ n-Zone J L p-Zone ~[+ n-Zone

- |+ —|+
¢, (x) %, (x)
/ X ﬂ X
Bewegungsrichtung der Majoritatstrager: Bewegungsrichtung der Majoritatstrager:

Abbildung 4.11: pn-Ubergang an duBerer Spannung

Im nun folgenden Schritt soll das Halbleitermaterial mit den beiden unterschiedlich
dotierten Bereichen entsprechend »Abb. 4.11 an eine dullere Spannungsquelle ange-
schlossen werden. Betrachten wir zunéchst das Teilbild Abb. 4.11a, in dem die
n-Zone an die Klemme mit dem hoheren Potential angeschlossen wird. Die von aullen
angelegte Spannung hat die gleiche Richtung wie die Spannung, die sich vorher an der
Sperrschicht aufgebaut hat. Die Elektronen der n-Zone werden von dem Pluspol der
Spannungsquelle angezogen und die Locher aus der p-Zone entsprechend von dem
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Minuspol, d.h. die Uberlagerung der duBeren Spannung fiihrt zu einer Verbreiterung
der Raumladungszone. Der Bereich, in dem sich keine freien Ladungstrager befinden,
vergrofert sich also und ein weiterer Ladungstrdgeraustausch kann nicht stattfinden.
Die Raumladungszone verhindert einen kontinuierlichen Majoritétstragerstrom und
wird daher als Sperrschicht bezeichnet. Auf die vergleichsweise geringe Anzahl von
Minoritédtstragern hat die Sperrschicht keinen Einfluss.

In Teilbild Abb. 4.11b ist die Polaritdt der Spannungsquelle umgekehrt. Die in die
p-Zone diffundierten Elektronen werden vom Pluspol der Spannungsquelle angezo-
gen, so dass die Sperrschicht abgebaut wird. Gleichzeitig werden vom Minuspol der
Quelle neue Elektronen in die n-Zone nachgeliefert. Der Diffusionsvorgang wird von
der von auBen angelegten Spannung unterstiitzt. Je hoher der Wert der angelegten
Spannung, desto kleiner wird die verbleibende Sperrschicht. In Abhéngigkeit von
dem Wert der Quellenspannung stellt sich bei dieser Spannungsrichtung ein Majori-
tétstragerstrom ein. Der pn-Ubergang ist in Durchlassrichtung gepolt.

4.4.2 Die Diode

Aus den beiden Situationen der Abb. 4.11 ist zu erkennen, dass der pn-Ubergang
unterschiedliches Verhalten zeigt, je nachdem, in welcher Richtung die dullere Span-
nung gepolt ist. Diese Ventileigenschaften werden z.B. bei den Halbleiterdioden aus-
genutzt. Das in »Abb. 4.12 eingetragene Schaltsymbol fiir eine Diode zeigt die Durch-
lassrichtung des Stromes an und zwar von der als Anode bezeichneten p-Zone zu der
als Katode bezeichneten n-Zone.

I
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Sperrrichtung Durchlassrichtung

Abbildung 4.12: Diodenkennlinie

Die Abb. 4.12 zeigt auBerdem eine typische Kennlinie (Strom-Spannungs-Diagramm)
fiir eine Diode mit nominal 100 V Sperrspannung. Man beachte, dass sich die Skalie-
rung der Spannungsachse in den beiden Bereichen U> 0 V bzw. U< 0 V um den Fak-
tor 100 unterscheidet.
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Liegt die Spannung in Durchlassrichtung an der Diode, dann flieBt mit steigender
Spannung ein zunehmend gréBerer Strom. Bei Silizium ist dieser Strom fiir Spannun-
gen im Bereich U< 0,7 V noch sehr gering. Erst bei zunehmenden Spannungen wird
die von der Raumladungsverteilung verursachte entgegengerichtete Feldstarke voll-
stdndig kompensiert und der Strom steigt ndherungsweise exponentiell mit der Span-
nung entsprechend der Beziehung

U
I=IO(eHUT—1) (4.23)
an. Die im Exponenten auftretende Temperaturspannung Uy berechnet sich aus der
Beziehung
kT
Up = — (4.24)

mit der Boltzmann-Konstante k=1,38-10722 Ws/K (nach Ludwig Eduard Boltzmann,
1841 — 1906), der Elementarladung e und der absoluten Temperatur in K. Bei der
Umgebungstemperatur T = 20°C = (273 + 20) K gilt ndherungsweise Uy = 25,2 mV und
bei 100°C gilt Uy = 32,1 mV. Der Emissionskoeffizient n liegt im Bereich zwischen 1
und 2. Fiir Werte U > 3Ur, also fiir Spannungen oberhalb von 100 mV, kann der Wert 1
in der runden Klammer von Gl. (4.23) vernachléssigt werden. Der Diodenstrom hat die
Form einer Exponentialfunktion, die wegen Gl. (4.24) von der Temperatur abhdngt. Er
hat einen maximal zulédssigen Wert, der durch die in der Diode entstehenden Verluste
P = UI begrenzt wird.

Liegt die Spannung dagegen in Sperrrichtung, dann flieBt zunédchst nur ein sehr klei-
ner Sperrstrom (Minoritdtstrdgerstrom). Dieser ist bei gleicher Achseneinteilung fiir
Durchlass- und Sperrstrom in Abb. 4.12 praktisch nicht zu erkennen. Uberschreitet die
Sperrspannung einen von dem Bauelement vorgegebenen Grenzwert (Durchbruchs-
spannung), dann flieBt ein wachsender Strom entgegen der Sperrrichtung der Diode.
Ein Betrieb in diesem Bereich fiihrt im Allgemeinen zur Zerstérung der Diode. Aller-
dings wird der Durchbruch bei einigen Bauelementen wie z.B. Z-Dioden (Zener-Dio-
den) ausgenutzt, um eine vom Strom unabhéngige, definierte Spannung zu erzeugen.



Zusammenfassung

ZUSAMMENFASSUNG

B Im Vakuum kénnen Elektronen bereits mit kleinen Spannungen auf extrem hohe
Geschwindigkeiten beschleunigt werden. Unter einem Elektronenvolt versteht man
die Energieanderung, die ein Teilchen mit der Elementarladung e beim Durchlaufen
einer Spannung von 1 V hinzugewinnt. Bei Beschleunigungsspannungen oberhalb
von 30 kV gewinnen die relativistischen Effekte an Bedeutung.

B Die Stromleitung in Gasen kann wegen der Proportionalitat zwischen der Kraft auf die
Ladungstrager und der elektrischen Feldstarke in weiten Bereichen durch das
Ohm'sche Gesetz beschrieben werden.

B Die Stromleitung in Fliissigkeiten entspricht einer Bewegung von lonen zu den Elek-
troden. Dieser als Elektrolyse bezeichnete Stofftransport kann zur Abscheidung von
Metallen ausgenutzt werden. Die abgeschiedene Masse ist proportional zu dem Pro-
dukt aus Stromstarke und Zeit.

B Die Leitfahigkeiten von Leitern und von Isolatoren kénnen sich um bis zu 20 GroBen-
ordnungen unterscheiden. Dazwischen liegen die so genannten Halbleiter, die sich
vor allem durch eine andere Temperaturabhangigkeit ihrer Leitfahigkeit von den
anderen Gruppen unterscheiden. Bei tiefen Temperaturen verhalten sie sich wie Iso-
latoren, mit zunehmender Temperatur steigt ihre Leitfahigkeit.

B Die Leitfahigkeit von Halbleitern wird durch den Einbau von Fremdatomen in das Kris-
tallgitter (Dotierung) stark beeinflusst. Die Grenzschicht zwischen einem p-dotier-
ten und einem n-dotierten Bereich zeigt je nach Richtung der von auBen angeleg-
ten Spannung stark unterschiedliches Verhalten. Diese Ventileigenschaften werden
bei Halbleiterdioden ausgenutzt.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1 Stromleitung im Vakuum
Losungen

Zur Ablenkung des Elektronenstrahls in einer Bildrohre wird die Kraftwirkung
des elektrischen Feldes ausgenutzt. Wir betrachten ein einzelnes Elektron der
Elementarladung —e und der Ruhemasse m,, das mit der Anfangsgeschwindigkeit
V =e,V, in den Bereich zwischen den beiden Platten eintritt. Die Platten befinden
sich im Abstand d und liegen an einer Gleichspannung U.

Elektronenstrahl

>~

C+++ ++ + + ]

///
©—» 1 -
Vo d
YYVYVYYVYYY
y - 5 > B >

Bildschirm
L» X

Abbildung 4.13: Prinzipielle Anordnung zur Ablenkung eines Elektronenstrahls

Bestimmen Sie die Auslenkung a des Elektronenstrahls in Abhéngigkeit von der
Spannung U, der Anfangsgeschwindigkeit v, und den in der Abbildung angege-
benen Abmessungen. Die leichte Bildschirmkriimmung soll dabei vernachlassigt
werden.

Aufgabe 4.2 Stromleitung in Fliissigkeiten

Eine quaderférmige nichtleitende Wanne ist bis zur Héhe h mit einem Elektrolyt
gefiillt. An den Stirnflichen sind ideal leitende Elektroden angebracht. Die
Ladungstriagerkonzentration (Anzahl der Ladungen pro Volumen) der jeweils
einfach geladenen Anionen und Kationen des Elektrolyts sei jeweils gleich #. Die
Beweglichkeit der Anionen sei u 4, die der Kationen ug. Zwischen den Elektroden
wird eine Gleichspannungsquelle angeschlossen.
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X
Abbildung 4.14: Betrachtete Anordnung

1. Wie groB ist die Stromdichte J, wenn der Strom I zunichst als bekannt ange-
nommen wird?

2. Ermitteln Sie den Strom I in Abhédngigkeit von den geometrischen Grofen
und von #, U, ux sowie von der Elementarladung e und der Spannung U.
Uberlagern Sie dabei die Stromanteile der positiven und negativen Ladungs-
trager.

3. Wie groB sind die Stromdichte J' und der Strom I’, wenn der Behilter mit de-
stilliertem Wasser bis zur Héhe 2h weiter aufgefiillt und die Fliissigkeit
gleichmédBig durchmischt wird?

Aufgabe 4.3 Elektrolyse

Durch Elektrolyse sollen pro Tag 100 kg Aluminium gewonnen werden. Welcher

Strom wird benétigt? (Atomgewicht von Aluminium: A, = 26,27, Wertigkeit: z = 3)

J
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Einfiihrung

) Das nun folgende Kapitel hat eine dhnlich grundlegende Bedeutung wie das
Kapitel Elektrostatik. Wahrend uns die Kraft zwischen ruhenden elektrischen
Ladungen auf den Begriff des elektrischen Feldes fiihrte, so fiihrt uns nun die Kraft zwi-
schen bewegten Ladungen, d.h. zwischen Strémen, auf den Begriff des magnetischen
Feldes. Diese Kraftwirkung wird in vielen Bereichen der Elektrotechnik ausgenutzt
wie z.B. bei den Motoren. Wir werden feststellen, dass sich auch die von Magneten
ausgetibten Kréfte durch die Bewegung von Ladungstrdgern erklédren lassen.

Die Begriffe Dipol und Polarisation werden uns wieder erlauben, das Verhalten der
Materie im Magnetfeld zu beschreiben. Beim magnetischen Dipol handelt es sich um
eine kleine Stromschleife; die Polarisation beschreibt wieder die Auswirkungen der
Dipolausrichtung im Magnetfeld.

Die Analogie zwischen dem elektrischen und dem magnetischen Feld fiihrt zu glei-
chen Vorgehensweisen bei der Analyse von elektrischen und magnetischen Kreisen.
Der Speicherung elektrischer Energie in Kondensatoren (die Eigenschaft des Bauele-
ments nennen wir Kapazitat) steht jetzt die Speicherung magnetischer Energie in ((
Spulen (die Eigenschaft des Bauelements nennen wir Induktivitit) gegeniiber.

LERNZIELE

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels und dem Losen der Ubungsaufgaben werden
Sie in der Lage sein,

B Krifte auf diinne stromdurchflossene Leiter im Magnetfeld zu berechnen,
B die magnetische Feldstédrke einfacher Leiteranordnungen zu berechnen,

B die gleichartigen Feldverteilungen von Stabmagneten und Zylinderspulen zu
erkléren,

B das Verhalten der Materie im Magnetfeld zu verstehen,

B das Verhalten der Feldgrofen an Sprungstellen der Materialeigenschaften zu
bestimmen,

B die Analogie zwischen elektrischem und magnetischem Kreis zu verstehen
und magnetische Kreise zu berechnen,

B die Induktivitdt einfacher Anordnungen zu berechnen sowie

B die verschiedenen Auswirkungen eines Luftspalts im magnetischen Kreis zu
untersuchen.
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5.1 Magnete

Das Kapitel 1 haben wir mit der beobachteten Kraftwirkung zwischen Glas- und Kunst-
stoffstdben begonnen, die mit einem Wolltuch gerieben wurden. Schon lange bevor man
zum ersten Mal diese elektrostatischen Krafte beobachtete (die ersten Versuche wurden
mit geriebenem Bernstein durchgefiihrt), waren die magnetischen Kraftwirkungen
bestimmter Eisenerze bekannt. Durch einfache Versuche stellt man fest, dass ein aus
diesem Material hergestellter Stabmagnet in seiner unmittelbaren Umgebung Krafte aus-
iibt, z.B. auf Eisenfeilspédne oder auch auf andere Magnete. Diese Kraftwirkungen sind
auch im Vakuum zu beobachten. Offenbar versetzt auch der Magnet den umgebenden
Raum in einen Zustand, (d4hnlich wie die Ladungen in Kap. 1.3), der dazu fiihrt, dass
Krifte auf andere Korper ausgeiibt werden ohne direkten Kontakt und ohne ein stoff-
liches Medium, das die Kraftwirkung tibertrégt.

Man verwendet auch hier wieder den Begriff des Feldes und spricht in diesem Fall
von einem Magnetfeld. Durch Versuche mit zwei Stabmagneten stellt man fest, dass
sich die Enden der beiden Stabmagnete entweder anziehen oder abstofen, je nach-
dem, welche Enden sich gegeniiberstehen »Abb. 5.1. Zur Unterscheidung bezeichnet
man die beiden Enden der Stabmagnete als Nordpol und Stidpol. Die Versuche zeigen:

Ungleichnamige Pole ziehen sich an. Gleichnamige Pole stoBen sich ab.

s NP> s [N
a—
s [Np— — s

Abbildung 5.1: Kraftwirkungen zwischen Stabmagneten

Den Verlauf der Feldlinien in der Ndhe eines Stabmagneten kann man mithilfe von
Eisenfeilspidnen sichtbar machen. Diese werden in dem magnetischen Feld selbst zu
Magneten, man spricht in Analogie zu den Vorgidngen in der Elektrostatik von magne-
tischer Influenz. Die Eisenfeilspdne verhalten sich wie magnetische Dipole, die sich
analog zu den elektrischen Dipolen tangential zu den Feldlinien ausrichten. Den glei-
chen Vorgang beobachtet man bei einer Kompassnadel, die sich im Magnetfeld der
Erde entlang den Feldlinien ausrichtet. Derjenige Pol der Kompassnadel, der zum geo-
grafischen Nordpol der Erde zeigt, wird auch als Nordpol bezeichnet. Da sich ungleich-
namige Pole anziehen, ist der geografische Nordpol der Erde somit ein magnetischer
Siidpol.

Die magnetische Feldstédrke ist genauso wie die elektrische Feldstdrke ein Vektor. Es
wird vereinbart, dass die magnetischen Feldlinien am Nordpol des Magneten austre-
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ten und am Siidpol wieder eintreten. Das Feld verlduft also auBlerhalb des Magneten
vom Nord- zum Siidpol, innerhalb des Magneten vom Siid- zum Nordpol (»Abb. 5.2)*.

Abbildung 5.2: Verlauf der Feldlinien bei einem Stabmagneten

Einfache Versuche zeigen, dass Magnetpole nicht getrennt werden kénnen. Ein in der
Mitte aufgetrennter Stabmagnet ergibt wieder zwei vollstindige Magnete mit Nord-
und Stidpol. Diese Situation dndert sich auch nicht bei kontinuierlich fortgesetzter
Aufteilung. Offenbar kann man sich den Magneten aufgebaut denken aus sehr kleinen
Elementarmagneten. Diese verhalten sich wie magnetische Dipole (vgl. Kap. 5.10), die
aber im Gegensatz zu den elektrischen Dipolen nicht aufgetrennt werden kénnen.

Es gibt keine magnetischen Einzelladungen.

Stahl und Weicheisen werden durch Streichen mit einem Magneten selbst magnetisch.
Bei diesem Magnetisierungsvorgang werden die einzelnen Elementarmagnete geord-
net, d.h. so ausgerichtet, dass sie mehrheitlich in die gleiche Richtung zeigen. Dieser
Vorgang ist vergleichbar der Polarisation eines Dielektrikums im elektrischen Feld.

Wir haben gesehen, dass man elektrische Ladungen trennen und durch Beriithrung
von einem Kérper auf einen anderen tbertragen kann. Als wesentlicher Unterschied
dazu wird bei dem Magnetisierungsvorgang keine magnetische Ladung iibertragen,
sondern es werden lediglich die magnetischen Dipole geordnet.

Zu der Leitung von elektrischen Ladungstrdgern gibt es keinen entsprechenden
magnetischen Leitungsvorgang.

1 Der Feldlinienverlauf innerhalb des Stabmagneten ist eine idealisierte Darstellung. Er zeigt
das gemélB einer makroskopischen Betrachtungsweise iiber eine groBe Anzahl von Atomen
rdumlich gemittelte Feld (vgl. Kap. 5.10).
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5.2 Kraft auf stromdurchflossene diinne Leiter

Zur quantitativen Beschreibung des Magnetfeldes kann man wieder dhnlich wie beim
elektrischen Feld von den messbaren Kraftwirkungen ausgehen. Wir werden diese
Untersuchungen aber nicht am Beispiel der Kraftwirkung zweier Magnete aufeinander
durchfiithren. Seit den Versuchen von Hans Christian Oersted (1777 — 1851) ist
bekannt, dass stromdurchflossene Leiter in ihrer Umgebung ebenfalls ein Magnetfeld
besitzen. Bei einem geraden stromdurchflossenen Draht stellt man mithilfe von Eisen-
feilspdnen fest, dass die Feldlinien konzentrische Kreise mit dem Leiter als Mittel-
punkt bilden. Die Richtung der Feldlinien ldsst sich mit einer kleinen Kompassnadel
ermitteln. Feldlinienrichtung und Stromrichtung sind im Sinne einer Rechtsschraube
einander zugeordnet (»Abb. 5.3).
1

Abbildung 5.3: Verlauf der Feldlinien bei einem geraden Leiter

Dieser stromdurchflossene Leiter erzeugt nicht nur ein eigenes Magnetfeld, er erfahrt
auch eine Kraftwirkung in einem externen Magnetfeld, das von anderen stromfiihren-
den Leitern oder von Magneten hervorgerufen wird. Diese Tatsache werden wir nun
verwenden, um die Stdrke eines Magnetfeldes zu charakterisieren. Zu diesem Zweck
bringen wir einen von dem Strom I durchflossenen Leiter in ein homogenes Magnet-
feld.

Zur besseren Veranschaulichung betrachten wir die » Abb. 5.4. Das von dem Hufeisen-
magnet erzeugte Feld sei homogen in dem Bereich des betrachteten Leiterstiickes der
Lange s. Verlduft der Strom senkrecht zu der Richtung der Magnetfeldlinien (a = 7/2),
dann stellt man fest, dass die Kraft senkrecht auf der von dem stromfithrenden Leiter
und den Feldlinien aufgespannten Ebene steht und proportional zur Leiterldnge s und
zum Wert des Stromes I ist

F~1Is - F=BIs. (5.1)
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Abbildung 5.4: Bestimmung der Kraft auf einen stromdurchflossenen Leiter

Der Proportionalitdtsfaktor B beschreibt die Wirkung des magnetischen Feldes und
wird als magnetische Flussdichte (manchmal auch noch als magnetische Induktion)
bezeichnet?. Andert man den in der Abbildung eingezeichneten Winkel & zwischen
der Stromrichtung und den Magnetfeldlinien, dann steht die Richtung der Kraft noch
immer senkrecht auf der von dem Leiter und der Feldrichtung aufgespannten Ebene,
ihr Wert dndert sich aber mit dem Sinus des Winkels

F=Blssina. (5.2)

Verlaufen also Magnetfeld und Stromrichtung parallel zueinander, dann verschwindet
die Kraft.

Da die magnetischen Feldlinien eine Richtung haben, muss auch die das Feld
beschreibende GroBe B gerichtet sein. Der Vektor B zeigt, wie bereits vereinbart, vom
Nord- zum Siidpol und ist entsprechend der Festlegung des Koordinatensystems in
der Abb. 5.4 z-gerichtet.

Wir haben eingangs von der Richtung des Stromes I gesprochen. Der Strom ist aber
nach Gl. (2.11) nur eine skalare GroBe. Streng genommen miissten wir die Richtung
der Stromdichte J verwenden. Unter der Voraussetzung, dass es sich bei dem Leiter
um einen diinnen Draht handelt, in dem die Stromdichte nur eine Komponente in
Richtung des Drahtes aufweist, konnen wir die Richtung der Stromdichte auch dem
Verlauf des Drahtes zuordnen. Mit der Querschnittsfliache A des stromdurchflossenen
Leiters und mit der y-gerichteten Stromdichte in Abb. 5.4 ldsst sich der Zusammenhang

= (2.11) _ R
As = eyIs=Is (5.3)

2 Die Dimension ist mit Gl. (5.1) bereits festgelegt [B] = N/Am = Vs/m? = T und wird mit T (nach
Nicola Tesla, 1856 — 1943) abgekiirzt.
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angeben. In der Gl. (5.2) ist dann die skalare GréBe Is durch die vektorielle Grofe
éyIs=I s zu ersetzen. Betrachtet man zunédchst nur die Betrdge der Vektoren, dann
kann die GI. (5.2) in der Form

F=|F|=BIS sinaz|]§||[§|sinaz|]§><[§| (5.4)

geschrieben werden. Bildet man das Kreuzprodukt BxIs mit den in Abb. 5.4 einge-
tragenen Richtungen fiir B und Is, dann entspricht zwar der Betrag dem in Gl. (5.4)
angegebenen Ausdruck BIs sina, die Richtung zeigt aber entgegen der bei der Anord-
nung festgestellten Kraftrichtung, so dass die Reihenfolge der Vektoren beim Kreuz-
produkt nach Gl. (A.9) vertauscht werden muss. Resultierend erhélt man die vektorielle
Gleichung

F=I$xB, (5.5)
die die Kraft auf ein vom Strom I durchflossenes geradliniges Leiterstiick der gerichte-
ten Linge § in einem homogenen (ortsunabhingigen) Magnetfeld der Flussdichte B
beschreibt.

Abbildung 5.5: Leiterschleife im inhomogenen Magnetfeld

Zur Verallgemeinerung betrachten wir die »Abb. 5.5. Befindet sich der vom Strom I
durchflossene diinne Leiter der Kontur C in einem Magnetfeld der ortsabhéngigen
Flussdichte ﬁ(f), dann ist die Kraft auf das zwischen den Punkten A und B gelegene
Leiterstiick durch die Integration der Beitrdge entsprechend der Gl. (5.5) gegeben. Die
vektorielle Strecke s wird jetzt durch das vektorielle Wegelement dr ersetzt, das die
Anderung des Ortsvektors T entlang der Kontur C beschreibt und jeweils tangential
zur Leiterschleife gerichtet ist

Fap =1 f[dfx}é(f)] : (5.6)
A

Zur Berechnung der auf die Leiterschleife wirkenden Gesamtkraft ist eine Integration
iiber die geschlossene Leiterschleife durchzufiihren

F=I[drxB(F)] . (5.7)
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Beispiel 5.1: Kraft auf stromdurchflossene kreisformige

Leiterschleife

Eine in der Ebene z = const gelegene, vom Gleichstrom I durchflossene kreis-
formige Leiterschleife des Radius a befindet sich im homogenen z-gerichteten
Magnetfeld der Flussdichte B=¢,B,. Zu bestimmen ist die Kraft auf die Leiter-
schleife.

ZA

—~

Abbildung 5.6: Leiterschleife im homogenen Feld

Losung:

Die Berechnung erfolgt in Zylinderkoordinaten, wobei die Integration in der Gl
(5.7) iiber die Koordinate ¢ in den Grenzen von 0 bis 27 durchzufiihren ist

27 27 27

F=1I [|&,adexé,B, | =IaB, [&,x&,de=IaB, [(é,cosp+é,sine)de=0. (5.8)
0 dr 0 P 0

P

Bei der Ausfiihrung der Integration ist zu beachten, dass der Einheitsvektor €,

von der Koordinate ¢, d.h. von der Integrationsvariablen abhidngt und somit

beziiglich der Integration keine Konstante ist.

Berechnet man die Kraft auf ein Teilstiick der Leiterschleife nach Gl. (5.6), dann
stellt man eine p-gerichtete Kraftkomponente fest. Die Kraft wirkt an jeder Stelle
des kreisformigen Leiters radial nach auen. Betrachtet man dagegen die gesamte
auf die geschlossene Leiterschleife wirkende Kraft, dann muss diese aus Symme-
triegriinden gemaf Gl. (5.8) verschwinden.

Legen wir die Stromschleife nicht in eine Ebene z = const, so wie z.B. auf der
rechten Seite der Abbildung angedeutet, dann stehen die Feldlinien nicht mehr
senkrecht auf der von der Schleife aufgespannten Flache. In diesem Fall erhalten
wir eine Situation vergleichbar der Darstellung in Abb. 1.26. Die Zerlegung der
entlang der Leiterschleife auftretenden Krifte liefert eine Teilkraft, die in der
Schleifenebene liegt und versucht, die Schleife auseinanderzudriicken, sowie
eine weitere Teilkraft, die ein Drehmoment ausiibt und versucht, die Schleifen-
flache senkrecht zu den Feldlinien zu positionieren, d.h. die Flichennormale n
wird in Richtung der Feldlinien ausgerichtet.

- J
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5.3 Kraft auf geladene Teilchen

An dieser Stelle kehren wir noch einmal zu der Beziehung (5.3) zuriick. Driickt man

in dieser Gleichung die Stromdichte durch das Produkt aus Raumladungsdichte p und

Geschwindigkeit der Ladungstrdger v nach Gl. (2.9) aus, dann gilt der Zusammenhang
(6.3  (2.9)

Is = JAs = pAsv=pVv=QV, (5.9)
in dem Q die gesamte in dem betrachteten Leiterstiick der Lénge s, d.h. in dem Volumen
V= As enthaltene bewegte Ladungsmenge bezeichnet. Die Kraft auf einen stromdurch-
flossenen Leiter nach Gl. (5.5) ist sowohl proportional zur bewegten Ladungsmenge Q
als auch zur Geschwindigkeit v, mit der sich die Ladungstrdger bewegen. Durch Ein-
setzen der Gl. (5.9) in die Gl. (5.5) erhdlt man die Kraft auf eine Ladungsmenge Q, die
sich mit der Geschwindigkeit v in einem Magnetfeld der Flussdichte B bewegt

F=QvxB. (5.10)

Diese Kraft wird als Lorentz-Kraft bezeichnet. Die Kraft auf die bewegten Ladungen
innerhalb eines Leiters iibertrdgt sich auf den metallischen Leiter, d.h. die Kraft auf
einen stromdurchflossenen Leiter entspricht der Summe aller Kréfte auf die bewegten
Einzelladungen. Existiert neben dem Magnetfeld B gleichzeitig ein elektrisches Feld
der Feldstiirke E, dann wirkt auf die Ladung Q mit Gl. (1.3) die Gesamtkraft

F:Q(Eﬁzxﬁ) . (5.11)

Beobachtet man eine Kraftwirkung F auf ein bewegtes geladenes Teilchen Q, dann
lasst sich nicht eindeutig feststellen, ob die Kraftwirkung von einem elektrischen Feld
oder von der Bewegung in einem magnetischen Feld verursacht wird. Beide Felder
konnen entsprechend der Gl. (5.11) mithilfe der Geschwindigkeit ineinander umge-
rechnet werden.

5.4 Definition der Stromstarke

Betrachten wir nun die »Abb. 5.7, in der zwei unendlich lange, geradlinige, parallel
verlaufende Leiter die Stréme I, bzw. I, fithren. Da sich jeder stromdurchflossene
Leiter im Magnetfeld des anderen Leiters befindet, iiben die beiden Stréme nach
Gl. (5.7) Kréfte aufeinander aus, die entgegengesetzt gleich sind. Wir werden bei die-
ser ebenen® Anordnung die Kraft auf den Leiter 2 infolge des im Leiter 1 flieBenden

3 Vereinbarung: Unter einer ebenen Anordnung (Problemstellung) soll verstanden werden,
dass sie in Richtung einer kartesischen Koordinate (iiblicherweise die z-Koordinate) unend-
lich ausgedehnt und von dieser selbst unabhéngig ist. Die Berechnungen erfolgen in der zwei-
dimensionalen Schnittebene z = const. Die Ergebnisse (z.B. Kréfte) werden pro Langeneinheit
der Koordinate z angegeben.
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Stromes I; berechnen. Dieser Strom ruft den bereits in Abb. 5.3 dargestellten Feld-

verlauf hervor®.

VA

Abbildung 5.7: Kraft auf Linienstrom I, infolge des Linienstromes I;

Die magnetische Flussdichte ist @-gerichtet und kann aus Symmetriegriinden nicht
von der Koordinate ¢ abhdngen. Zur Berechnung der Kraft auf den Leiter 2 kann von
der Gl. (5.6) ausgegangen werden. Die Integration entlang der z-Koordinate iiber ein
Leiterstiick der Lange / fithrt auf die Beziehung

1 /

F, = I, [(é,dzx@,B,) = I, B, [(-&,) dz=—&,I, B, 1. (5.12)
0 0

Um diese Kraft in Abhéngigkeit von dem verursachenden Strom I, angeben zu koén-
nen, fehlt noch ein quantitativer Zusammenhang zwischen der Flussdichte B; an der
Stelle des Leiters 2 und dem Strom I;. Durch Messungen lésst sich leicht zeigen, dass
die Kraft (5.12) proportional zu dem Strom I; und umgekehrt proportional zu dem
Abstand zwischen den beiden Leitern ist, d.h. es muss gelten
- L p-th

1

> o p (5.13)

Die Proportionalitdtskonstante wird in der angegebenen Form zu u,/2x festgelegt. Der
Faktor u, wird als magnetische Feldkonstante bzw. als Permeabilitdt des Vakuums
bezeichnet. Sein Wert ergibt sich im Zusammenhang mit der Festlegung der Strom-

4 Vereinbarung: Die Richtung des Stromes wird durch einen Punkt markiert (Pfeilspitze), wenn
der Strom senkrecht aus der Zeichenebene austritt, und durch ein Kreuz (Pfeilende), wenn der
Strom in die Zeichenebene hineinflieBt.
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starke. Setzt man die Gl. (5.13) in die Gl. (5.12) ein, dann gilt fiir die Kraft pro Ladngen-
einheit der Koordinate z

Fz o Mo LI,

—=-e, ——, 5.14

I Pax p (5.14)
Die Einheit der Stromstdrke ist nun folgendermaBen festgelegt (DIN-Normen 1357,
Einheiten elektrischer GroBen, 1967):

Zwei unendlich lange, parallele, gerade Leiter von vernachlédssigbar kleinem
Querschnitt sind im Vakuum im Abstand von 1 m voneinander angeordnet; sie
werden von einem Gleichstrom durchflossen. Dieser hat die Stromstidrke 1 A,
wenn die elektrodynamisch verursachte Kraft zwischen beiden Leitern 2107 N
fiir jeden Abschnitt der Anordnung betrigt, der aus einander gegeniiberstehen-
den Leiterteilen von 1 m Léinge besteht.

Mit dieser Definition ist auch die Permeabilitdt des Vakuums nach Gl. (5.14) eindeutig
festgelegt

-7
207N _ pp 1IA1A g0 VS (5.15)

1m 27 1m Am

Die elektrische und die magnetische Feldkonstante ¢, und u, sind in der Form
¢? = 1/(uge,) tiber die Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wel-
len im Vakuum (Lichtgeschwindigkeit ¢) miteinander verkniipft. Durch Fest-
legung von u, in Gl. (5.15) und Messung von c ist ¢, eindeutig bestimmt. Der sich
so ergebende Wert wurde bereits in Kap. 1.2 angegeben.

Sind die beiden Stréme in Abb. 5.7 gleich gerichtet, dann wirkt die Kraft auf den Lei-
ter 2 nach GI. (5.14) in Richtung — ép, d.h. in Richtung auf den Leiter 1.

Gleich gerichtete Strome ziehen sich an, entgegengesetzt gerichtete Strome stoflen
einander ab.
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5.5 Die magnetische Feldstarke

In der Elektrostatik haben wir zwei vektorielle GréBen eingefiihrt, zum einen die elek-
trische Feldstirke E als IntensititsgroBe, die sich durch Kraftwirkungen auf Ladungen
bemerkbar macht. Die analoge FeldgroBe bei den Magnetfeldern ist die Flussdichte B,
auch sie ist eine Intensitdtsgrofe und macht sich durch Kraftwirkungen auf bewegte
Ladungen bzw. auf Strome bemerkbar. Zum anderen haben wir die elektrische Fluss-
dichte (Erregung) D = ¢E als QuantititsgréBe eingefiihrt, die ein MaB fiir die vorhan-
dene Ladungsmenge, also fiir die Ursache des Raumzustandes (Feldes) ist. In Analogie
dazu fithren wir auch bei den Magnetfeldern eine QuantititsgroBe H ein, die ein MaB
fiir die erregenden Strome, also wiederum fiir die Ursache des Raumzustandes (Fel-
des) ist. Der formelmiBige Zusammenhang zwischen der QuantititsgroBe H und dem
Strom wird im folgenden Kapitel beschrieben. In der Gleichung

B=u,H (5.16)

bezeichnen wir H als magnetische Feldstirke (magnetische Erregung)®. Mit den
bekannten Dimensionen von B und y, ist die Dimension der magnetischen Feldstirke
ebenfalls bekannt: [H] = A/m. Die beiden Feldvektoren haben im Vakuum die gleiche
Richtung. Die Gl. (5.16) gilt auch mit sehr hoher Genauigkeit in Luft. Das Verhalten
der FeldgroBen in anderen Werkstoffen wird in Kap. 5.10 detaillierter untersucht. Die
Tabelle 5.1 gibt nochmals einen Uberblick iiber die genannten Zusammenhinge.

Tabelle 5.1

Zusammenstellung der FeldgréBen

Elektrisches Feld Magnetisches Feld

IntensitatsgroBe - =1 V - ~ =1 Vs
Beschreibt die E, [E] = =y B=yu,H, [B] = ?
Wirkung (Kraft) elektrische Feldstarke magnetische Flussdichte
QuantitatsgroBe - &[] As i [id] A

Beschreibt die D=¢E, D 2 H, |H i~

Ursache (Quelle) elektrische Flussdichte, magnetische Feldstarke,

elektrische Erregung magnetische Erregung

Feldkonstante A \V4
& = 8,854~10_12—s im Vakuum ~ po =4m-1077 5 im Vakuum
Vm Am

£=¢.& im Material ~ p = u, u, im Material

5 Aus historischen Griinden wird anders als beim elektrischen Feld nicht die die Kraft verufsachende
IntensitétsgroBe B als magnetische Feldstarke bezeichnet, sondern die Quantitétsgrofe H.
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5.6 Das Oersted'sche Gesetz

Legt man den unendlich langen Linienleiter in Abb. 5.3 auf die z-Achse des Zylinder-
koordinatensystems, dann ist die von dem Strom I hervorgerufene magnetische Feld-
stdrke durch die Beziehung

_ (516) 1 . (5.13)

i 1 . I

= —B = e (5.17)
Ho ®2mp

gegeben. Man erkennt, dass die Feldstdrke in einem Abstand p von dem Linienleiter
dem Verhéltnis von dem erregenden Strom I zu dem Umfang des Kreises 2zp ent-
spricht, auf dem die Feldstédrke berechnet wird.

e, H(p) .o
ds=e,pdo

Abbildung 5.8: Zum vektoriellen Linienintegral

Multipliziert man umgekehrt den entlang des Kreises konstanten Wert der magneti-
schen Feldstédrke mit dem Kreisumfang (»Abb. 5.8), dann erhdlt man den von dem Kreis
umfassten Strom. Dieser Zusammenhang kann auch als vektorielles Linienintegral
geschrieben werden

¢ H-

Kreis

(5 17) 2z

I 2
_[eq,z s q,pd(p:z(_)“d(pzl. (5.18)

Man beachte, dass die Richtung des vektoriellen Wegelementes ds (Integrationsrich-
tung) und die Stromrichtung (z-gerichteter Strom in dem Beispiel) im Sinne einer
Rechtsschraube einander zugeordnet sind. Die Erfahrung zeigt nun, dass die Bezie-
hung (5.18) verallgemeinert werden darf. Unter Beachtung der Zuordnung von Integra-
tionsrichtung und Stromrichtung liefert das Wegintegral der magnetischen Feldstirke
H lings eines beliebigen geschlossenen Weges der Kontur C mit dem gerichteten Weg-
element ds immer den Gesamtstrom, der die von dem Integrationsweg umschlossene
Fldache durchsetzt

q>ﬁ-d§=1 ) (5.19)
C

Diese Beziehung wird als Oersted'sches Gesetz (nach Hans Christian Oersted, 1777 —
1851) bezeichnet. Zur Veranschaulichung zeigt die » Abb. 5.9 nochmals den Fall mit
mehreren Stromen. Mit der vorgegebenen Integrationsrichtung werden alle Strome
positiv bzw. negativ gezdhlt, wenn sie die Fldche A nach oben bzw. nach unten durch-
setzen. Resultierend gilt das Ergebnis
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PH-ds =Y I, =L +I,~ 1. (5.20)
C k

Schliefit man die einzelnen in der Abb. 5.9 nur abschnittsweise dargestellten Strom-
kreise, dann greift der geschlossene Integrationsweg mit jedem geschlossenen Strom-
kreis wie die Glieder einer Kette ineinander. Man spricht daher bei der Gl. (5.20)
davon, dass das Umlaufintegral der magnetischen Feldstirke mit dem die Fldche
durchsetzenden Strom verkettet ist.

Zahlrichtung fur die Strome

Abbildung 5.9: Zum Oersted'schen Gesetz

Da die Summe der Strome auf der rechten Seite der Gl. (5.20) die Flache durchflutet,
bezeichnet man diesen Ausdruck als Durchflutung und verwendet dafiir die folgende
Abkiirzung

©=Y1 - ¢PH-ds=0. (5.21)
C

Wiéhrend das Umlaufintegral der elektrischen Feldstdrke beim elektrostatischen Feld
nach Gl. (1.22) immer verschwindet, gilt dies beim magnetostatischen Feld nur fiir
den Sonderfall, dass die Durchflutung verschwindet.

Das elektrostatische Feld haben wir in Kap. 1.8 als Quellenfeld bezeichnet. Da die
magnetischen Feldlinien die Stréme umschlieBen, spricht man in diesem Fall von
einem Wirbelfeld.

Im Oersted'schen Gesetz (5.19) ist keine Einschrdankung hinsichtlich der rdumlichen
Verteilung des Stromes enthalten. FlieBit der Strom insbesondere mit einer ortsab-
hédngigen Dichte durch einen endlichen Leiterquerschnitt, dann muss der mit dem
Umlaufintegral verkettete Strom nach Gl. (2.11) durch Integration der Stromdichte
uber die Querschnittsfliche berechnet werden

qSﬁ-d§=G) = jﬁ-dA . (5.22)
C A

Diese verallgemeinerte Formulierung des Oersted'schen Gesetzes wird als Durchflu-
tungsgesetz bezeichnet. Es gilt in dieser Form nur unter der bisherigen Voraussetzung
zeitunabhéngiger Felder. Unterschiedliche magnetische Materialeigenschaften entlang
des Integrationsweges haben keinen Einfluss auf die Giiltigkeit dieser Beziehung.
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5.7 Die magnetische Feldstarke einfacher
Leiteranordnungen

Das Oersted'sche Gesetz kann im Allgemeinen nicht zur Bestimmung der magneti-
schen Feldstdrke verwendet werden, da aus der bekannten Durchflutung nur eine
Aussage iiber das Umlaufintegral von H, nicht aber iiber die ortsabhingige Verteilung
der Feldstarke gemacht werden kann. Allerdings gibt es einige Ausnahmen, bei denen
unter Ausnutzung von Symmetrieiiberlegungen eine Bestimmung der magnetischen
Feldstdrke moglich ist. Einige Beispiele werden im folgenden Kapitel vorgestellt.

5.7.1 Unendlich langer kreisférmiger Linienleiter

Die magnetische Feldstirke H eines unendlich langen Linienleiters nimmt nach
Gl. (5.17) mit dem reziproken Abstand vom Leiter ab. Umgekehrt wéchst die Feld-
stdrke bei Anndherung an den Leiter im Grenzfall p — 0 iiber alle Grenzen. Dieses
Problem entsteht jedoch nur bei dem physikalisch nicht durchfiithrbaren Versuch,
einen endlichen Strom I durch einen unendlich diinnen Querschnitt flieBen zu lassen.
Um den Einfluss der endlichen Leiterabmessung zu untersuchen, betrachten wir den
in »Abb. 5.10 dargestellten Fall eines kreisformigen Leiters mit endlichem Radius a.
Zur Berechnung der magnetischen Feldstdrke wird der Leiter in das zylindrische
Koordinatensystem verlegt, wobei sein Mittelpunkt mit der z-Achse zusammenfallen
soll.

Abbildung 5.10: Magnetische Feldstarke bei kreisformigem Drahtquerschnitt

Der z-gerichtete Gesamtstrom I sei homogen iiber die Querschnittsfliche A = 7a? ver-
teilt, so dass fiir die Stromdichte die Beziehung

- 2
T={ezl/_na fir P=¢ (5.23)

0 p>a

gilt. Die Stromrichtung ist durch die innerhalb des Leiterquerschnitts eingezeichnete
Pfeilspitze markiert. Aus Symmetriegriinden kann es nur eine @-gerichtete, allein von
der Koordinate p abhingige Feldstirke H = €,H(p) geben. Wir berechnen zunéchst die
Feldstarkeverteilung innerhalb des Leiters. Bildet man das Umlaufintegral der magne-
tischen Feldstédrke entlang des in Abb. 5.10 gestrichelt eingezeichneten Kreises vom
Radius p < a, dann muss dies nach dem Oersted'schen Gesetz dem von dem Umlauf-
integral eingeschlossenen Strom entsprechen. Mit Gl. (5.22) gilt die Beziehung
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Zn- - (5.22) an- I - pz
qu,H(p) é,pdo =27pH(p) = J'J.ez 5re,pdpdo =1, (5.24)
0 —_— — 00 Ta® ——— a

H ds T dA

aus der die magnetische Feldstdrke innerhalb des Leiters unmittelbar bestimmt wer-
den kann. Wendet man das Durchflutungsgesetz fiir den Bereich aufBlerhalb des Leiters
p > a an, dann ist der gesamte Strom I mit dem Umlauf verkettet, so dass auf der rech-
ten Seite der Gl. (5.24) der Wert I steht. Resultierend erhdlt man den Feldstirkeverlauf

_ / <
Hos,— "7 fr PET (5.25)
2ma |alp p=a

Die magnetische Feldstirke steigt innerhalb des Leiters linear bis auf den Maximal-
wert I/2wa an der Leiteroberflache an und fdllt auBerhalb des Leiters mit dem rezipro-
ken Abstand vom Leitermittelpunkt ab. Auf der Oberflache des Leiters p = a ist die
magnetische Feldstédrke stetig, so dass hier beide Beziehungen (5.25) giiltig sind. Die
Ortsabhéngigkeit der Feldstdrke lédsst sich leicht veranschaulichen, wenn man sie in
den Ebenen ¢ =0 und ¢ =z, d.h. auf der positiven und der negativen x-Achse dar-
stellt. Wegen e,=-e,sinp+e,cos¢p=*e,, wobei das positive (negative) Vorzeichen
fiir den Bereich x > 0 (x < 0) gilt, erhélt man hier nur eine y-Komponente mit dem in
»Abb. 5.11 dargestellten Verlauf.

Abbildung 5.11: Magnetische Feldstérke auf der x-Achse

5.7.2 Toroidspule

Als zweites Beispiel soll das Feld in einem Ringkern berechnet werden, der gleichméafig
und dicht mit diinnem Draht bewickelt ist. Ein solches Bauelement bezeichnet man
als Toroidspule. Die Feldstdrke in dem Kern ist @-gerichtet und aus Symmetriegriin-
den von der Koordinate ¢ unabhingig.®

6 In der Realitdt ist der Strom nicht gleichméBig tiber die Oberfldche verteilt, sondern er flieBit
konzentriert in den Leitern. Zwischen den Leitern verschwindet die Stromdichte. Unter der Vo-
raussetzung einer sehr dichten gleichméBigen Bewicklung kénnen wir den Strom als homogen
verteilten Strombelag auf der Oberfliche auffassen und den Einfluss der bei mikroskopischer
Betrachtungsweise ortsabhédngigen Stromverteilung auf das Ergebnis vernachlédssigen.
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Die Querschnittsflaiche des Toroids kann kreisférmig oder auch rechteckig sein (vgl.
Abb. 5.28). Innerhalb des Toroids ist die magnetische Feldstdrke nur von dem Achs-
abstand, d.h. von der in »Abb. 5.12 eingetragenen Koordinate p abhéngig, so dass wir
die Berechnung in den Koordinaten des Kreiszylinders durchfiihren.

Abbildung 5.12: Toroidspule, a) prinzipieller Wickelaufbau b) Querschnitt durch dicht bewickelte Spule

Das Umlaufintegral der magnetischen Feldstdrke innerhalb des Toroids umschlief3t
nach Abb. 5.12b alle N Windungen. Der gewidhlte Umlaufsinn ist mit der Richtung des
Stromes nach Abb. 5.12a bereits rechtshdndig verkniipft, so dass mit der Durchflutung
NI die Beziehung

(5.21) 27 NI

NI=0 = jé(PH(p(p)-é(de(p:mpH(p(P) —~» H=@ (5.26)
0

®2mp

fiir die magnetische Feldstdrke innerhalb des Toroids gilt. Ist die Querschnittsfldche
des Toroids klein gegeniiber seinen sonstigen Abmessungen, d.h. Innen- und Auflen-
durchmesser 2a und 2b unterscheiden sich nur unwesentlich, dann ist die magneti-
sche Feldstdrke im Inneren des Toroids praktisch konstant.

Abbildung 5.13: Zur Feldberechnung auBerhalb des Toroids

Wihlt man entsprechend »Abb. 5.13 den Integrationsweg aulerhalb des Toroids, dann
verschwindet die Durchflutung in allen Féllen

G):Oz(j‘)ﬁ-dE:qSé‘PH(p(p)-é(ppd(pzmpH(p(p). (5.27)
c ¢

Wegen der ¢-gerichteten, nur von der Koordinate p abhéngigen Feldstirke Hy(p) ver-
schwindet das Ergebnis auf der rechten Seite der Gleichung aber nur, wenn die Feld-
stirke verschwindet, d.h. der Raum auBlerhalb des Toroids ist feldfrei.
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Bei einer genaueren Analyse stellt man allerdings fest, dass diese Aussage nur einge-
schriankt gilt. Infolge der fortlaufenden Wicklung besitzen die nebeneinanderliegenden
Windungen eine Steigungshohe in Richtung der Zylinderkoordinate ¢. Besonders
deutlich ist diese Situation in der Abb. 5.12a zu erkennen. Bei einer einlagigen, iiber
den gesamten Umfang verteilten Wicklung mit N Windungen nach »Abb. 5.14 betrégt
die Steigungshohe fiir jede Windung 2s/N. Zur nidherungsweisen Berechnung des
Magnetfeldes aulBerhalb des Toroids kann man eine einzelne Stromschleife ldngs des
Toroids, wie in Abb. 5.14 auf der rechten Seite dargestellt, annehmen. Das von dieser
Schleife hervorgerufene unerwiinschte Streufeld werden wir im Folgenden vernach-
lassigen.

Abbildung 5.14: Einlagige Toroidspule

5.7.3 Lang gestreckte Zylinderspule

Als letztes Beispiel betrachten wir noch eine lang gestreckte Zylinderspule, die gleich-
méabig und dicht mit diinnem Draht bewickelt ist. Diese iiblicherweise als Solenoid
bezeichnete Anordnung kann als Sonderfall einer Toroidspule mit unendlich groBem
Radius a — « angesehen werden.

ERRREE
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Abbildung 5.15: Lang gestreckte Zylinderspule

Zunichst sei der Fall einer in x-Richtung unendlich lang ausgedehnten Zylinderspule
betrachtet. Die magnetische Feldstdrke ist dann x-gerichtet und von der Koordinate x
unabhéngig. Da die Feldstdrke auBlerhalb der Spule verschwindet (bzw. vernachléssigt
wird), liefert das Umlaufintegral der magnetischen Feldstdrke entlang des eingezeich-
neten Rechtecks nur zwischen den Punkten A und B einen nicht verschwindenden
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Beitrag. Bezeichnen wir mit N die Anzahl der auf der Liange / vorhandenen Windun-
gen, dann folgt aus dem Durchflutungsgesetz die homogene Feldstarkeverteilung

= . NI

H=e, T (5.28)
innerhalb der Spule. Fiir eine endlich lange Spule, bei der die Gesamtldnge noch
immer sehr grof ist gegeniiber dem Spulendurchmesser, erhdlt man den in »Abb. 5.16
dargestellten Feldverlauf.

\
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Abbildung 5.16: Lang gestreckte Zylinderspule

Im Spuleninneren ist die Feldstdrke noch immer relativ homogen. An den Spulen-
enden tritt sie aus und schliefSt sich iiber den AuBenraum. Der Betrag der Feldstirke
ist im AuBenraum erheblich kleiner als im Inneren der Spule. Das Feldbild der Spule
ist identisch zu dem des Stabmagneten in Abb. 5.2, so dass man zu der folgenden Aus-
sage gelangt:

Eine gleichstromdurchflossene Spule besitzt die gleichen magnetischen Eigen-
schaften wie ein Stabmagnet.

Diese Tatsache hat schon sehr friih Anlass zu der Vermutung gegeben, dass alle mag-
netischen Erscheinungen auf bewegte Ladungen zuriickzufiihren sind. Das Verhalten
der Magnete ldsst sich durch Kreisstrome in den Atomen erkldren. Die Elektronen
umkreisen den Kern und besitzen zusétzlich eine Eigendrehung (Spin). Die gleich
gerichtete Ausrichtung der Atome fiihrt zu einer gleichsinnigen Uberlagerung dieser
Effekte und zu dem nach auBlen wirksamen Verhalten.

Die »Abb. 5.17 zeigt die beiden Situationen, in denen sich gleichnamige bzw.
ungleichnamige Pole von Stabmagneten gegeniiberstehen. Da die Feldlinien defini-
tionsgemdl am Nordpol austreten und am Siidpol wieder in den Magneten eintreten,
miissen die im Inneren anzunehmenden Stréme die in der Abbildung dargestellten
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Richtungen aufweisen. Man erkennt, dass die Strome im Fall der beiden sich gegen-
iiberstehenden ungleichnamigen Pole die gleiche Orientierung haben. Da sich nach
den Aussagen in Kap. 5.4 gleich gerichtete Stréme anziehen, entgegengesetzt gerich-
tete Strome aber abstoBen, lassen sich die beiden dargestellten Situationen durch die
Annahme der atomaren Stréme unmittelbar erklédren.

S -
5007 | &?9 |
S & "

Abbildung 5.17: Kraftwirkungen zwischen Stabmagneten

5.8 Die magnetische Spannung

In Analogie zur elektrischen Spannung (1.30) wird die magnetische Spannung V,, der
Dimension A zwischen zwei Punkten P; und P, als das Linienintegral der magneti-
schen Feldstirke definiert

P,
Viz = [H-ds. (5.29)
By

Wiéhrend das Umlaufintegral der elektrischen Feldstdrke iiber einen geschlossenen
Weg nach Gl. (1.22) verschwindet und damit die Summe aller Spannungen in einer
Masche nach Gl. (3.4) ebenfalls Null wird, verschwindet das Umlaufintegral der mag-
netischen Spannung iiber eine geschlossene Kurve (man spricht von der magneti-
schen Umlaufspannung) nur dann, wenn der mit der eingeschlossenen Flache verket-
tete Strom nach GI. (5.22) ebenfalls verschwindet. Im anderen Fall erhdlt man aus dem
Ringintegral die Durchflutung.

Fiir den Sonderfall, dass jedes Umlaufintegral in einem bestimmten Gebiet verschwin-
det, also kein resultierender Gesamtstrom mit einem Umlauf verkettet ist, folgt analog
zum elektrostatischen Fall, dass die magnetische Spannung V,,,;, zwischen zwei Punk-
ten P; und P, unabhéngig vom Integrationsweg immer den gleichen Wert annimmt.
Damit kann wiederum jedem Punkt eindeutig ein skalarer Wert zugeordnet werden,
der als magnetisches Skalarpotential bezeichnet wird. Der Bezugspunkt ist wieder
beliebig.



5.9 Der magnetische Fluss

5.9 Der magnetische Fluss

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir gesehen, dass aus der Kenntnis der mag-
netischen Flussdichte B Krifte auf stromdurchflossene Leiter berechnet werden kon-
nen. Es gibt aber noch weitere beobachtbare Wirkungen im Magnetfeld (vgl. Kap. 6),
bei denen es z.B. darauf ankommt, wie viel Flussdichte die von einer Windung einge-
schlossene Flache durchsetzt.

In Analogie zur Elektrostatik bezeichnet man das Integral der Flussdichte B iiber eine
Fliche A mit dem gerichteten Flichenelement ndA=dA nach »Abb. 5.18 als den
magnetischen Fluss ® der Dimension Vs, der die Fliche A in Richtung der Fldchen-
normalen n durchsetzt

= HE-dA ) (5.30)
A

dA=ndA
l é,
// B
f/
0

Abbildung 5.18: Magnetischer Fluss ® durch die Flache A

(Z

Das Integral der elektrischen Flussdichte iiber eine geschlossene Hiillflaiche gibt die
innerhalb des Volumens eingeschlossene Ladung an. Da es erfahrungsgeméal keine
magnetischen Einzelladungen gibt, verschwindet das iiber eine geschlossene Hiillflache
berechnete Integral der magnetischen Flussdichte

ﬁﬁ-d]&:o . (5.31)
A

5.10 Die magnetische Polarisation

In Kap. 1.14 haben wir die Wirkung eines elektrostatischen Feldes auf nichtleitende
Materie untersucht und festgestellt, dass die auf die einzelnen Ladungen wirkenden
Coulomb'schen Krifte zur Ausbildung von elektrischen Dipolen, d.h. zu einer Pola-
risation des dielektrischen Materials fithren. Wir haben unterschieden zwischen der
Elektronenpolarisation, die nur als Folge eines externen elektrischen Feldes auftritt
und der Orientierungspolarisation, bei der die Molekiile bereits polarisiert sind, ihre
statistische Verteilung infolge der Warmebewegung aber keine nach aufen feststell-
bare Wirkung hervorruft. Erst durch ein externes elektrisches Feld erfahren die Dipole
ein Drehmoment und ihre mehrheitliche Orientierung in Richtung des Feldes fiihrt
auch makroskopisch gesehen zu einer messbaren Polarisation.
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Betrachten wir nun die Situation im magnetostatischen Feld. In den Kapiteln 5.2 und
5.3 haben wir die Kraft auf stromdurchflossene Leiter bzw. auf bewegte Ladungen
untersucht. Nach dem in Abb. 1.1 dargestellten vereinfachten Atommodell bewegen
sich die Elektronen auf Kreisbahnen um den Kern. Diese Ladungstriagerbewegungen
im atomaren Bereich kénnen als elementare Stromschleifchen (Ampére'sche Kreis-
strome) aufgefasst werden. Zusitzlich besitzen die Elektronen eine als Spin bezeich-
nete Eigendrehung, die zu einem dhnlichen Verhalten fithrt wie die Bewegung auf der
Umlaufbahn. Die Stromschleifchen erzeugen ein eigenes Magnetfeld und sie erfahren
in einem externen magnetischen Feld Kréfte bzw. Drehmomente. Es muss jedoch darauf
hingewiesen werden, dass die hier zugrunde gelegten Modelle nur eine grobe Vorstel-
lung von dem Verhalten der Materie geben kénnen, ein tiefer gehendes Verstandnis ist
nur im Rahmen der Quantenmechanik moglich.

An dieser Stelle fithren wir zundchst den Begriff des magnetischen Dipols ein. Darunter
versteht man eine kleine vom Strom I durchflossene Schleife, die eine ebene Fliache A
umschlieBt (»Abb. 5.19).

m

Abbildung 5.19: Magnetischer Dipol

Das Produkt aus Strom I und vektorieller Fliche A heiBt magnetisches Moment
m=nlA=IA. (5.32)

Die Flachennormale n und der Umlaufsinn des Stromes sind rechtshéndig miteinan-
der verkniipft. In vielen Féllen wird die GroBe

j = pom =l A (5.33)

verwendet, die als magnetisches Dipolmoment bezeichnet wird. Befinden sich N mag-
netische Dipole in einem Volumen V, dann bezeichnet man die auf das Volumen bezo-
gene vektorielle Summe der Momente als Magnetisierung M

o1
M = 7%“‘“ (5.34)
und in Analogie zur Elektrostatik heilit
B L _
]zvzin:lqu (5.35)

magnetische Polarisation”.

7 Vorsicht: Die magnetische Polarisation J der Dimension Vs/m? darf nicht mit der Stromdichte
J der Dimension A/m? verwechselt werden.
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In den Atomen tragen sowohl die Eigendrehung der Elektronen als auch ihre Bewe-
gung auf der Umlaufbahn zu dem magnetischen Dipolmoment bei. Ein zusétzlicher
Beitrag der Nukleonen ist im Allgemeinen zu vernachldssigen. Unter dem Einfluss
eines duBeren Magnetfeldes werden sich die Dipole nach Moglichkeit so ausrichten,
dass sie keine weitere Krafteinwirkung mehr erfahren. Nach Beispiel 5.1 tritt dieser
Fall ein, wenn die Richtung des Dipols mit der Feldrichtung {ibereinstimmt.

Analog zur Gl. (1.65) in der Elektrostatik kann das makroskopisch betrachtete magne-
tische Verhalten des jeweiligen Materials durch eine Erweiterung der Beziehung (5.16)
formelmafBig erfasst werden

B=u,u,H=uH mit  u= u, u, = Permeabilitit. (5.36)

Die Wirkung der im Einzelnen nicht zugénglichen molekularen Strome wird so auf
einfache Weise durch eine Materialkonstante 4, beschrieben.

Bei gleicher magnetischer Feldstirke H wird sich die Flussdichte B umso stirker
andern, je mehr Dipole sich gleichsinnig orientieren. Der als Permeabilitatszahl bezeich-
nete reine Zahlenfaktor u, beschreibt das Verhiltnis der magnetischen Flussdichte B
im Material zu der Flussdichte im Vakuum bei gleicher magnetischer Feldstéirke H. In
Luft gilt mit sehr hoher Genauigkeit 4, = 1. In der folgenden Tabelle ist die Permeabili-
tdtszahl fiir verschiedene Materialien angegeben.

Tabelle 5.2

Permeabilitatszahl u, fiir verschiedene Materialien nach [16]

Diamagnetische Stoffe U,

Aluminiumoxid 0,999 986 4

Kupfer 0,999 990 4

Wasser 0,999 990 97

Paramagnetische Stoffe Uy

Aluminium 1,000 020 8

Eisen 800°C 1,149

Eisen 1200°C 1,002 59

Sauerstoff 1,000 001 86

Ferromagnetische Stoffe Anfangswert i, , (H = 0) Maximalwert i, .«
Baustahl 100 800 — 2 000
Permalloy 78,5 Ni, 3 Mo 6 000 70000

Der Zusammenhang zwischen den beiden Feldvektoren B und H kann formelmaBig
auch auf andere Weise erfasst werden. Ausgehend von der mikroskopischen Betrach-
tungsweise kann man sich die magnetische Flussdichte im Material nach Gl. (5.36)
zusammengesetzt denken aus der Flussdichte B =uyH, die bereits im Vakuum vor-
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liegt, und dem zusétzlich durch die Polarisation der elementaren Stromschleifen im
Werkstoff verursachten Anteil J

- (5.36) . . [,
B = uH=uH+(u—ug)H=pH+J. (5.37)

Die Auflosung der Gl. (5.37) nach f liefert

J = (p—po) H=po (s, —1) H=puo H. (5.38)

Die Differenz y zwischen der Permeabilitdtszahl u, = u/u, der Materie und dem Wert 1
des Vakuums wird magnetische Suszeptibilitat genannt. Die beiden Gleichungen (5.37)
und (5.38) entsprechen in ihrem Aufbau voéllig den Beziehungen (1.66) und (1.67).

Da in der Technik oft die Magnetisierung M anstelle der Polarisation J verwendet wird,
sollen die entsprechenden Gleichungen auch fiir die Magnetisierung angegeben wer-
den. Durch Einsetzen der Gl. (5.35) in die Gl. (5.37) folgt unmittelbar

ﬁ:MO(mM) und M=yH. (5.39)

Die magnetische Polarisation J beschreibt den Zuwachs der magnetischen
Flussdichte im Material gegeniiber Vakuum J =B - u,H bei gleicher magneti-
scher Feldstarke.

Die Magnetisierung M beschreibt die Abnahme der magnetischen Feldstirke
im Material gegeniiber Vakuum

M=-LB_H
Ho

bei gleicher Flussdichte.

Ahnlich wie bei der elektrischen Polarisation gibt es auch im magnetischen Feld meh-
rere Mechanismen, die zu einer Polarisation fithren. Entsprechend der unterschied-
lichen Auswirkungen auf das Materialverhalten werden die Werkstoffe in verschiedene
Gruppen eingeteilt:

B Materialien mit u, < 1, die das B-Feld geringfiigig schwéachen, bezeichnet man als
diamagnetisch.
B Materialien mit u#, > 1, die das B-Feld geringfiigig stiarken, nennt man paramagnetisch.

B Im Gegensatz zu den beiden erstgenannten Gruppen gibt es Stoffe, insbesondere
Eisen, Nickel und Kobalt, bei denen die Permeabilitédtszahl sehr stark von 1 abweicht.
Solche Materialien mit 4, >> 1 heillen ferromagnetisch.
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5.10.1 Diamagnetismus

Das unterschiedliche magnetische Verhalten der Werkstoffe in einem dulleren Magnet-
feld hiangt wesentlich von den atomaren magnetischen Dipolen ab. Stoffe, bei denen
Dipolmomente nur infolge eines duBleren Magnetfeldes entstehen, werden als diamag-
netisch bezeichnet. Bei diesen Stoffen kompensieren sich Spinmomente und Bahn-
momente der Elektronen in einem Atom ohne duBeres Feld vollstdndig. Nach auflen
hin ist kein resultierendes magnetisches Moment erkennbar. Durch die Einwirkung
eines duleren Feldes wird die Elektronenbewegung beeinflusst. Infolge ihrer Dreh-
bewegungen reagieren diese dhnlich einem Kreisel, auf den eine Kraft ausgeiibt wird,
mit einer Prdzessionsbewegung. Das dadurch entstehende Moment ist nach der
Lenz'schen Regel (nach H. F. E. Lenz, 1804 — 1865) dem verursachenden duBeren Feld
entgegengerichtet, das Feld wird geschwécht. Bringt man einen diamagnetischen Kor-
per in ein sehr starkes inhomogenes Magnetfeld, dann wird der Kérper aus dem Feld
herausgedrangt, d.h. im Gegensatz zum elektrostatischen Fall, bei dem ausschlieBlich
Anziehungskrifte auf Dielektrika entstehen, konnen bei der magnetischen Polarisa-
tion auch AbstoBungskrifte auftreten.

Wegen der Feldschwiéchung bei den diamagnetischen Stoffen gilt 4, < 1 und die mag-
netische Suszeptibilitat ist negativ. Fiir den Diamagnetismus gelten dhnliche Aussa-
gen wie fiir die Elektronenpolarisation. Beide Effekte sind genau dann vorhanden,
wenn sich die Atome in einem &duBleren Magnetfeld bzw. in einem &duBleren elektri-
schen Feld befinden. Diese Materialeigenschaft wird nicht von den thermischen
Bewegungen der Atome beeinflusst, d.h. x4, ist von der Temperatur unabhéngig.

5.10.2 Paramagnetismus

Ein zur Orientierungspolarisation im elektrostatischen Feld dhnliches Verhalten zei-
gen die paramagnetischen Stoffe. Bei diesen Stoffen kompensieren sich Spinmomente
und Bahnmomente in einem Atom auch bei nicht vorhandenem &duBerem Feld nicht
vollstdndig, d.h. ein einzelnes Atom verhélt sich bereits wie ein magnetischer Dipol.
Dieser Fall tritt bei Atomen mit einer ungeraden Anzahl von Elektronen auf. Wegen
der zufélligen Verteilung der einzelnen Momente innerhalb eines Materials ist keine
Gesamtwirkung nach auBen feststellbar. Erst unter dem Einfluss eines dufleren Feldes
werden die atomaren Dipole im statistischen Mittel in Richtung des Feldes ausgerich-
tet, wodurch das Magnetfeld verstdarkt wird. Die in diesem Fall ebenfalls auftretenden
diamagnetischen Effekte sind jedoch gegeniiber den paramagnetischen Effekten zu
vernachlédssigen. Da die thermischen Bewegungen die Dipolausrichtung behindern,
wird der paramagnetische Effekt nur bei entsprechend groBen dulleren Magnetfeldern
oder bei entsprechend niedriger Temperatur spiirbar. Mit den technisch realisierbaren
Magnetfeldstdarken gelingt es nicht, alle Dipole entgegen der Warmebewegung in Feld-
richtung auszurichten, d.h. eine Séttigung wie bei den ferromagnetischen Stoffen tritt
nicht auf. Wegen der Feldverstdarkung gilt u, > 1. Die magnetische Suszeptibilitdt ist
bei den paramagnetischen Stoffen positiv und proportional zum Kehrwert der Tempe-
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ratur y~1/T. Wird das duBlere Feld entfernt, dann gehen die Dipole infolge der thermi-
schen Bewegungen wieder in den ungeordneten Zustand iiber.

Sowohl bei den diamagnetischen als auch bei den paramagnetischen Stoffen ist die
Abweichung der Permeabilitdtszahl von dem Wert 1 nur sehr gering. Daher werden
diese Stoffe héufig als nicht magnetisch bezeichnet.

5.10.3 Ferromagnetismus

Auch bei dem fiir die technischen Anwendungen wichtigen Fall des Ferromagnetis-
mus kompensieren sich die Beitrdge von Spinmoment und Bahnmoment nicht voll-
stdndig. Im Unterschied zu den paramagnetischen Stoffen gibt es jedoch grofBere
Bereiche (GroBenordnungen im um-Bereich), in denen die Dipole bereits parallel zuei-
nander ausgerichtet sind (»Abb. 5.20a). Diese so genannten WeiB'schen Bezirke (nach
P. E. Weil3, 1865 — 1940) sind jedoch wiederum statistisch verteilt, so dass ohne ein
duberes Magnetfeld noch kein resultierendes Dipolmoment nach aullen erkennbar ist.
Die Ubergangsbereiche zwischen den WeiB'schen Bezirken sind diinne Schichten, so
genannte Blochwande, in denen sich die Orientierung der Dipole kontinuierlich von der
Orientierung des einen Bereichs bis zur Orientierung des benachbarten Bereichs
andert.

Abbildung 5.20: WeiB'sche Bezirke: a) ohne duBeres Magnetfeld, b) schwaches duBeres Magnetfeld,
c) starkes duBeres Magnetfeld

Wird dieses Material in ein duleres Magnetfeld gebracht, dessen Wert sich langsam
von Null erh6ht, dann dehnen sich die Weify'schen Bezirke, deren Dipole ndherungs-
weise in Richtung des duBeren Feldes zeigen, auf Kosten der anderen Bezirke aus
(Abb. 5.20b). Dieser als Blochwandverschiebung bezeichnete Vorgang ist reversibel,
d.h. der Zustand verschwindet, wenn das dullere Feld verschwindet. Zum leichteren
Verstdndnis betrachten wir gleichzeitig die Hysteresekurve in »Abb. 5.21. In dieser
Kurve ist die Flussdichte als Funktion der Feldstirke aufgetragen. Beim ersten Anlegen
eines Feldes bewegt man sich ausgehend vom unmagnetischen Zustand (H = 0, B = 0)
entlang der so genannten Neukurve. Der soeben beschriebene Vorgang befindet sich
zwischen den Punkten 0 und 1 auf der Neukurve.

Bei weiter ansteigender dullerer Feldstédrke erfolgen sprungartige Blochwandverschie-
bungen. Die einzelnen Bezirke klappen ihre Magnetisierungsrichtung derart um, dass
die Dipole ndherungsweise in Richtung des duleren Feldes zeigen (Abb. 5.20c). Dieser
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Vorgang ist irreversibel. Bei verschwindendem duBlerem Feld behalten diese Bezirke
zum Teil ihre neue Magnetisierungsrichtung bei. Dieser Vorgang spielt sich zwischen
den Punkten 1 und 2 der Neukurve ab (steiler Kurvenverlauf). In der Praxis stellen die
nummerierten Punkte auf der Hysteresekurve keine scharfe Abgrenzung zwischen den
einzelnen Abschnitten dar, die Uberginge sind vielmehr fliefend.

B 4
} Séttigung 3
T =
B,
2
) 4
Hystereseschleife N
Neukurve

H

Séttigung

Abbildung 5.21: Magnetisierungskurve eines ferromagnetischen Materials

Wird die Feldstédrke noch weiter erh6ht, dann sind alle Bezirke umgeklappt und kénnen
nur noch moglichst genau in Feldrichtung gedreht werden. In dem Bereich zwischen
den Punkten 2 und 3 geht die Magnetisierung in Sattigung. Bei Abnahme der dufleren
Feldstédrke ist diese Drehung wieder reversibel. Auch in dem Séttigungsbereich steigt
die Flussdichte mit zunehmender magnetischer Feldstdrke weiter an, allerdings spielt
das Material dann keine Rolle mehr und die verbleibende geringe Steigung AB/AH ist
lediglich durch die Permeabilitdt des Vakuums u, gegeben.

Bei einer anschliefenden Reduzierung der duleren Feldstdrke auf den Wert Null wird
der Kurvenbereich 3 — 4 durchlaufen. Interessanterweise reduziert sich die Flussdichte
nicht ebenfalls auf den Wert Null, sondern es bleibt eine als Remanenz bezeichnete
Restmagnetisierung B, erhalten. Die Mehrheit der umgeklappten Bereiche bleibt noch
in die gleiche Richtung orientiert. Erst mit einer Gegenfeldstirke von auflen wird
infolge der Umklappvorgidnge in die Gegenrichtung die Remanenzinduktion nach und
nach abgebaut. Bei der Gegenfeldstiarke H, (Koerzitivfeldstarke) heben sich die Orien-
tierungen im Mittel wieder auf (Punkt 5). Bei weiter steigender Gegenfeldstérke bildet
sich eine mehrheitliche Ausrichtung der Dipole in der neuen Feldrichtung aus. Dieser
Vorgang fiithrt bei den von auBlen angelegten wechselnden Magnetfeldern zu der in
Abb. 5.21 dargestellten Hysteresekurve.
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Materialien mit einer groBen Koerzitivfeldstdrke H,, bei denen eine vollstdndige Ent-
magnetisierung nur mit einer entsprechend grofien Gegenfeldstiarke moglich ist, wer-
den als magnetisch hart, Materialien mit einem kleinen Wert H, als magnetisch weich
bezeichnet.

Aus der Hystereseschleife ist zu erkennen, dass der Zusammenhang zwischen B und H
bei den ferromagnetischen Stoffen nichtlinear ist. Die Permeabilitdt in der Beziehung
(5.36) ist einerseits von dem verwendeten Material, andererseits von der duBeren Feld-
starke, aber auch von der Temperatur und sogar von der Vorgeschichte abhédngig. Das
erkennt man daran, dass zu einem Feldstdarkewert unterschiedliche Flussdichten geho-
ren, je nachdem, ob man sich von hoheren oder niedrigeren Feldstiarkewerten dem
augenblicklichen Zustand gendhert hat. Die lineare Beziehung (5.36) kann daher nur
als eine grobe Nidherung angesehen werden, die aber umso genauer gilt, je enger die
materialabhdngige Hystereseschleife oder je kleiner die Aussteuerung, d.h. die Differenz
zwischen Maximal- und Minimalwert der auftretenden magnetischen Feldstirke ist®.

Zur quantitativen Beschreibung der Sattigung verwendet man die Sattigungsinduktion
B,. Diese erhdlt man als Schnittpunkt der Ordinate H = 0 mit der im Bereich der Satti-
gung an die Hystereseschleife gezeichneten Tangente. Die maximal im Material erreich-
bare Flussdichte kann nicht gréBer werden als die Summe aus der Flussdichte im
Vakuum B =y H und der Sittigungsinduktion B,. Genauso wie die Permeabilititszahl
ist auch die Sattigungsinduktion stark von der Temperatur abhéngig.

Oberhalb einer bestimmten materialabhéngigen Temperatur verlieren die Stoffe ihre
ferromagnetischen Eigenschaften. Die Ursache liegt in den starken thermischen Bewe-
gungen der einzelnen Atome, die dazu fiihrt, dass die gemeinsame Orientierung in
eine Richtung wieder verloren geht. Die Temperatur, bei der dieser Ubergang statt-
findet, wird Curie-Temperatur genannt (nach Marie Curie, 1867 — 1934) und liegt bei
Eisen etwa bei 770°C.

5.10.4 Dauermagnete

Vor diesem Hintergrund lassen sich auch die Eigenschaften der Dauermagnete leicht
verstehen. Hierbei handelt es sich z.B. um magnetisiertes Eisen, das sich noch im
Remanenzzustand (Punkt 4 in Abb. 5.21) befindet. Der vorausgegangene Magnetisie-
rungsvorgang kann entweder durch die Magnetfelder von Spulen oder durch das
Bestreichen mit einem anderen Magneten erfolgt sein. Am besten geeignet fiir Dauer-
magnete sind Materialien mit einer mdglichst hohen Remanenz (Stirke des Magneten)
und einer hohen Koerzitivfeldstirke H, (Dauerhaftigkeit des Magnetisierungszustan-
des), da diese nicht so leicht entmagnetisiert werden kénnen.

8 Bei der Berechnung der magnetischen Feldstédrke einer Anordnung, die aus mehreren Einzel-
leitern besteht, werden die Beitrdge der einzelnen Leiter an jedem Ort des Raumes vektoriell,
d.h. nach GréBe und Richtung, addiert. Diese Vorgehensweise ist nicht mehr zuldssig, wenn
der Zusammenhang zwischen Feldstdrke und Flussdichte wie z.B. bei ferromagnetischen
Stoffen nichtlinear ist.
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An dieser Stelle kehren wir noch einmal zur Analogie bei den Feldverldufen von
einem Stabmagneten nach Abb. 5.2 und einer Zylinderspule nach Abb. 5.16 zuriick.
Aus dem gleichen Feldverlauf im Aufienbereich der beiden Komponenten haben wir
in Abb. 5.17 die Anziehung bzw. Abstofung zwischen den Magnetpolen durch die
Krifte zwischen den gleichsinnig oder gegensinnig flieBenden Strémen in den Win-
dungen auf der Oberfldche der Zylinderspule erkldrt. Wie aber ist es zu verstehen,
dass sich ein massiver Stabmagnet genauso verhélt wie eine Anordnung, bei der die
Strome ausschlieflich auf der Oberfldche flieBen? Betrachten wir dazu die »Abb. 5.22.
Da sich das Eisen noch im Remanenzzustand befindet, konnen wir die Dipole zur Ver-
einfachung als gleichsinnig orientiert ansehen. Natiirlich ist die Situation im mikrosko-
pischen Bereich, dhnlich wie bei der elektrischen Polarisation, dulerst kompliziert.
Die atomaren Kreisstrome sind von Punkt zu Punkt sehr unterschiedlich, d.h. die in
Gl. (5.34) definierte Magnetisierung gilt nicht fiir einen beliebigen Punkt innerhalb
des Materials, sondern lediglich als Mittelwert iiber einen Bereich, dessen Ausdeh-
nung wesentlich groBer als die Abmessungen der Atome sein muss.

-l
-

Sl f
ol

Abbildung 5.22: Homogene Verteilung magnetischer Dipole

Vom Standpunkt einer makroskopischen Betrachtungsweise aus kdnnen wir aber das
mittlere magnetische Dipolmoment iiber eine hinreichend groBfe Anzahl von Atomen
durch eine kleine Stromschleife beschreiben, die wir zum leichteren Verstdndnis
quadratisch darstellen. Die Orientierung der Dipolmomente ist in der Abb. 5.22 senk-
recht zur Zeichenebene angenommen. Unter der Voraussetzung einer homogenen
Magnetisierung werden alle elementaren Stromschleifen vom gleichen Strom I durch-
flossen. An den StoBstellen jeweils zweier benachbarter Schleifen sind die Stréme
immer entgegengesetzt gerichtet, d.h. ihre Wirkungen heben sich innerhalb des Mate-
rials gegenseitig auf. Lediglich auf der dulleren Berandung gibt es keine gegensinnig
gerichteten Strome, so dass die auf der linken Seite der Abb. 5.22 dargestellten ele-
mentaren Stromschleifen in ihrer Wirkung durch die Gesamtschleife auf der rechten
Seite der Abbildung ersetzt werden kénnen (vgl. dazu auch Abb. 1.27). Einen Beitrag
zum Magnetfeld erhdlt man somit nur von dem resultierenden Strom auf der dulleren
Berandung der Anordnung. Damit wird auch deutlich, warum sich der zylinder-
formige, in Richtung der Achse magnetisierte Stabmagnet genauso verhilt wie die
Zylinderspule.
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5.11 Das Verhalten der FeldgroBen an Grenzflachen

In diesem Abschnitt werden wir das Verhalten der beiden FeldgroBen B und H an den
Sprungstellen der Materialeigenschaften etwas genauer untersuchen.

Dazu betrachten wir die Oberfliche A des in der »Abb. 5.23 dargestellten quaderfor-
migen Korpers, der aus einem Material der Permeabilitét 4, besteht und sich im umge-
benden Raum der Permeabilitdt 4, befindet. Die Feldgréfen in den beiden Bereichen
werden durch die gleichen Indizes gekennzeichnet wie die Permeabilitdten.

> B,
L
n

wo |4 “,

Abbildung 5.23: Grenzflache mit Sprung der Permeabilitat

Im ersten Schritt wollen wir das Verhalten der Normalkomponenten (Index n) unter-
suchen. Zu diesem Zweck legen wir um die Trennfldche zwischen den beiden Mate-
rialien einen kleinen Flachzylinder der verschwindenden Héhe h — 0. Da das Hiill-
flachenintegral der Flussdichte nach Gl. (5.31) verschwindet und der Zylindermantel
wegen h — 0 keinen Beitrag liefert, muss der Fluss durch das elementare Flachenele-
ment dA auf beiden Seiten der Trennfldche gleich sein

B, dA=B,,dA - By =B, . (5.40)

Die Stetigkeit der Normalkomponente der Flussdichte erfordert aber wegen der auf bei-
den Seiten unterschiedlichen Permeabilitdt einen Sprung in der Normalkomponente
der magnetischen Feldstédrke

By=uHy =By =, Hyy = paHpyy =uy Hyy (5.41)

Im zweiten Schritt soll das Verhalten der Tangentialkomponenten (Index f) untersucht
werden. Zu diesem Zweck betrachten wir das in »Abb. 5.24 um die Trennfldache
gelegte Rechteck mit der elementaren Seitenldnge ds und der wiederum verschwin-
denden Abmessung h — 0. Da mit dem Umlaufintegral der magnetischen Feldstédrke
entlang dieses Rechtecks kein Strom verkettet ist, muss es nach Gl. (5.22) verschwin-
den. Wegen h — 0 liefern nur die Seiten ds einen Beitrag, so dass die Tangentialkom-
ponente der magnetischen Feldstdrke auf beiden Seiten der Trennfldche den gleichen
Wert aufweist

H;;ds-H,,ds=0 — H,,=H,, . (5.42)
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220 ds Mo

A —
Abbildung 5.24: Grenzflache mit Sprung der Permeabilitat

Die Stetigkeit der Tangentialkomponente der magnetischen Feldstidrke erfordert aber
wegen der auf beiden Seiten unterschiedlichen Permeabilitdt einen Sprung in der
Tangentialkomponente der Flussdichte

1 1 B wu
Hyy=—B =Hj; =—B,, - ——=LL.

= (5.43)
Hq Ha B,

Zusammengefasst gilt die Aussage:

Bei einer sprunghaften Anderung der Permeabilitit auf einer Fliche der Norma-
len n sind die Normalkomponente der magnetischen Flussdichte B, und die Tan-
gentialkomponente der magnetischen Feldstarke H; stetig. Die Forderungen fiir
die beiden anderen Komponenten B; und H, ergeben sich aus den Beziehungen
B, = u;H, und B, = u,H, .

Y258 122 Mq 12
Hy H 2 B ~2
HofSe—Te Ty, | | Al w—Ta T,
I_:I1 HHZ ﬁl BnZ
H,=H, B,,=B,,

Abbildung 5.25: Zum Brechungsgesetz

Diese Zusammenhénge sind in »Abb. 5.25 nochmals dargestellt. Aus den Beziehun-
gen

tana; _ Hy Hp, 642 Hy, bzw tana;, _ By By, C49 By

5.44
tana, H,y Hyp, Hpy tana, By B By, ( )
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folgt fiir beide Feldvektoren das gleiche Brechungsgesetz

tana; =h=i=ﬂ. (5.45)

tana, Hpy By
Wir betrachten noch den Sonderfall, dass einer der Teilrdume aus ferromagnetischem,
d.h. hochpermeablem Material besteht. Lasst man die Permeabilitdt des Teilraumes 1
gegen unendlich gehen 4, — %, dann bleibt die Flussdichte B, endlich und die Feld-
stirke muss wegen Gl. (5.36) im hochpermeablen Material verschwinden. Weiterhin
folgt aus Gl. (5.42) unmittelbar, dass H;, =0 und mit Gl. (5.36) auch B;, =0 gelten
muss. Die Tangentialkomponenten von Flussdichte und Feldstdrke verschwinden auf
der Oberfldche des hochpermeablen Raumes. Wir haben hier ein dhnliches Verhalten
wie bei der elektrischen Feldstirke an leitenden Oberfldchen.

Magnetische Feldstirke und Flussdichte stehen senkrecht auf der Oberfldiche
eines hochpermeablen Korpers. Innerhalb desselben gilt H=0.

5.12 Die Analogie zwischen elektrischem und
magnetischem Kreis

Wir haben bereits gesehen, dass es viele Grofen beim elektrischen und beim magneti-
schen Feld gibt, die einander entsprechen. In diesem Kapitel wollen wir den zum
elektrischen Stromkreis analogen magnetischen Kreis betrachten. Die » Abb. 5.26 zeigt
auf der linken Seite einen aus einem Material der Leitfahigkeit « bestehenden Korper,
der sich aus vier Schenkeln mit rechteckigem Querschnitt zusammensetzt. Wird an
der eingezeichneten Trennstelle mithilfe zweier Elektroden eine Spannung U, ange-
legt, dann stellt sich ein Strom I ein, der nun berechnet werden soll.

Der erste Schritt besteht darin, die dreidimensionale Anordnung durch ein moglichst
einfaches Ersatzschaltbild zu ersetzen. Wir nehmen an, dass der Strom homogen iiber
den jeweiligen Schenkelquerschnitt verteilt flieft und dass die Leiterldnge der gestri-
chelt eingezeichneten mittleren Weglinge entspricht®. Unter dieser Voraussetzung kann
jeder Schenkel durch einen ohmschen Widerstand entsprechend Gl. (2.27) ersetzt
werden. Mit dem Zihlindex i=1 ... 5 gilt fiir den Widerstand im i-ten Leiterabschnitt
der Ausdruck

L (5.46)

9 In der Praxis wird sich der Strom insbesondere in den Ecken nicht mehr homogen verteilen,
d.h. die hier durchgefiihrte Rechnung liefert eine Ndherungslésung, die aber umso genauer ist,
je groBer die Schenkelldngen gegentiber den Querschnittsabmessungen sind.
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in dem /; die eingezeichnete mittlere Schenkelldnge und A; die Querschnittsflache des
i-ten Schenkels bedeuten. Mithilfe des Ohm'schen Gesetzes kann der gesuchte Strom I
aus dem zugehorigen Ersatzschaltbild berechnet werden

3.4) U0

5
q'>1?:-d§=o(= Ug+IY. R, -
C

(5.47)

1= .
o R, +R,+R;+R, +R;

Abbildung 5.26: Elektrischer und magnetischer Kreis

Betrachten wir nun den magnetischen Kreis auf der rechten Seite der Abb. 5.26. Dabei
soll angenommen werden, dass der Korper aus ferromagnetischem Material mit u,>>1
besteht. Innerhalb des hochpermeablen Materials ist die tangential zur Oberfldche
gerichtete Flussdichtekomponente entsprechend der Randbedingung (5.43) um den
Faktor u, groBer als in dem umgebenden Raum, d.h. der Fluss wird in dem hoch-
permeablen Material gefithrt und darf im umgebenden Raum vernachldssigt werden.
Lassen wir auch in diesem Fall den besonderen Flussverlauf in den Ecken unbertick-
sichtigt, dann darf eine homogene Feldverteilung iiber den Querschnitt des jeweiligen
Schenkels angenommen werden. Der magnetische Fluss ist ebenso wie der Strom eine
skalare GroBe. Es wurde vereinbart, den Strom positiv zu zdhlen, wenn die Strom-
dichte die betrachtete Querschnittsflaiche in Richtung der Flachennormalen durch-
setzt (vgl. Kap. 3.1). Analog dazu wird der magnetische Fluss positiv gezdhlt, wenn
die Flussdichte B die Querschnittsfliche in Richtung der Flichennormalen durch-
setzt. Fiir den Schenkel 1 gilt mit Gl. (5.30)

(5.30) (5.36)
®, = BiA = oAy = uH AL (5.48)
Wie aus dem verschwindenden Hiillflachenintegral der Stromdichte (3.5) die
Kirchhoff'sche Knotenregel (3.7) folgte, so folgt jetzt aus dem verschwindenden Hiillfla-

chenintegral der Flussdichte (5.31) die Forderung, dass die Summe aller zu einem
Knoten hinflieBenden Fliisse gleich sein muss zu der Summe aller von dem Knoten
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wegflieBenden Fliisse. Der Begriff Knoten bezieht sich jetzt allgemein auf eine Ver-
zweigung mehrerer Schenkel. In dem hier vorliegenden Sonderfall existiert keine Ver-
zweigung, so dass der magnetische Fluss in allen Schenkeln gleich grof8 ist (analog zu
dem {iberall gleichen Strom in einem Stromkreis mit nur einer einzigen Masche).
Resultierend muss gelten

D, =0, =0, =D,=d — HA =H,A =H,A =H,A,. (5.49)

Das Umlaufintegral der magnetischen Feldstdrke entlang des gestrichelt eingezeichne-
ten Weges auf der rechten Seite der Abb. 5.26 liefert nach Gl. (5.22) die Durchflutung

~ (5.22)
GH-ds = Hly + Hyly+ Hyly+ Hly = ©=NI (5.50)
bt Tl el T ety
¢ leZ VmZS Vm34 Vm4l

mit N=4 gemil dem Beispiel in der Abbildung. Mithilfe der Gl. (5.29) kann die Durch-
flutung als Summe der magnetischen Spannungen in den Schenkeln dargestellt werden.
Die Indizes bei V,, korrespondieren mit den Bezeichnungen an den Ecken des Ersatz-
schaltbildes. Aus den Beziehungen (5.48) bis (5.50) erhélt man fiir jeden Schenkel
eine Gleichung, z.B.

(5.50 48) |, I

) (5
Viygs = Hyl, = ®=R,, P mit R,=—, (5.51)
A, uA

die vollig analog zum Ohm'schen Gesetz U = RI im elektrischen Stromkreis aufgebaut
ist. Der magnetische Widerstand R, der auch als Reluktanz bezeichnet wird, ist
genauso wie der elektrische Widerstand proportional zur Lange / und umgekehrt pro-
portional zur Materialeigenschaft (Permeabilitdt) und zum Querschnitt A. Trotz des
gleichen Aufbaus der Beziehungen ergibt sich bei der Berechnung der magnetischen
Netzwerke in der Praxis jedoch eine zusitzliche Schwierigkeit. Wahrend die elektrische
Leitfahigkeit « eine vom Strom unabhéngige Materialkonstante ist, hdngt die Permea-
bilitdt 4 entsprechend der Hysteresekurve vom magnetischen Fluss ab.

Die Beziehung
V, =R, ® (5.52)

heiBit Ohm'sches Gesetz des magnetischen Kreises. Entsprechend der Gl. (2.32) definiert
man auch den magnetischen Leitwert der Dimension Vs/A

1 uA
A = —_—

m R, ! (5.53)
als den Kehrwert des magnetischen Widerstandes. Denkt man sich die Durchflutung
als erregende Quelle ebenfalls in das Ersatzschaltbild eingetragen, wie z.B. in Abb.
5.26 angedeutet'®, dann kann mit diesem magnetischen Kreis in der gleichen Weise
wie mit einem elektrischen Netzwerk gerechnet werden. Man beachte die Beziehung

10 Die Differenz aus dem Umlaufintegral der magnetischen Feldstédrke und der Durchflutung lie-
fert immer den Wert Null.



5.12 Die Analogie zwischen elektrischem und magnetischem Kreis

zwischen der Zihlrichtung der Durchflutung (Generatorzdhlpfeilsystem) und dem
den Fluss verursachenden Strom auf der rechten Seite der Abb. 5.26. Mit dem Ersatz-
schaltbild gelten dann insbesondere die den Kirchhoff'schen Gleichungen analogen
Beziehungen. Die der Maschenregel des elektrischen Kreises (5.47) entsprechende
Beziehung lautet jetzt
L (5.21)
PH-ds-© = 0=DYR,;-©0 - ©= > R,®= Y V,. (5.54)
C i Masche Masche

Fiir den Stromknoten gilt analog zu (3.7) die Beziehung

> @=o0. (5.55)

Knoten

Diese Gleichungen werden in spéateren Kapiteln bei der Berechnung von Induktivita-
ten und deren Kopplungen benétigt. In der folgenden Tabelle sind noch einmal die
Beziehungen fiir den elektrischen und den magnetischen Kreis gegeniibergestellt.

Tabelle 5.3

Gegeniiberstellung der Beziehungen fiir elektrisches und
magnetisches Netzwerk

Bezeichnung Elektrisches Netzwerk Magnetisches Netzwerk
Leitfahigkeit K u
Widerstand l /
R=— R,=—-
KA uA
Leitwert
G= 1 A, = a1
B,
Spannung P, P,
Uy, = [E-ds Vinz = [H-ds
Py By

Strom bzw. Fluss

A A A A
Ohm'sches Gesetz U=RI Vp=R,®
Maschengleichung U. = z RI e = Z B .®
0= =

(Abb- 5-26) Masche Masche "
Knotengleichung Z I= _

=0 z d=0

Knoten Knoten
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5.13 Die Induktivitat

In Kap. 1.17 haben wir den Kondensator als ein Bauelement kennen gelernt, in dem
elektrische Energie gespeichert werden kann. Diese Fihigkeit haben wir als Kapazitét
bezeichnet. Sie ist eine das Bauelement charakterisierende Eigenschaft und stellt in
dem formelmédBigen Zusammenhang Q= CU die Proportionalitdtskonstante zwischen
der Ladung bzw. dem nach GI. (1.36) insgesamt von einer Kondensatorplatte aus-
gehenden elektrischen Fluss und der angelegten Spannung dar.

Die Fahigkeit, magnetische Energie zu speichern, wird als Induktivitat bezeichnet. Die
Bauelemente mit dieser Eigenschaft werden Spule, Drossel oder auch selbst Induktivi-
tdt genannt. Zum besseren Verstdndnis betrachten wir die in »Abb. 5.27 dargestellte
Stromschleife. Der Strom erzeugt ein magnetisches Feld, das proportional zu dem
Wert des Stromes ist. Die Richtung eines positiven Stromes und die Richtung des
Magnetfeldes sind im Sinne einer Rechtsschraube einander zugeordnet.

I
Abbildung 5.27: Stromschleife mit angedeutetem Verlauf des Magnetfeldes

In volliger Analogie zum Kondensator wird das Verhéltnis aus dem gesamten magneti-
schen Fluss zu dem ihn verursachenden Strom als Induktivitdt L bezeichnet

d=LT. (5.56)

Bleibt die Frage zu beantworten, wie der gesamte von der Stromschleife erzeugte magne-
tische Fluss berechnet werden kann. Beim Kondensator haben wir eine geschlossene
Hiillflache um die Kondensatorplatte mit der positiven Ladung gelegt und die elektri-
sche Flussdichte nach auflen tiber diese Hiillfliche integriert. Das Ergebnis war iden-
tisch zu der Ladung auf der eingeschlossenen Kondensatorplatte.

Bei der Stromschleife muss ebenfalls die gesamte von dem Strom erzeugte Flussdichte
integriert werden. Bei der in Abb. 5.27 dargestellten Anordnung wird die magnetische
Feldstdrke bzw. die zu ihr proportionale Flussdichte die von der Schleife nach innen
aufgespannte Fldche in der angegebenen Richtung durchsetzen. Da jeder Stromkreis
in sich geschlossen ist, definiert der diinne stromfiihrende Leiter eindeutig eine Kurve
im Raum, die die Berandung fiir eine ansonsten beliebig geformte Fliche festlegt. Uber
diese Fldche ist die Flussdichte zu integrieren. Die Form der Fldche spielt fiir das
Ergebnis wegen Gl. (5.31) keine Rolle, solange ihre Berandung mit der Stromschleife
identisch ist.

Zahlt man bei der Berechnung des Flusses die eingezeichnete Richtung als positiv, d.h.
Flachennormale und Zahlrichtung des Stromes sind im Sinne einer Rechtsschraube ei-
nander zugeordnet, dann ergeben sich automatisch positive Werte fiir die Induktivitat.
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Die Induktivitédt hat die gleiche Dimension Vs/A wie der magnetische Leitwert. Wegen
der grofen Bedeutung wird eine eigene Bezeichnung Henry (nach Joseph Henry, 1797
— 1878) fiir die Dimension der Induktivitit eingefiihrt 1 H=1 Vs/A (vgl. Tabelle D.2).

Unter der Induktivitdt L versteht man das Verhéltnis aus dem gesamten die
Stromschleife durchsetzenden magnetischen Fluss zu dem den Fluss verursa-
chenden Strom. Sie ist ein MaB fiir die Fahigkeit einer Anordnung, magnetische
Energie zu speichern.

Die exakte Berechnung der Induktivitét fiir eine vorgegebene Leiteranordnung ist nur
in wenigen Ausnahmefillen leicht durchfiihrbar. Ein Problem besteht darin, dass sich
die Integration des Flusses iiber eine Fldche erstreckt, die von dem Strom berandet
wird. Wir haben aber bereits in Kap. 5.7.1 gesehen, dass der endliche Leiterquerschnitt
bei der Berechnung der magnetischen Feldstidrke berticksichtigt werden muss. Wegen
der unterschiedlichen Gleichungen zur Beschreibung der magnetischen Flussdichte
miissen die Bereiche innerhalb und auBerhalb des Leiters getrennt betrachtet werden.
Wir kommen auf diese Besonderheit in Kap. 5.13.2 zuriick.

5.13.1 Induktivitat der Ringkernspule

Die dicht bewickelte Ringkernspule (Toroidspule) gehort zu den Anordnungen, bei
denen eine sehr genaue Berechnung der Induktivitdt mit relativ geringem Aufwand
moglich ist. Wir betrachten einen aus einem Material der Permeabilitdt 4 >> u, beste-
henden Ringkern mit den in »Abb. 5.28 angegebenen Abmessungen.

Abbildung 5.28: Ringkernspule mit Feldverteilung im Bereich der Leiter
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Zur Berechnung der Induktivitdt wird ein Strom durch die Spule angenommen, der
sich spéter wegen der Proportionalitdt von Fluss und Strom aus der Beziehung (5.56)
wieder wegkiirzt. Bezeichnet N die Anzahl der Windungen, dann ist die magnetische
Feldstdrke innerhalb des Ringkerns durch die Beziehung (5.26) gegeben. Da wir jetzt
sowohl den Fluss durch die Querschnittsfliche A des Ringkerns als auch den Fluss
durch die von der Leiterschleife aufgespannte Fldche bendtigen, wird zur besseren
Unterscheidung der magnetische Fluss ®4 durch die im Bild dargestellte Querschnitts-
fliche A = (b - a)h mit einem Index A gekennzeichnet. Diesen Fluss findet man mit
Gl. (5.30) zu

. ~ _ . ~ _ (5. h b
o, "2 £jB-dA "2 (- da [556)”—]\”J _[é(p%-é(pdpdz -2 .7)

i 2n 20 pa 2

Zur Berechnung der Induktivitdt nach Gl. (5.56) muss aber der Fluss ® durch die
gesamte von der Leiterschleife aufgespannte Fldche, man spricht von dem insgesamt
mit der Spule verketteten Fluss, berechnet werden. Die Leiterschleife setzt sich aus
der Summe aller von den einzelnen Windungen aufgespannten Teilflichen zusam-
men. Jede einzelne Windung umschlieBt den Kern genau einmal und wird daher von
dem Fluss ®, in Gl. (5.57) durchsetzt. Bei der vorliegenden Anordnung sind alle Win-
dungen gleich aufgebaut und werden auch von dem gleichen Fluss durchstrémt. Der
mit der Spule verkettete Fluss kann unter dieser Voraussetzung durch einfache Multi-
plikation der Windungszahl N mit dem Fluss durch den Kernquerschnitt ®, berech-
net werden

P=ND,. (5.58)
Fiir die Induktivitat der Toroidspule gilt dann die Beziehung

(5.56)
L = gz&zNzﬂ_h]nﬁ'

5.59
I I 271 a ( )

Zu diesem Ergebnis sind einige zusétzliche Anmerkungen erforderlich:

B Bei der Berechnung des Flusses wurde nur die innerhalb des permeablen Ring-
kerns liegende Querschnittsflache beriicksichtigt. In der Praxis werden derartige
Kerne aus hochpermeablem Material mit u,>>1 hergestellt. Aus diesem Grund
kann auf die exakte Berechnung der Flussverteilung auBerhalb des Kerns in unmit-
telbarer Umgebung der Windungen (hier gilt u =u,) verzichtet werden, da dieser
Beitrag zur Induktivitdt zu vernachldssigen ist. Um zumindest einen Eindruck von
dem komplizierten Feldlinienverlauf im Bereich der Windungen zu erhalten, zeigt
Abb. 5.28 fiir einen kleinen Ausschnitt das Feldbild in diesem Bereich.

B Genauso wie die Kapazitdt hdngt auch die Induktivitédt prinzipiell nur von der Geo-
metrie der Anordnung (Abmessungen und Windungszahl) sowie von der Material-
eigenschaft 4 ab. Wahrend aber die dielektrischen Materialeigenschaften ¢ relativ
unabhédngig von den verschiedenen physikalischen EinflussgroBen sind, muss bei
den Induktivitdten die Abhdngigkeit der Permeabilitdt von der Temperatur, von der
Frequenz, von der Materialaussteuerung, d.h. von dem Strom sowie von der Vor-
geschichte entsprechend der Hysteresekurve in Abb. 5.21 berticksichtigt werden.
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B Die Induktivitét L ist proportional zu dem Quadrat der Windungszahl N, d.h. grofe
Induktivitdtswerte lassen sich nicht nur mit grofen Permeabilitdten, sondern auch
mit grofen Windungszahlen erreichen. Es ist allerdings zu beachten, dass dieses
Ergebnis auf einigen Ndherungen beruht, die in vielen praktischen Fallen nur noch
eingeschriankt gelten. Im vorliegenden Beispiel kommt der quadratische Zusam-
menhang dadurch zustande, dass jede Windung nach Gl. (5.57) den gleichen Bei-
trag zum Fluss @, im Kern liefert und dass nach Gl. (5.58) alle Windungen gleicher-
malen von diesem Fluss ®, durchstrémt werden.

An dieser Stelle soll zundchst noch eine Ndherungslosung fiir die Induktivitdt der
Ringkernspule in Abb. 5.28 angegeben werden, auf die wir spater noch einmal zuriick-
greifen. Wir nehmen vereinfachend an, dass die magnetische Feldstdrke in dem Ring-
kern iiberall den gleichen Wert aufweist. Diese Annahme ist umso besser erfiillt, je
kleiner die Dicke des Ringkerns b — a ist. Unter dieser Voraussetzung kann der Kreis-
umfang 27p in Gl. (5.26) durch eine mittlere Wegldnge /,,, = 27z(a + b)/2 ersetzt werden.
Fiir die Feldstdrke gilt dann ndherungsweise

i (5:26) NI

- NI
=€

—_— _ 5.60
%o In (pn(a+b) (5.60)

Den Fluss durch den Kern (5.57) erhélt man dann durch einfache Multiplikation der
tiberall gleichen Flussdichte uH mit dem Kernquerschnitt A = (b— a)h
NI

D, =yHA=ul—A (5.61)

m

und anstelle der exakten Induktivitit (5.59) gilt die Ndherungsbeziehung

N®,y = Nzﬂ:]\]“‘_h_b_a

L= s
1 [ 7 b+a

(5.62)
die fiir b — a << a (Dicke des Ringes klein gegeniiber dem Radius, d.h. homogenes Feld
im Kern) wegen In(b/a) = In(1 + (b — a)/a) = (b — a)/a auch unmittelbar aus der exakten
Gl. (5.59) hergeleitet werden kann.

5.13.2 Induktivitat einer Doppelleitung

Als weiteres Beispiel, bei dem jetzt aber die Flussdichte innerhalb des Drahtes nicht
mehr vernachldssigt werden kann, soll die Induktivitédt einer Doppelleitung berechnet
werden. Zur Vereinfachung betrachten wir die Anordnung hinsichtlich der Koordi-
nate z (senkrecht zur Zeichenebene) als eben, d.h. die Doppelleitung wird als unend-
lich lang angenommen und die Induktivitdt wird pro Langeneinheit der Koordinate z
berechnet. Die Abmessungen sind in »Abb. 5.29 angegeben.

Zur Berechnung der Induktivitdt nach Gl. (5.56) wird ein Strom * I in der Doppellei-
tung angenommen und der zugehorige Fluss berechnet. Die Abb. 5.29 zeigt die von
den Leitern hervorgerufene y-gerichtete magnetische Feldstdrke in der Ebene y =0
(vgl. Abb. 5.11). Der Fluss durch die von den beiden Leitern aufgespannte Querschnitts-
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fliche setzt sich aus den Beitrdgen der beiden Leiter zusammen, die als Integral der
Flussdichte iiber die Flache aus Symmetriegriinden gleich groB sein miissen.

go, . e

Abbildung 5.29: Unendlich lange Doppelleitung

Es gentigt also, den Fluss nach »Abb. 5.30 infolge des linken Leiters zu berechnen und
das Ergebnis spater mit dem Faktor 2 zu multiplizieren.

Abbildung 5.30: Zur Berechnung des &uBeren Flusses @,

Die Feldstérke infolge des linken Leiters ist nach Gl. (5.25) bekannt. In der Halbebene
y=0,x> 0 gilt wegen e, =&, die Beziehung

fir . (5.63)
v 2ma

(5.25) <
2 I .{x/a . x<a
a/x X>a

Bei dieser Anordnung ist zu beachten, dass die Feldstdrke innerhalb des Leiters eine
andere Abhédngigkeit von der x-Koordinate aufweist als auBerhalb und dass die Feld-
linien innerhalb des linken Leiters nur einen Teil des Stromes I umfassen, d.h. die
Durchflutung ist bei einem derartigen Umlauf kleiner als I. Die Berechnung des Flus-
ses nach Gl. (5.30) wird daher in zwei Anteile aufgeteilt, einerseits in die Berechnung
des dufseren Flusses durch die Querschnittsfliche a <x < b, d.h. von der Oberfldche
des linken Leiters bis zum Mittelpunkt des rechten Leiters, und andererseits in die
Berechnung des inneren Flusses im Bereich 0 < x < a, d.h. innerhalb des linken Lei-
ters. Entsprechend dieser Flussaufteilung setzt sich auch die nach Gl. (5.56) zu
berechnende Induktivitdt aus zwei Beitrdgen zusammen, die als duBere bzw. innere
Induktivitat bezeichnet werden.

Dem nach GI. (5.30) berechneten dulleren Fluss

6.3 I b 5.63)
0, "2 [ [ 8yuoH, -6,dxdz = j Lax = Hollyy 2 (5.64)
\_,__/ a
z=0x=a =
B dA
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wird gemaB Gl. (5.56) die duBere Induktivitdt zugeordnet

(5.56) P
P2y _ply b (5.65)
1 2T a

Abbildung 5.31: Zur Berechnung des inneren Flusses ®;

Zur Berechnung des inneren Flusses betrachten wir die »Abb. 5.31. An der Stelle
x < a innerhalb des Leiters liefert die Flussdichte mit Gl. (5.63) den Beitrag

A, = Bydxdz = L% 4x dz (5.66)
2ma

zum Fluss. Jetzt ist aber zu beachten, dass die im Bild gestrichelt eingezeichnete zuge-
horige Feldlinie nur den Anteil des Stromes umfasst, der sich innerhalb der Feldlinie
befindet. Dieser Strom ist aber im Verhéiltnis der beiden Kreisflichen, d.h. um den
Faktor (x/a)? kleiner als der als Bezugswert I verwendete Gesamtstrom in Gl. (5.56).
Das bedeutet aber, dass der mit dem Fluss nach GI. (5.66) berechnete Induktivitatsbei-
trag um genau diesen Faktor zu groB wird. Zur Korrektur wird der differentielle Fluss
(5.66) mit dem gleichen Faktor multipliziert (gewichtet). Mit anderen Worten bedeutet
das, dass der Fluss, der nur einen Teil des Stromes umschliefit, auch nur anteilsméaBig
zur Gesamtinduktivitit beitrigt'!. Die anschlieBende Integration iiber den Leiterradius
liefert als Ergebnis den inneren Fluss, dem die innere Induktivitdt zugeordnet ist

(5.66) [ oa 2 a
L = ] [ % Bdxdz =20l [ax = ol (5.67)
z=0x=0 2 27[6140 87

Interessanterweise ist das Ergebnis (5.67) unabhédngig von dem Leiterradius a. Die
Gesamtinduktivitdt der Doppelleitung (pro Lingeneinheit) setzt sich wegen der Bei-
trdge von Hin- und Riickleiter aus dem doppelten Wert der bisher berechneten inne-
ren und duBeren Induktivitdt zusammen

2(L;+1,
L_2(Li+L,) _ &[lﬂnﬁj , (5.68)
[ l 7 \ 4 a

Dieses Ergebnis ist als Funktion des Leiterabstandes b in »Abb. 5.32 fiir verschiedene
Leiterradien a dargestellt. Mit wachsendem Leiterabstand nimmt der Fluss ®, in Abb.
5.30 durch die groBer werdende Querschnittsfliche zu und in gleichem Mafle steigt

11 Dass die Einbeziehung des Gewichtsfaktors in das Integral (5.67) zum richtigen Ergebnis fiihrt,
werden wir im Beispiel 6.4 nochmals zeigen, in dem die innere Induktivitdt aus der im Draht
gespeicherten magnetischen Energie berechnet wird.
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dann auch die Induktivitdt der Doppelleitung. Aus der Abb. 5.30 ist ebenfalls zu
erkennen, dass auch eine Reduzierung des Leiterradius a eine Zunahme von ®,, d.h.
von der duleren Induktivitdt bedeutet. Wegen der von a unabhéngigen inneren Induk-
tivitdt steigt die Gesamtinduktivitdt auch mit kleiner werdendem Leiterradius an.

3 |
L/l a/mm = 0,1
uH/m

' — .
Ay i
[T e

N

o
O [ —mg——]

-
\V]
w

4 5
—» b/cm
Abbildung 5.32: Induktivitat der Doppelleitung pro Langeneinheit

Fir die spéatere Praxis kann man sich den Wert L/l = 1 uH/m fiir eine Doppelleitung mit
Drahtradius a = 1 mm und Leiterabstand b = 1 cm gut merken.

An dieser Stelle ist noch eine ergdnzende Bemerkung zur Aufteilung der Induktivitét
in die beiden Anteile L; und L, erforderlich. In dem bisherigen Beispiel mit zwei
unendlich langen Dréhten wurde die Fldache zur Berechnung des dufleren Flusses in
Abb. 5.30 durch die Oberfldche des ersten stromfiihrenden Leiters und die Mitte des
zweiten stromlosen Leiters begrenzt. Diese Situation ist perspektivisch in »Abb. 5.33a
dargestellt.

Die Induktivitét einer Leiterschleife ldsst sich aber auch aus der im Magnetfeld gespei-
cherten Energie (vgl. Kap. 6.5) berechnen. Damit ldsst sich zeigen, dass die aus der bis-
herigen Aufteilung in den Beitrag des Hinleiters und anschlieBende Multiplikation
mit dem Faktor 2 erhaltene Induktivitdt (5.68) nicht nur fiir den Sonderfall b >> a gilt,
sondern auch dann noch richtig ist, wenn sich der Drahtradius a dem halben Leiter-
abstand b annihert.

Abbildung 5.33: a) Unendlich lange Doppelleitung, b) Endliche Leiterschleife
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Bei einer endlichen Leiterschleife gemall Abb. 5.33b ist diese Aufteilung nicht durch-
fithrbar, d.h. fiir die Berechnung fiihrt die gesamte Schleife gleichzeitig Strom und die
Flache zur Integration der Flussdichte verlduft dann zwangsldufig mit ihrem gesamten
Rand entlang der Oberfldche der Leiterschleife.

Ubertragen auf das vorliegende Beispiel der Doppelleitung hitte sich die Querschnitts-
fliche in Abb. 5.30 also nur noch iiber den Bereich a <x < b —a erstreckt. Dadurch
entsteht ein prinzipieller Fehler, so dass die Aufteilung in eine innere und eine dulere
Induktivitét bei einer Flachenberandung gemél Abb. 5.33b als Ndherungslésung anzu-
sehen ist. Fiir eine allgemeine Leiterkontur ist das Ergebnis umso ungenauer, je groBer
der Drahtdurchmesser im Vergleich zur Schleifenabmessung ist. In den vielen prakti-
schen Féllen mit den aus ,diinnen“ Drdhten bestehenden Leiterschleifen ist der
dadurch entstehende Fehler im Ergebnis jedoch zu vernachldssigen.

5.14 Der magnetische Kreis mit Luftspalt und der A,-Wert

Im Zusammenhang mit der Induktivitdt der Toroidspule nach Gl. (5.59) haben wir
bereits die Probleme mit den nichtlinearen Eigenschaften der Permeabilitdt diskutiert.
Mit wachsenden Durchflutungen NI steigt die magnetische Feldstidrke nach Gl. (5.26)
entsprechend an. Wird das Kernmaterial dabei bis in den Bereich der Sittigung ausge-
steuert (Abb. 5.21), dann reduziert sich die Permeabilitét (diese entspricht nach Gl.
(5.36) der Steigung der B-H Kurve) und in gleichem MaBe reduziert sich der Wert der
Induktivitdt. Dieses Problem ldsst sich dadurch vermeiden, dass in den Kern ein Luft-
spalt eingebaut wird (»Abb. 5.34).

Abbildung 5.34: Ringkernspule mit Luftspalt

Dieser magnetische Kreis kann nach Kap. 5.12 genauso behandelt werden wie ein
elektrischer Stromkreis. Die Durchflutung ® = NI kénnen wir in Abb. 5.34 als bekannt
voraussetzen. Der gesamte magnetische Widerstand besteht aus der Reihenschaltung
des magnetischen Widerstandes des Ringkerns R,,x und des magnetischen Widerstan-
des des Luftspalts R,,;.

Aus der Maschenregel (5.54) folgt fiir die in »Abb. 5.35 dargestellte Ersatzanordnung
der Zusammenhang

© = (Ryg + Ry ) ®a =R, @4 (5.69)
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Abbildung 5.35: Ersatzschaltung

Zur besseren Unterscheidung zwischen dem magnetischen Fluss ®, durch die Quer-
schnittsfliche A des Kerns und dem spéter bendtigten mit den N Windungen der
Spule verketteten Gesamtfluss verwenden wir wieder den Index A.

Die Bestimmung der beiden Widerstdnde erfolgt mithilfe der Gl. (5.51). Mit der mitt-
leren Linge [, = w(a + b) — d des Ringkerns und dessen Querschnittsfliche A = (b — a)h
ist der magnetische Widerstand des Kerns durch

By =)t (5.70)

K = = .
" A ultg A

gegeben. Die Berechnung des magnetischen Widerstandes R,,; ist nur in Sonderfillen
leicht durchfiihrbar. Im allgemeinen Fall wird sich das Magnetfeld in den umgeben-
den Luftraum ausdehnen (»Abb. 5.36), so dass die wirksame Querschnittsfliche im
Luftspalt groBer ist als im Kern.

u.>>1

B {f YYYY y> u=1

w,>1

Abbildung 5.36: Magnetfeld in der Umgebung des Luftspalts

Wir setzen daher voraus, dass die Luftspaltlinge d klein ist gegeniiber den Quer-
schnittsabmessungen. In diesem Fall darf angenommen werden, dass das Feld homo-
gen im Luftspalt verteilt ist und das Feld aufierhalb des Luftspalts nur wenig zum
Gesamtfluss beitrdgt und daher vernachlédssigt werden kann. Der magnetische Wider-
stand des Luftspalts betrdgt dann

d

R = . 5.71
mL /40A ( )

Nach Zusammenfassung der Gleichungen (5.69) bis (5.71)

(5.21) ! d 1
® = NI= m__ D,y = (ln+du,) ®a (5.72)
kg A g A oo A

kann der magnetische Fluss im Kern angegeben werden

(5.69) (5.72)
o, = e ®7 N[M, (5.73)
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Zur Berechnung der Induktivitdt kann wieder davon ausgegangen werden, dass alle
Windungen von dem gleichen Fluss ®, durchstromt werden. Fiir die Induktivitdt der
Anordnung 5.34 gilt dann die Beziehung

_NDY Oy g A

L )
I lp+du,

(5.74)

die sich fiir d = 0, d.h. bei nicht vorhandenem Luftspalt, unmittelbar in die Gl. (5.62)
uberfiihren lasst.

An dieser Gleichung ist ein weiterer Vorteil des Luftspalts zu erkennen. Durch einen
Feinabgleich mithilfe der Luftspaltlinge d kann die Induktivitdt sehr genau auf einen
gewtlinschten Wert eingestellt werden.

Zur Berechnung der Induktivitat (5.74) wird wieder das Quadrat der Windungszahl mit
einem Faktor multipliziert, in dem ausschlieflich Abmessungen und Materialeigen-
schaften enthalten sind. Da dieser Ausdruck fiir jeden beliebigen Kern ermittelt werden
kann, wird von den Herstellern in den Datenbléttern fiir jeden Kern mit zugehorigem
Material und zugehoriger Luftspaltgrofe ein so genannter A;-Wert der Dimension nH
angegeben, mit dessen Hilfe die Induktivitédt ebenfalls in nH nach der einfachen Bezie-
hung

L=N?*A; (5.75)

berechnet werden kann. Die Dimensionierung einer Spule wird dadurch wesentlich
vereinfacht.

Aus den bereits weiter oben angegebenen Gleichungen findet man, dass der A;-Wert
dem magnetischen Leitwert des Kerns bzw. dem Kehrwert des magnetischen Wider-
standes entspricht

(5.74) NCI)A (5.73) NO (5.21) NZ (5.53)

= - - N3A
1 IR R

L

m m m

5.14.1 Zusammenhang von Luftspaltlange und Windungszahl

Ein Vergleich der Beziehungen (5.70) und (5.71) zeigt, dass bereits ein sehr kleiner
Luftspalt den magnetischen Widerstand des Kreises deutlich erhoht. Nach Gl. (5.74)
kann die zu realisierende Induktivitdt L mit unterschiedlichen Kombinationen von
Windungszahl N und Luftspaltldnge d realisiert werden. Fiir einen groBeren Luftspalt,
d.h. fiir einen gr6Beren magnetischen Widerstand, werden entsprechend mehr Win-
dungen benétigt.

Mit der Querschnittsfliche A = (b — a)h und der mittleren Lange [, = w(a + b) — d des
Ringkerns lédsst sich die erforderliche Windungszahl durch Umstellen der Gl. (5.74)

angeben
N = le+d,u, _ Lﬂ(a+b)+d(ur—1). (5.77)
Vo s A el (b—a)h
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Um den Luftspalteinfluss besser einschitzen zu koénnen, wollen wir ein konkretes
Zahlenbeispiel untersuchen.

Beispiel 5.2: Zahlenbeispiel

Gegeben sei ein aus Ferritmaterial der Permeabilitédt u = u,u, mit 4, = 2 000 beste-
hender Ringkern mit Innenradius a =1,5 cm und AuBenradius b= 2,5 cm nach
Abb. 5.34 und mit der Hohe h = 1 cm. Der Ringkern kann mit einem Luftspalt der
Lédnge d in dem Bereich 0 < d < 2 mm hergestellt werden. Die Windungszahl N ist
in Abhéngigkeit von der Luftspaltlinge so zu wihlen, dass die Spule eine Induk-
tivitat L = 0,5 mH besitzt. Zur Vereinfachung soll das Feld im Bereich des Luft-
spalts bei allen Rechnungen als homogen angenommen werden.

Losung:

Die Auswertung der Gl. (5.77) liefert mit den angegebenen Daten den in »Abb.
5.37 dargestellten Zusammenhang. Da der magnetische Widerstand des Luft-
spalts wegen u, = 1 sehr viel groBer ist als der magnetische Widerstand des Kerns
mit 4, = 2000, hat bereits ein sehr kleiner Luftspalt einen betrdchtlichen Einfluss
auf die Windungszahl. Bei einer mittleren Kernldnge von /,,, ~ 125 mm erzwingt
ein Luftspalt von lediglich 2 mm eine Erh6hung der Windungszahl von N=16
auf N =90 zur Realisierung der gleichen Induktivitat.

100 T
L=0,5mH
N
T 80 /
60
40 //
20
0
0 0,5 1 1,5 2

—» d/mm
Abbildung 5.37: Windungszahl N als Funktion der Luftspaltlange d

Die Frage nach der optimalen Kombination von N und d muss aufgrund anderer
Kriterien, z.B. durch die entstehenden Verluste oder durch die Séttigung des
Kernmaterials, entschieden werden.

- J
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5.14.2 Zusammenhang von Luftspaltlange und Flussdichte

In diesem Abschnitt wollen wir die Vermeidung der Sattigung des Kernmaterials mit-
hilfe eines Luftspalts untersuchen. Die Hysteresekurve in Abb. 5.21 wird bei grofien
Aussteuerungen immer flacher, die Steigung der Kurve AB/AH = u,u, fallt im Extrem-
fall bis auf den Wert AB/AH = u, ab, d.h. die Permeabilitdtszahl fallt von u,> 1000 um
mehrere Zehnerpotenzen auf 4, = 1 ab. Bei nicht vorhandenem Luftspalt d = 0 ist aber
die Induktivitdt nach Gl. (5.74) direkt proportional zu u,. Als Konsequenz ist die
Induktivitét eines derartigen Bauelements sehr stark von der Aussteuerung des Kern-
materials, d.h. von dem Strom durch das Bauelement abhédngig. Diese Nachteile lassen
sich vermeiden, wenn die Flussdichte auch bei dem maximal auftretenden Spulen-
strom wesentlich kleiner als die Sattigungsinduktion B, bleibt. In diesem Fall kann u,
nur noch einen eingeschrankten Wertebereich als Folge eines sich &ndernden Stromes
durchlaufen.

Wir berechnen zunédchst allgemein die Flussdichte im Kern fiir eine Windungszahl N

(5.30) (DA (5.62) LI

B (5.78)
A NA
und erhalten dann unter Einbeziehung der Gl. (5.77) einen Zusammenhang
(5.77)
B= LI -1 L sy (5.79)

"NA Al +du,’

der die Flussdichte in Abhéngigkeit von der Luftspaltlinge fiir den Sonderfall des
Ringkerns darstellt.

Beispiel 5.3: Zahlenbeispiel

Fiir die Daten aus Beispiel 5.2 soll die Flussdichte im Kern als Funktion der Luft-
spaltlange berechnet werden. Die Auswertung soll fiir einen Strom I=1 A und
unter der vereinfachenden Annahme durchgefiihrt werden, dass die Permeabili-

titszahl u, = 2000 von der Flussdichte B unabhingig sei'2.

Losung:

Nach Auswertung der Gl. (5.79) erhalten wir das in »Abb. 5.38 dargestellte
Ergebnis.

12 Streng genommen miissten wir x4, in Gl. (5.79) entsprechend der Hysteresekurve als Funktion
von B ansehen, was die Auswertung zwar deutlich erschwert, den prinzipiellen Zusammen-
hang in Abb. 5.38 aber nicht beeinflusst.
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B 400 T
— L=0,5mH
mT
T 300
200
100
— 1 ]
0
0 0,5 1 1,5 2

—» d/mm
Abbildung 5.38: Flussdichte im Kern als Funktion der Luftspaltlange d

Bei Ferritkernen liegt die Sattigungsinduktion abhdngig vom Material und von
der Temperatur im Bereich 300 — 450 mT. Aus der Abb. 5.38 ist zu erkennen,
dass die maximale Flussdichte bereits mit kleinen Luftspalten, z.B. d =1 mm,
erheblich reduziert werden kann, im vorliegenden Beispiel fast auf ein Viertel
des Wertes bei fehlendem Luftspalt.

. J

Fassen wir die wesentlichen Ergebnisse aus diesem Kapitel noch einmal zusammen:

Die Eigenschaften einer mit einem hochpermeablen Kern hergestellten Induktivi-
tat werden durch Einfiigen eines kleinen Luftspalts stark beeinflusst:

Zur Realisierung eines vorgegebenen Induktivitdtswertes wird eine wesentlich
hohere Anzahl von Windungen benétigt.

Die Flussdichte im Kern nimmt stark ab, d.h. die Sattigung des Kernmaterials
kann vermieden werden.

Die Abhédngigkeit der Induktivitdt L von den nichtlinearen Eigenschaften des
Kernmaterials, z.B. von der Temperatur oder von der Aussteuerung, d.h. von
dem Spulenstrom, wird wesentlich geringer.
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5.15 Praktische Ausfiihrungsformen von Induktivitaten

Ahnlich wie bei den Kondensatoren und Widerstinden gibt es auch bei den Spulen je
nach Anwendungsfall sehr unterschiedliche Bauformen. Allerdings ist die Verfiigbar-
keit vorgefertigter induktiver Komponenten auf standardisierte Anwendungen begrenzt.
In der {iberwiegenden Zahl der Fille werden Spulen und auch die in Kap. 6.7 zu
behandelnden Transformatoren wegen der Vielfalt unterschiedlicher Anforderungen
an das Bauelement fiir die jeweilige Applikation speziell dimensioniert. Zu diesem
Zweck stehen die unterschiedlichsten Bauformen von Kernen aus unterschiedlichen
hochpermeablen Materialien mit zugehorigen Wickelkorpern sowie eine grof3e Vielfalt
von lackisolierten Kupferdrdhten als Volldraht, als Litzedraht oder auch als Kupfer-
oder Aluminiumflachband zur Verfiigung. Einige hdufig verwendete Bauformen wer-
den in den folgenden Abschnitten betrachtet.

5.15.1 Drahtgewickelte Luftspulen

Eine sehr einfache Bauform besitzen die Luftspulen. Auf einen meist zylindrischen
Wickelkérper aus Kunststoff werden mehrere Windungen eines Kupferrunddrahtes
neben- bzw. tibereinander gewickelt. Die »Abb. 5.39 zeigt den Querschnitt durch ver-
schiedene Luftspulen mit unterschiedlichen Wickelanordnungen.

i<—>i
[

B cinlagig ) mehrlagig Zweikammerwicklung
Abbildung 5.39: Querschnitt durch unterschiedliche Luftspulen

Die einlagige Spule nach Abb. 5.39a entspricht in ihrem Aufbau der lang gestreckten
Zylinderspule in Abb. 5.15. Sind N Windungen auf einer Lange / gleichmabBig verteilt,
dann ist die Feldstdrke im Spuleninneren bei einem angenommenen Spulenstrom I
durch die Beziehung (5.28) gegeben. Mit dem Spulenquerschnitt A =xd%*4 kann die
Induktivitdt ndherungsweise berechnet werden

L N 20 NigHA O i o

(5.80)

Die hierbei gemachten Voraussetzungen, ndmlich homogene Feldverteilung im Spulen-
inneren und Feldfreiheit auBerhalb der Spule, sind nach Abb. 5.16 umso besser erfiillt,
je groBer die Spulenldnge I gegeniiber dem Durchmesser d ist. Wesentlich genauere
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Ergebnisse fiir Abmessungsverhéltnisse //d > 0,3, also auch fiir kurze Spulen, liefert
die in [20] angegebene Beziehung
2 MUgA L 2 22 d

bzw.

— =~N? =2 .- (5.81)
1+d/2,2 nH 1+2,2//d cm

Betrachten wir ein konkretes Zahlenbeispiel: Eine einlagige Luftspule mit dem Durch-
messer d =1 cm wird mit einem Kupferrunddraht des Durchmessers 0,1 mm gewi-
ckelt. Die Induktivitdt soll als Funktion der Windungszahl 50 < N <400 berechnet
werden. Bei dem gegebenen Drahtdurchmesser variiert die Spulenldnge in dem
Bereich 0,5 cm </<4 cm. Die Auswertung ist als die unterste Kurve in »Abb. 5.40
dargestellt. Da der Nenner in der Gl. (5.81) fiir / > d fast linear mit / und damit auch
mit der Windungszahl N ansteigt, wichst die Induktivitdt praktisch nur noch linear
mit der Windungszahl.

1000 |
L/unH /I w=4 /
800 7 4
~N? /
/ w=3

600 7 F
7
/ // w=2
/
400 7 7
, einlagig |

0 100 200 300 400
—» N

Abbildung 5.40: Induktivitat als Funktion der Windungszahl fiir unterschiedliche Lagenzahlen

Eine prinzipielle Moglichkeit zur Erhchung der Induktivitdt bei einer vorgegebenen
Windungszahl N besteht darin, die Windungen, so wie in Abb. 5.39b gezeigt, nicht
komplett nebeneinander, sondern auf mehrere Lagen verteilt ibereinanderzuwickeln,
wobei jede Lage N/w Windungen enthélt (w kennzeichnet die Anzahl der Lagen).
Infolge der besseren Kopplung zwischen den Windungen steigt die Gesamtinduk-
tivitat deutlich an'3. Das Ergebnis einer exakten Berechnung ist fiir die gleichen Win-
dungszahlen 50 < N <400, jetzt aber verteilt auf w=2, 3 oder 4 Lagen, ebenfalls in
Abb. 5.40 dargestellt. Zum Vergleich ist die zum Quadrat der Windungszahl propor-
tionale Induktivitdt in die Abbildung eingetragen. Dieser theoretische Verlauf ist aber

13 Die Kopplung wird in Kap. 6.4 behandelt. Einfach ausgedriickt bedeutet es bei diesem Bei-
spiel, dass der mittlere Abstand zwischen den Windungen geringer wird und dass deshalb der
von einer Windung erzeugte magnetische Fluss zu einem groBeren Teil die anderen Windun-
gen durchsetzt.



5.15 Praktische Ausfiihrungsformen von Induktivitaten

bei den Luftspulen wegen der geringen Kopplung in der Praxis nicht erreichbar, im
Gegensatz zu den Spulen mit hochpermeablen Kernen, in denen der Fluss gefiihrt
wird (vgl. Kap. 5.13.1).

Zur Berechnung der mehrlagigen Spule wird zunédchst die Induktivitét einer einlagi-
gen Spule mit N/w Windungen und der reduzierten Lange //w nach Gl. (5.81) ermit-
telt. Solange die Anzahl der Lagen klein ist gegeniiber der Anzahl der Windungen in
einer Lage, ist die Kopplung zwischen den Lagen sehr gut und das Ergebnis einer Lage
kann mit dem Quadrat der Lagenzahl multipliziert werden. Der formelmé&Bige Zusam-
menhang unterscheidet sich nur wenig von der Gl. (5.81)

N S A S SN Y, Sy (5.82)
I/w+d/2,2 l/w+d/2,2

Ein groBes Problem bei der Realisierung moglichst idealer Induktivitdten sind die
parasitdren, d.h. unerwiinschten Eigenschaften der induktiven Bauelemente in Form
von Verlustmechanismen und Wicklungskapazitaten. Da im Betrieb zwischen den
Anschlussklemmen eine Spannung liegt, die sich iiber die einzelnen Windungen auf-
teilt, besteht zwischen den benachbarten Windungen ein Potentialunterschied und
damit ein elektrisches Feld. Zwischen den einzelnen Windungen existieren also Teil-
kapazitéten, die sich in einem Ersatzschaltbild als eine zwischen den Anschlussklem-
men, d.h. parallel zur Spule liegende Gesamtkapazitdt bemerkbar machen. Die »Abb.
5.41 zeigt ein einfaches Ersatzschaltbild einer realen Spule. Der Widerstand R reprédsen-
tiert z.B. den ohmschen Widerstand der Kupferwicklung und die Hystereseverluste
infolge der Ummagnetisierungsvorgédnge in einem permeablen Kernmaterial bei zeit-
abhédngigen Stromen (vgl. Kap. 6.5.2).

oy
e — T

Abbildung 5.41: Ersatzschaltbild einer realen Spule

In vielen praktischen Anwendungen wie z.B. bei Filterspulen sollte die Wicklungs-
kapazitdt moglichst minimal sein. Das ldsst sich dadurch erreichen, dass Windungen,
zwischen denen ein groBer Potentialunterschied besteht wie z.B. zwischen der ersten
und letzten Windung moglichst weit auseinander liegen. Die in dieser Hinsicht opti-
male Losung stellt die einlagige Spule dar, den ungiinstigsten Fall bildet die Spule mit
genau zwei Lagen, da hier Anfang und Ende der Wicklung unmittelbar iibereinander-
liegen. Zur Verdeutlichung dieser komplizierten Zusammenhénge zeigt die »Abb. 5.42
den Kapazititsverlauf als Funktion der Windungszahl bzw. der Lagenzahl fiir ein kon-
kretes Zahlenbeispiel (Wickelkorper eines ETD34-Kerns mit einem Durchmesser von
13,4 mm, mehrlagige Wicklung mit einem Draht des Durchmessers 0,3 mm, 61 Win-
dungen/Lage).
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Ist die zur Realisierung einer geforderten Induktivitit benotigte Windungszahl so gro83,
dass mehrere Lagen erforderlich sind, dann kénnen die Windungen gem&l Abb. 5.39c
auf mehrere Kammern verteilt werden, wobei jeweils eine Kammer zuerst vollgewickelt
wird, bevor mit der ndchsten begonnen wird. Theoretisch geht die Wicklungskapazitit
bei n Kammern um den Faktor n? zuriick, in der Praxis wird diese Reduzierung wegen
der geringen Distanz zwischen den Kammern jedoch nur zum Teil erreicht.

I a— 2 komplette Lagen

pF A /\4/ 3 komplette Lagen
A
100 N

f SN

0 100 200 300 400 500 600
—» N
Abbildung 5.42: Kapazitatsverlauf als Funktion der Windungszahl N

5.15.2 Planare Luftspulen

Eine andere Bauform von Luftspulen sind die so genannten planaren Spulen. Diese
werden direkt auf den Leiterplatten realisiert, indem aus der zunédchst vollstdndigen
Kupferbeschichtung eine z.B. spiralférmige Leiterbahn geédtzt wird, deren Anfang und
Ende die Anschliisse fiir die Spule darstellen. Das Prinzip der mehrlagigen Spulen
lasst sich auch in der planaren Technologie realisieren, indem mehrere spiralférmige
Strukturen mit sehr diinnen Isolationszwischenlagen iibereinandergelegt und durch
die Schichten hindurch miteinander verschaltet werden.

Gegeniiber den im folgenden Abschnitt beschriebenen Spulen mit hochpermeablen
Kernen besitzen die Luftspulen nicht nur einen Kostenvorteil, sie sind insbesondere
unabhédngig von den nichtlinearen Materialeigenschaften (Permeabilitdten).

5.15.3 Spulen mit hochpermeablen Kernen

Zur Realisierung groBerer Induktivitdtswerte werden die Spulen auf hochpermeable
Kerne gewickelt. Auch hier gibt es unzdhlige unterschiedliche Variationen. Bei den
Stabkernspulen werden die Wickelanordnungen in Abb. 5.39 auf zylindrische Stidbe
aus permeablem Material geschoben. Mit dieser Bauform sind allerdings auch nur
begrenzte Induktivitdtswerte realisierbar. In dem Stab ist die Feldstirke wegen der
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groBen Permeabilitédt sehr klein, d.h. die magnetische Feldstdrke wird in den AuBen-
raum verdrédngt, der hier wie ein groBer Luftspalt wirkt.

Als geschlossene magnetische Kreise werden Ringkerne verwendet. Da diese aber
nicht so leicht zu bewickeln sind, werden alternative Bauformen bevorzugt, bei denen
die Wicklung zunédchst auf einen Kunststoffwickelkorper aufgebracht und dieser mit
den aus zwei Teilen bestehenden Kernen zusammengebaut wird. Die »Abb. 5.43 zeigt
eine mit einem E-Kern realisierte Spule sowie zwei Beispiele fiir mogliche Kernfor-
men, eine E-Kernhélfte und eine auch als Schalenkern bezeichnete P-Kernhélfte (Pot-
core). Ein eventuell erforderlicher Luftspalt wird iiblicherweise im Mittelschenkel
realisiert.

i P-Kernhélfte E-Kernhdlfte

= L)

A A
Abbildung 5.43: Ferritkernspule mit E-Kern und handelstibliche Kernformen

Bei Frequenzen im unteren kHz-Bereich werden vorzugsweise Eisenlegierungen als
Kernmaterialien verwendet. Die Séttigung tritt bei diesen Materialien erst bei Fluss-
dichten oberhalb von 1 T auf. Wegen der guten elektrischen Leitfdhigkeit konnen
allerdings so genannte Wirbelstrome induziert werden (vgl. Kap. 6), die zu erhchten
Kernverlusten fithren. Aus diesem Grund bestehen diese Kerne aus diinnen Blech-
paketen, wobei die Bleche zur Unterbrechung méglicher Strompfade elektrisch gegen-
einander isoliert sind.

Im Frequenzbereich bis einige MHz werden aus Metalloxiden (Eisen, Zink, Mangan,
Nickel) gesinterte Ferritkerne verwendet. Der Vorteil dieser Materialien besteht in der
wesentlich geringeren elektrischen Leitfidhigkeit. Allerdings tritt die Sattigung schon
bei Flussdichten im Bereich 300 ... 450 mT auf, bei steigenden Temperaturen liegen
diese Grenzwerte noch niedriger. Die Curie-Temperatur liegt im Bereich 200 ... 250°C.
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ZUSAMMENFASSUNG

Gleichstrome erzeugen zeitlich konstante Magnetfelder. Das magnetische Feld
ist ein Wirbelfeld, die Feldlinien umschlieBen den stromdurchflossenen Leiter.

Bewegte Ladungen bzw. Strome erfahren Krafte in einem Magnetfeld. Die
Kraft auf eine bewegte Ladung ist proportional zur magnetischen Flussdichte. Ihre
Richtung steht senkrecht auf der von der Flussdichte und der Bewegungsrichtung der
Ladungstrager aufgespannten Ebene. Gleich gerichtete Strome ziehen sich an, entge-
gengesetzt gerichtete Strome stoBen einander ab.

Das Integral der Flussdichte (iber eine Flache bezeichnen wir als den magneti-
schen Fluss, der die Flache durchsetzt. Da es keine magnetischen Einzelladungen
gibt, verschwindet der magnetische Fluss durch eine geschlossene Hiillflache.

Neben der magnetischen Flussdichte wird ein zweiter Feldvektor, die magnetische
Feldstarke, eingefiihrt. Das langs eines geschlossenen Weges gebildete Integral des
Skalarprodukts aus magnetischer Feldstarke und vektoriellem Wegelement entspricht
dem von dem Integrationsweg umschlossenen Strom. Fiir einfache, meist symmetrische
stromdurchflossene Leiteranordnungen lasst sich aus dieser Aussage die ortsabhan-
gige Feldverteilung bestimmen.

Stabmagnete und gleichstromdurchflossene Zylinderspulen erzeugen gleiche Magnet-
feldverteilungen. Das Verhalten der Magnete lasst sich mithilfe atomarer Stromschlei-
fen erklaren.

Magnetische Kreise lassen sich mit den gleichen GesetzmaBigkeiten wie elektrische
Stromkreise behandeln. In den Gleichungen entsprechen sich elektrischer Strom und
magnetischer Fluss, elektrische Spannung und Durchflutung, elektrischer und magne-
tischer Widerstand.

Bei einer Stromschleife bezeichnen wir das Verhaltnis aus dem von der Schleife insge-
samt erzeugten magnetischen Fluss und dem verursachenden Strom als Induktivitat.
Diese Eigenschaft beschreibt die Fahigkeit einer Anordnung, magnetische Energie
zu speichern.

Zur Realisierung groBer Induktivitatswerte konnen Kerne aus hochpermeablem
Material und aus vielen Windungen bestehende Leiterschleifen verwendet werden.

Um den Einfluss der nichtlinearen Materialeigenschaften zu minimieren, werden die
Kerne mit Luftspalten versehen. Bereits bei sehr kleinen Luftspalten ist der (iberwie-
gende Teil der magnetischen Energie in dem Luftspalt lokalisiert.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.1 Kraftberechnung im Magnetfeld

Die im Querschnitt dargestellte Leiteranordnung ist in z-Richtung unendlich aus- Losungen

gedehnt. An den Stellen x =— a und x = a befinden sich zwei Linienleiter, die von
den Gleichstromen I, = I/2 und I, = I/2 mit der im Bild angegebenen Orientierung
durchflossen werden. Der Riickleiter besteht aus einem Hohlzylinder mit dem
Radius b und einer vernachldssigbar kleinen Wandstdrke. Er wird von dem {iiber
den Querschnitt des Riickleiters homogen verteilten Gleichstrom I; = — I durch-
flossen.

YA

Abbildung 5.44: Leiteranordnung

1. Bestimmen Sie das magnetische Feld H(x,y) im gesamten Raum, indem Sie
die Beitrdge der einzelnen Leiter iiberlagern.

2. Welche auf die Lange [ bezogene Kraft F wirkt auf den bei x = — a befindlichen
Linienleiter?

Aufgabe 5.2 Drehmomentberechnung (Prinzip des Drehspulinstruments)

In einem homogenen Magnetfeld der Flussdichte ﬁ:éyBO ist eine rechteckige
Leiterschleife um die z-Achse des kartesischen Koordinatensystems drehbar
gelagert. Die Leiterschleife besitzt die Hohe h und die Breite b. Der Abstand d
zwischen den Stromzufiihrungen sei vernachlédssigbar klein. » Abb. 5.45a zeigt den
Schnitt durch eine Ebene z = z, mit 0 < z, < h bei einem Winkel ¢ > 0, Abb. 5.45b
zeigt die Vorderansicht bei dem Winkel ¢ = 0. Diese Anordnung kann zur Mes-
sung eines die Leiterschleife durchfliefenden Gleichstromes I verwendet werden.
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Abbildung 5.45: Im externen Magnetfeld drehbar gelagerte Leiterschleife

1. Bestimmen Sie die Teilkrifte F, bis F, auf die vier Leiterstiicke der Kontur C
in Abhéngigkeit des Winkels ¢ und des Stromes L.

2. Bestimmen Sie das Drehmoment auf die Leiterschleife.

Aufgabe 5.3 Hall-Effekt

Die »Abb. 5.46 zeigt einen Ausschnitt aus einem rechteckigen Leiter der Breite b
und der Dicke d, der von einem Strom I in der angegebenen Richtung durchflos-
sen wird. Der Leiter befindet sich in einem x-gerichteten homogenen Magnetfeld
der Flussdichte B.

‘L
X

> .
d

Abbildung 5.46: Stromdurchflossener Leiter im homogenen Magnetfeld

1. Bestimmen Sie die Kraftwirkungen auf die bewegten Ladungstréger.

2. Bestimmen Sie die sich zwischen oberer und unterer Berandung des Leiters
einstellende Hall-Spannung (benannt nach dem amerikanischen Physiker
E. H. Hall, 1855 — 1938).

3. Bestimmen Sie die Anzahl der am Ladungstransport beteiligten Elektronen
pro Volumen.




Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.4 Feldstirkeberechnung

Das in z-Richtung als unendlich lang angenommene Koaxialkabel in »Abb. 5.47
fithrt im Innenleiter einen Gleichstrom I, der im AuBenleiter wieder zuriickfliefit.

Abbildung 5.47: Querschnitt durch ein Koaxialkabel

Berechnen Sie die magnetische Feldstdrke im gesamten Bereich 0 < p < o« fiir die
beiden Fille: a) die beiden Leiter besitzen die gleiche Symmetrieachse und b) der
Mittelleiter ist um den Abstand d aus dem Mittelpunkt verschoben.

Aufgabe 5.5 Induktivitidtsberechnung
A

4_/,
4—/N1
A

Fjﬂrﬁ-

Abbildung 5.48: Permeabler Kern mit Luftspalt

Die beiden Aullenschenkel des aus Ferritmaterial (Permeabilitdtszahl u,) beste-
henden Kerns besitzen die Querschnittsfliche A und die effektive Weglédnge /4.
Der Mittelschenkel besitzt die Querschnittsflaiche 2A und die effektive Wegldnge
Iy Aus dem Mittelschenkel wird ein Teil des Ferritmaterials entfernt, so dass ein
Luftspalt der Lange d entsteht.

Auf dem Kern befinden sich drei in Reihe geschaltete Wicklungen mit den Win-
dungszahlen N;, N, und Nj;. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass die mag-
netische Flussdichte B homogen iiber den Kernquerschnitt verteilt ist. Der
Streufluss beim Luftspalt wird vernachldssigt, so dass fiir den Luftspalt der glei-
che Querschnitt wie fiir den Mittelschenkel angenommen werden kann.

1. Erstellen Sie ein vollstdndiges magnetisches Ersatzschaltbild.

2. Berechnen Sie die Fliisse ®; und ®p durch den linken und den rechten
Schenkel sowie ®,,; durch den Mittelschenkel.

3. Berechnen Sie die Induktivitdt der Anordnung in Abhéngigkeit von den gege-
benen Parametern.

J
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Einfiihrung

) Das dem folgenden Kapitel zugrunde liegende Faraday'sche Induktionsgesetz wird

oft als das wichtigste Gesetz auf dem Gebiet der elektromagnetischen Erscheinun-
gen bezeichnet. Ohne den Vorgang der Induktion gidbe es z.B. keine Umwandlung
mechanischer in elektrische Energie in Generatoren und keine Ausbreitung elektromag-
netischer Wellen. Der Siegeszug der Elektrotechnik hitte in diesem Male nicht statt-
gefunden und unser Alltag wiirde véllig anders aussehen.

Wihrend wir bisher ausschlieBlich zeitlich konstante elektrische und magnetische
Felder betrachtet haben, werden wir uns jetzt den zeitabhdngigen Vorgédngen zuwen-
den. Das Induktionsgesetz besagt, dass ein sich zeitlich &nderndes magnetisches Feld
ein elektrisches Feld hervorruft. Umgekehrt ruft ein sich zeitlich d&nderndes elektrisches
Feld auch bei nicht vorhandener Leitungsstromdichte ein magnetisches Feld hervor.
Die beiden Felder sind im Gegensatz zu den in den vorangegangenen Kapiteln behan-
delten zeitunabhdngigen Féllen nicht mehr entkoppelt. Aus diesem Grund spricht
man allgemein von elektromagnetischen Feldern.

Als Beispiele fiir den Induktionsvorgang werden wir in diesem Kapitel das Prinzip
des Wechselspannungsgenerators und den Transformator bzw. Ubertrager behan- ((
deln.

LERNZIELE

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels und dem Losen der Ubungsaufgaben werden
Sie in der Lage sein,

B das Induktionsgesetz von Faraday zu verstehen und anzuwenden,

B die Probleme bei der Spannungsmessung bei zeitlich verdanderlichen GréBen
zu verstehen,

B die Zusammenschaltung von nicht gekoppelten Induktivitdten zu vereinfachen,
B die Netzwerkgleichungen fiir gekoppelte Induktivitdten anzuwenden,

B die Gegeninduktivitdten einfacher Anordnungen zu berechnen,

B die im magnetischen Feld gespeicherte Energie zu berechnen,

B die Spannungserzeugung mittels Generator und einfache Schaltungen beim
Dreiphasen-Drehstromsystem zu verstehen sowie

B verschiedene Ersatzschaltbilder fiir Ubertrager abzuleiten.
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6.1 Das Induktionsgesetz

Eine mit der Geschwindigkeit ¥ bewegte Ladung Q erfihrt in einem Magnetfeld B
nach den Aussagen in Kap. 5.3 eine Kraft F = Q¥ xB. Betrachten wir nun die in » Abb.
6.1 dargestellte Anordnung, bei der sich ein geradliniger Leiter in einem homogenen
Magnetfeld der Flussdichte B=—&,B mit der konstanten Geschwindigkeit v =8, v,
bewegt. Ein innerhalb des Leiters befindliches Elektron der Elementarladung — e erfdhrt
nach Gl. (5.10) die in negative y-Richtung wirkende Lorentz-Kraft

F,=-e&.v,x(-¢,B)=—¢

erXB. (6.1)

Wir verwenden an dieser Stelle den Index m als Hinweis darauf, dass diese Kraftkom-
ponente von dem Magnetfeld hervorgerufen wird.
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Abbildung 6.1: Im Magnetfeld bewegter Leiter

Die freien Elektronen werden sich in Richtung auf das untere Ende des Stabes bewe-
gen, so dass sich die in Abb. 6.1 angedeutete Ladungsverteilung mit einem Elektro-
neniiberschuss am unteren Ende und einem Elektronenmangel am oberen Ende des
leitenden Stabes einstellt. Infolge dieser Ladungstrennung entsteht ein zusétzliches,
in die Abbildung eingetragenes elektrisches Feld E:—éyE , das von den positiven
zu den negativen Ladungstrdgern gerichtet ist. Die von diesem Feld hervorgerufene
Coulomb'sche Kraft

- (13)

F, = QE=-¢ (—8,E)=8,¢FE (6.2)
versucht, die Elektronen in die positive y-Richtung zu bewegen. Im stationédren
Zustand wird sich innerhalb des Leiters eine Ladungsverteilung einstellen, bei der
sich die Krifte (6.1) und (6.2) im Gleichgewicht befinden, so dass die resultierende
Gesamtkraft auf die Ladungstrdger verschwindet. Aus dieser Bedingung kann die elek-
trische Feldstdrke bestimmt werden

F,+F,=0 bzw. E=v,B. (6.3)
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Diese besitzt iiberall im Stab den gleichen Wert. Ein Beobachter, der sich mit dem
Stalz bewegt, wird feststellen, dass sich die beiden Felder E:—éyE:—éyva und
vxB :+éyva innerhalb des Leiters kompensieren, so dass er im Leiterinneren kein
elektrisches Feld beobachten kann.

Stellen wir uns nun vor, dass sich der Leiter auf zwei leitenden Schienen bewegt, die
entsprechend »Abb. 6.2 an ihrem Ende mit einem ohmschen Widerstand R abge-
schlossen sind. Solange die gegentiber Abb. 6.1 hinzugefiigten Leiterteile ortsfest sind,
kann in ihnen wegen v = 0 keine Feldstirkekomponente v x B auftreten. Bezeichnet [
die Liange des Stabes, dann wird infolge der von den positiven zu den negativen
Ladungen zeigenden elektrischen Feldstdrke eine Spannung U,, zwischen der oberen
Schiene 1 und der unteren Schiene 2 entstehen, die durch Integration der elektrischen
Feldstdrke entlang der Koordinate y von der oberen Schiene bei y =/ bis zur unteren
Schiene bei y = 0 berechnet werden kann

0 (6.3)
Uy = [(-8E)-édy=-E[dy=IE = Iv,B. (6.4)
l

AuBerhalb des bewegten Leiters, also in den Schienen und im Widerstand, kann diese
Spannung nicht durch die entgegengesetzt gerichtete Komponente vxB kompensiert
werden.

X X X
[ ++] —» 1 | |
++ I
X ® X
L+ Vv U,
X ® X
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® ® ® !
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Abbildung 6.2: Teilweise bewegte Leiterschleife

Nehmen wir zur Vereinfachung die Widerstinde des bewegten Stabes und der Schie-
nen als vernachldssigbar klein gegeniiber dem Widerstand R an, dann fillt die gesamte
Spannung U, an dem Widerstand R ab. Nach dem Ohm'schen Gesetz fliefit also ein
Strom I = U,,/R in der eingezeichneten Richtung durch den geschlossenen Stromkreis,
bestehend aus Schienen, bewegtem Stab und Widerstand. Die sich iiber die Auflenan-
schliisse ausgleichenden Ladungen koénnen nicht mehr zur elektrischen Feldstirke E
in dem sich bewegenden Leiter beitragen. Das Kriftegleichgewicht ist nun nicht mehr
gewihrleistet, so dass die weiterhin vorhandene Feldstirke vxB in dem Stab eine
erneute Trennung von Ladungen verursacht. Die abflieBenden Ladungen werden somit
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nachgeliefert und das Kréftegleichgewicht bzw. die Feldfreiheit in dem bewegten
Leiter bleibt weiterhin gewihrleistet?.

Aus den bisherigen Gleichungen ist zu erkennen, dass die Geschwindigkeit v, als
Proportionalitédtsfaktor in die Lorentz-Kraft (6.1) und damit in die Spannung U,, nach
Gl. (6.4) eingeht. Die von der Leiterschleife umschlossene Fldche nimmt bei der
x-gerichteten Bewegung des Stabes kontinuierlich ab, diese Abnahme ist ebenfalls
proportional zur Geschwindigkeit v,. Wir werden daher versuchen, die Geschwindig-
keit aus den Gleichungen zu eliminieren und einen direkten Zusammenhang zwi-
schen der Spannung U,, und der zeitlichen Anderung der Schleifenfliche bzw. der
zeitlichen Anderung des die Schleifenfliche A(t) durchsetzenden magnetischen Flus-
ses ®(t) = BA(t) herzustellen.

Zur mathematischen Beschreibung legen wir das Koordinatensystem so fest, dass sich
der Stab zum Zeitpunkt =0 bei x(0) = 0 befindet (Abb. 6.2). Die Breite der Leiter-
schleife zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird mit b bezeichnet. Mit der von der Zeit abhéngigen
Position des Stabes x(f) kann die ebenfalls von der Zeit abhangige Schleifenfldche A(t)
in der Form

A(t)=1b-Ix(t) (6.5)

geschrieben werden. Thre zeitliche Anderung lésst sich durch die Geschwindigkeit
v, = dx/dt ausdriicken

dx(t)

=—]—7

dA(t) =-lv,.
dt dt x

(6.6)

Die Zusammenfassung der beiden Gleichungen (6.4) und (6.6) liefert den gesuchten
Zusammenhang zwischen der in der Schleife induzierten Spannung U,, und der zeit-
lichen Anderung der von der Stromschleife umfassten Fliche

(6.4) (6.6)

dA(t)
U, = lv,B = -B .

dt

(6.7)

Die nach Voraussetzung zeitlich konstante Flussdichte B kann als konstanter Faktor
unter die Zeitableitung gezogen werden, so dass man durch Erweiterung mit dem
Skalarprodukt (-é€,)+(—€,)=1 die vektorielle Darstellung

dA(t) d dr, - _ drs. z
Usp =-B— > =-—[BA(1)] ——E[(—eZ)B-(—eZ)A(t)J ——E[B-A(t)} (6.8)
erhilt. Die in dieser Gleichung eingefiihrte vektorielle Fliche A(t)=-&,A(t) hat die
gleiche Richtung wie die Flussdichte. Das in der rechten eckigen Klammer stehende
Skalarprodukt entspricht nach Gl. (5.30) dem Fluss durch die von der Leiterschleife

1 Derin der geschlossenen Leiterschleife flieBende Strom I verursacht seinerseits ebenfalls eine
Flussdichte, die bei der Betrachtung beriicksichtigt werden muss. Wir werden diesen Beitrag
jedoch voriibergehend vernachlédssigen und ausschlieBlich den Fluss infolge des externen
Magnetfeldes B = —&,B betrachten. Auf den anderen Fall kommen wir in Kapitel 6.2 zuriick.
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aufgespannte Flache. Das Flachenintegral in Gl. (5.30) geht ndmlich fiir den hier vor-
liegenden Sonderfall einer von den Koordinaten x und y unabhéngigen Flussdichte in
eine einfache Multiplikation von Flussdichte und Fldche iiber. Resultierend kann die
induzierte Spannung als die negative zeitliche Ableitung des die Leiterschleife durch-
setzenden magnetischen Flusses dargestellt werden

= —% . (6.9)
Da die Richtung der Spannung U,, am Verbraucher R mit der Richtung des Stromes I
in der Abb. 6.2 iibereinstimmt, gilt die Aussage, dass die Zahlrichtung des Stromes
und die des magnetischen Flusses durch die von der Schleife aufgespannte Flache im
Sinne einer Rechtsschraube einander zugeordnet sind.

Lasst man den Wert des Widerstandes R nach unendlich gehen, dann leistet der ver-
schwindende Strom I keinen Beitrag zu dem Fluss durch die Schleife und man kann
an den offenen Klemmen eine induzierte Spannung U,, = U in der in Abb. 6.2 einge-
zeichneten Richtung messen, deren Wert nach Gl. (6.9) gegeben ist. Resultierend kann
die betrachtete Anordnung durch das in »Abb. 6.3 dargestellte Ersatzschaltbild
beschrieben werden.

~y
o—

Abbildung 6.3: Ersatzschaltbild

Fiir einen endlichen Widerstand R zwischen den beiden Klemmen fliefit ein Strom
I>0 in der in Abb. 6.3 angedeuteten Richtung. Der sich bewegende Stab besitzt zwar
fiir einen mitbewegten Beobachter kein elektrisches Feld in seinem Inneren, beziiglich
der Anschlussklemmen an seinen beiden Enden wirkt er aber gegentiiber der ortsfesten
Leiteranordnung wie eine Spannungsquelle mit der Leerlaufspannung U.

Bei der Bewegungsrichtung des Stabes in Abb. 6.2 nimmt der Fluss durch die zeitlich
kleiner werdende Fldche ab, d.h. es gilt d®/dt < 0 bzw. —d®/dt = U > 0. Der Strom in
Abb. 6.3 hat bei der angegebenen Zihlrichtung einen positiven Wert und erzeugt sei-
nerseits eine Flussdichte, die die Leiterschleife in —e,-Richtung durchsetzt. Eine
Abnahme des magnetischen Flusses durch die Schleife infolge der Bewegung ruft also
einen Strom in der Leiterschleife hervor, der so gerichtet ist, dass das von ihm
erzeugte Magnetfeld dieser Flussdnderung entgegenwirkt.
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Zur Verdeutlichung der Zusammenhinge betrachten wir die zeitabhdngigen Funk-
tionsverldufe in » Abb. 6.4. Wir nehmen an, dass sich der Stab nur in dem Zeitintervall
ty<t<t, mit der konstanten Geschwindigkeit v, bewegt. Den die Schleifenfldche
infolge des externen Magnetfeldes B =—&,B in negative z-Richtung durchsetzenden
Fluss wollen wir als @, bezeichnen. Er besitzt in den Zeitbereichen t < t, und t > t;
wegen v, = 0 einen konstanten Wert und nimmt in dem Zeitintervall f, < t < f; wegen
der nach Gl. (6.6) linear abnehmenden Flache ebenfalls linear ab.

t
A
ext
U=[RI
t
(DindT
t
A
(Dges
/
Zusétzlicher Fluss
infolge des Stromes
0 t, t

Abbildung 6.4: Zusammenstellung der zeitabhangigen GroBen

Die in der Schleife nach Gl. (6.9) induzierte Spannung besitzt die gleiche Zeitabhédn-
gigkeit wie die Geschwindigkeit. Unter der Voraussetzung eines hinreichend grofen
Widerstandes R kann die Selbstinduktivitédt der Leiterschleife vernachléssigt werden,
so dass der induzierte Strom? nach dem Ohm'schen Gesetz ebenfalls diese Zeitabhan-
gigkeit aufweist.

Der von dem Strom hervorgerufene Fluss ®;,, ist ebenfalls in negative z-Richtung
gerichtet® und iiberlagert sich dem Fluss ®,,,. An dem zeitlichen Verlauf des Gesamt-
flusses @gps = Py + Dypq ist zu erkennen, dass die zeitliche Abnahme noch immer mit

2 Nach dem Faraday'schen Gesetz (6.15) wird kein Strom, sondern eine Spannung induziert.
Wenn hier dennoch von einem induzierten Strom gesprochen wird, dann ist damit der von
der induzierten Spannung in einer geschlossenen Leiterschleife hervorgerufene Strom ge-
meint.

3 Der Fluss ®;,4 ist zum leichteren Verstindnis in dem Zeitbereich f; <t<t; als konstante
GroBe dargestellt. Wegen der abnehmenden Schleifenfldche wird er aber ebenfalls mit der Zeit
geringer werden.
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der gleichen Steigung erfolgt, dass aber wiahrend der Zeit, in der die Abnahme stattfin-
det, ein konstanter Anteil tiberlagert ist. Zusammengefasst gilt:

Der in einer Leiterschleife induzierte Strom wirkt der ihn verursachenden Fluss-
dnderung entgegen.

Bemerkung: Spannung bzw. Strom wird nur in Zeiten eines sich &ndernden Flus-
ses induziert, d.h. nicht der Fluss, sondern dessen zeitliche Anderung soll ver-
hindert werden.

Eine dhnliche Aussage ldsst sich auch fiir die Kraft auf den bewegten Stab machen.
Der induzierte Strom flieBt innerhalb des Stabes in y-Richtung. Nach Gl. (5.5) erfdhrt
der Stab eine Kraft

F=Ié,x(-8,)B=-8,IIB, (6.10)

die in die negative x-Richtung zeigt, also entgegengesetzt zur Bewegungsrichtung orien-
tiert ist und daher versucht, die Bewegung zu verhindern. Bekannt sind diese Zusam-
menhinge unter dem Begriff der Lenz'schen Regel (nach H. F. E. Lenz, 1804 — 1865):

Der induzierte Strom ist so gerichtet, dass er die Ursache seines Entstehens zu
verhindern sucht.

Die zu leistende mechanische Arbeit bei der Bewegung des Stabes in x-Richtung ent-
gegen der Kraft (6.10) wird zunéchst im Stab in elektrische Energie und schlieBlich am
Widerstand in Warme umgewandelt.

Die Beziehung (6.9) gilt bisher nur unter der Voraussetzung, dass die zeitliche Ande-
rung des Flusses durch eine Bewegung zustande kommt, wihrend die Flussdichte B
zeitlich konstant ist. In diesem Fall spricht man von der Bewegungsinduktion. Ein
typisches Anwendungsbeispiel sind die Generatoren zur Spannungserzeugung, bei
denen sich Leiterschleifen in einem Magnetfeld bewegen (vgl. Kap. 6.6).

Die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses in Gl. (6.9) kann aber auch bei zeit-
lich unverdnderlicher Fliache entstehen, wenn sich die die Flache durchsetzende
Flussdichte B selbst zeitlich dndert. Diesen Fall wollen wir jetzt etwas niher unter-
suchen. Betrachten wir als Zwischenschritt zunédchst die Anordnung in »Abb. 6.5. Die
Flussdichte sei weiterhin zeitlich konstant und ortsunabhéngig. Den Widerstand ver-
schieben wir in den Bereich der ortsfesten Schiene, die Leiterschleife enthalt jetzt
zwei sich mit gleicher Geschwindigkeit in x-Richtung bewegende Stébe.
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Die bisherige Betrachtung fiir den sich bewegenden Stab kann jetzt fiir beide Stdbe
iibernommen werden. Die in dem zugehorigen Ersatzschaltbild eingetragenen indu-
zierten Spannungen sind betragsméBig gleich groB U, = U,. Wegen der zeitlich kon-
stanten Schleifenfliche A ist ndmlich die Flussdnderung durch die Flache Null und
die resultierende Spannung U am Widerstand verschwindet U= U, — U, =0, so dass
sich die beiden auf der linken Seite des Bildes angedeuteten Strome gegenseitig kom-
pensieren und die Leiterschleife insgesamt stromlos bleibt.

® ® R ® ® R
I = =T -
++ T I ++H —U>
® ® ® ®
| fee OpF dE
® ® ® ®
® ® ® ®

Abbildung 6.5: Im homogenen Magnetfeld bewegte Leiterschleife und zugehdriges Ersatzschaltbild

Die Problemstellung aus Abb. 6.5 wird jetzt auf den Fall eines inhomogenen, d.h. orts-
abhdngigen Magnetfeldes erweitert (»>Abb. 6.6). Als Sonderfall betrachten wir eine
von der Koordinate x abhédngige Flussdichte

ﬁ(x)z—ézB(x):—ézBog, (6.11)
deren lineare Zunahme mit der Koordinate x in Abb. 6.6 angedeutet ist. Die beliebige
Abmessung a ist lediglich aus Dimensionsgriinden eingefiihrt und spielt bei der
Betrachtung keine Rolle. Die beiden Stdbe bewegen sich wieder mit der gleichen
Geschwindigkeit und befinden sich zu einem beliebigen Zeitpunkt an den Stellen x;
bzw. x,. Unter der Voraussetzung eines hinreichend groen Widerstandes R — «, d.h.
der Beitrag des Schleifenstromes I zur Flussdichte darf wieder vernachléssigt werden,
erhilt man fiir die am Widerstand R abfallende Spannung U mit Gl. (6.7) den Ausdruck

(6.7)
U=U,-U, z IvB(x,) =1vB(x,) = —1v,[ B(x;) - B(x;)]. (6.12)
® ® Ag ® & ® i
[ ++ Jre I 1 _7_:7
++ ++ _U>
& X & RN |1 ® R
| o e OF 4e
& &® X RN | ® ®
| Lo -
® L ® ® ® ® ®
X, X,

Abbildung 6.6: Im inhomogenen Magnetfeld bewegte Leiterschleife und zugehoriges Ersatzschaltbild
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Die Flussdichte an der Stelle x, ldsst sich aber mit der Vorgabe (6.11) durch die Fluss-
dichte an der Stelle x, und ihre Anderung in Richtung der Koordinate x ausdriicken

dB

B(x,) = B(x) +

'(XZ_Xl)’ (6.13)

so dass man fiir die an dem Widerstand R entstehende Spannung das Ergebnis

(6.12,6.13)
= _de_B.(XZ_xl)l:_Ad_Bg:_Ad_B do (6.14)
dx = — dx dt dt dr

erhélt. Da in diesem Beispiel die Flache zeitlich konstant ist, darf A unter die Zeit-
ableitung gezogen werden und man erhélt auch hier wieder das Ergebnis (6.9).

Betrachten wir noch einmal die Zuordnung von Stromrichtung und Flussdnderung.
Der in —e,-Richtung positiv gezdhlte Fluss durch die Schleife wird entsprechend der
Vorgabe (6.11) groBer bei der Bewegung der Stédbe in x-Richtung. Wegen d®/dt > 0 gilt
aber U=-d®/df < 0. Die in Abb. 6.6 eingetragene Spannung U ist negativ, d.h. auch
der Wert des Stromes I ist negativ. Ein positiver Strom flieBt also entgegen der in der
Abbildung eingezeichneten Richtung und ruft eine zusétzliche Flussdichte durch die
Schleifenfldche hervor, die z-gerichtet ist und somit entgegengesetzt zu dem betrags-
malig ansteigenden — z-gerichteten Fluss infolge des externen Magnetfeldes.

Auch in diesem Beispiel konnen wir die in der Leiterschleife induzierte Spannung
nach Gl. (6.14), die fiir R — « an den offenen Klemmen als Leerlaufspannung gemes-
sen werden kann, interpretieren als eine Folge des die Leiterschleife durchsetzenden,
sich zeitlich dndernden magnetischen Flusses. Fiir die induzierte Spannung ist es
unerheblich, ob die Anderung des Flusses durch die Bewegung der Schleife in einem
ortsabhédngigen Magnetfeld zustande kommt oder ob die in Ruhe befindliche Schleife
von einem sich zeitlich &ndernden magnetischen Fluss durchsetzt wird.

Im Fall der ruhenden Leiterschleife spricht man von Ruheinduktion. Eine wichtige
Anwendung werden wir bei den Transformatoren und Ubertragern in Kap. 6.7 kennen
lernen.

In den bisherigen Beispielen hat sich der die Schleifenfliche durchsetzende Fluss
zeitlich linear gedndert. In diesen Féllen wird nach Gl. (6.9) eine zeitlich konstante
Spannung induziert. Bewegt man dagegen die Stdbe in den bisherigen Beispielen mit
einer variablen Geschwindigkeit v,(f), dann ist auch die induzierte Spannung eine
Funktion der Zeit. Zur Kennzeichnung zeitabhédngiger Spannungen u(f) und Stréme
i(t) werden im Folgenden Kleinbuchstaben verwendet. Zusammenfassend gilt der
durch Messungen von Faraday bestitigte allgemeine Zusammenhang

u(t)=Ri(t)=-32 dq’ el HB -dA . (6.15)
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)] \ C
A

i(t)

Abbildung 6.7: Zum Induktionsgesetz von Faraday

Dieser als Faraday'sches Induktionsgesetz bezeichnete Erfahrungssatz besagt, dass in
einem diinnen Leiter der Kontur C ein Strom i(f) zum FlieBen kommt, wenn sich der mit
der Leiterschleife C verkettete magnetische Fluss @ zeitlich dndert »Abb. 6.7. Bezeich-
net R den gesamten entlang der Leiterschleife verteilten Widerstand, dann entspricht
die entlang der Leiterkontur C entstehende Umlaufspannung der negativen zeitlichen
Anderung des die Leiterschleife rechtshindig zur Stromrichtung durchsetzenden
Flusses.

Im Gegensatz zu der Kirchhoff'schen Maschenregel (3.4) verschwindet die Umlauf-
spannung entlang der Schleife bei zeitabhéngigen Vorgidngen nicht mehr. Wird die
Leiterschleife unterbrochen, dann kann diese Spannung an den beiden offenen Klem-
men gemessen werden. Die Besonderheiten bei der Spannungsmessung im zeitabhén-
gigen Fall werden in Beispiel 6.2 behandelt.

Die auf einem Abschnitt der Leiterschleife entstehende Spannung kann auch als Linien-
integral der elektrischen Feldstdrke entlang dieses Leiterabschnittes geschrieben wer-
den. Zur Berechnung der Umlaufspannung ist dann das Ringintegral der elektrischen
Feldstédrke iiber die geschlossene Schleife zu berechnen. Dabei muss jedoch beachtet
werden, dass sich das Umlaufintegral auf die Leiterkontur bezieht und sich im Falle
einer bewegten Leiterschleife entsprechend mitbewegt. Als besonderen Hinweis darauf,
dass die elektrische Feldstdarke in dem bewegten Bezugssystem der Leiterschleife und
nicht wie die magnetische Flussdichte in dem System des ruhenden Beobachters ein-
zusetzen ist, verwenden wir die Bezeichnung E’. Das Induktionsgesetz nimmt dann
die Form

q}E §=——”B -dA (6.16)
C

an. In ruhenden Systemen entfillt die Unterscheidung zwischen E’ und E und es kann
E =E gesetzt werden. Die Flussdichte B muss iiber eine Fliche A integriert werden,
die in beliebiger Form iiber die Leiterschleife aufgespannt werden darf, deren Beran-
dung aber durch die Kontur C vorgegeben ist.

Diese Gleichung ist von viel groBerer Allgemeingiiltigkeit, als die bisherigen Ableitun-
gen vermuten lassen. Sie ist ndmlich nicht an das Vorhandensein eines Leiters gebun-
den und gilt z.B. auch im Vakuum. Ein zeitlich sich d&nderndes Magnetfeld ruft nach
Gl. (6.16) immer auch ein elektrisches Feld hervor. Ein Konvektionsstrom i(f) kann
jedoch nur dann flieBen, wenn auch ein Leiter vorhanden ist.
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Beispiel 6.1: Auswertung des Linienintegrals

Um den Zusammenhang zwischen den beiden Bezugssystemen noch einmal zu
verdeutlichen, wollen wir das Ringintegral auf der linken Seite der Gl. (6.16) fiir
das Beispiel der teilweise bewegten Leiterschleife in Abb. 6.2 auswerten.

A ¢ B

oF———— >z 3

i——»v U, |::i|R
e 4

D C

Abbildung 6.8: Auswertung des Linienintegrals

Losung:

Zu diesem Zweck unterteilen wir den Integrationsweg gemal »Abb. 6.8 in vier
Teilabschnitte

B C D A B C D A
q')E’-d§= jE'~d§+jE'-d§+jE'-d§+ jE'-d§= jﬁ-d§+j1?:-d§+ji:-d§+ ji:'-dg.
C A B C D A B C D

0 U,,=U 0 (6.17)

In den ortsfesten Leiterabschnitten (Schienen und Widerstand) gilt E =E. Eine
Unterscheidung zwischen bewegtem und nicht bewegtem Bezugssystem gibt es
hier nicht. Die als widerstandslos angenommenen Schienen liefern keinen Bei-
trag zur Spannung und die am Widerstand R abfallende Spannung U,, wurde
bereits in Gl. (6.4) angegeben. Besondere Aufmerksamkeit verdient aber der Inte-
grationsweg zwischen den Punkten D und A. Hier gilt ndmlich die Beziehung

E=E+vxB (6.18)

zwischen den FeldgroBen in den beiden Bezugssystemen. Wir haben bereits im
Zusammenhang mit der Abb. 6.1 festgestellt, dass sich die Ladungstrdger in dem
bewegten Stab so verteilen, dass sie keine Kraft mehr erfahren. Diese Aussage ist
aber gleichbedeutend mit der bereits ebenfalls festgestellten Tatsache, dass das
mitbewegte Ladungsteilchen oder ein mit dem Stab bewegter Beobachter das
Innere des Stabes als feldfrei erkennt. Wegen E’ =0 liefert der Integrationsweg
zwischen den Punkten D und A keinen Beitrag und aus dem Ringintegral (6.17)
erhalten wir als Ergebnis wieder die Spannung U bzw. bei beliebig zeitabhadngi-
ger Geschwindigkeit die dann ebenfalls zeitabhéngige Spannung u(f) entspre-

chend GI. (6.15).
\ J
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Das Umlaufintegral der elektrischen Feldstédrke verschwindet in dem Beispiel im Gegen-
satz zu der Beziehung (1.22) nicht mehr. Bei der Definition der elektrischen Spannung U
in Gl (1.30) als das Wegintegral der elektrischen Feldstdrke haben wir aber die Tatsache
verwendet, dass die zwischen zwei Punkten existierende Spannung unabhéngig von der
Wahl des Integrationsweges ist. Diese Bedingung ist im Zusammenhang mit der Gl.
(1.22) zwar immer erfiillt, bei den Gleichungen (6.15) und (6.16) gilt diese Vorausset-
zung aber nicht mehr. Die Angabe einer zwischen zwei Punkten vorliegenden Span-
nung ist bei den zeitlich verdnderlichen magnetischen Feldern nicht mehr eindeutig,
sie ist nur noch sinnvoll bei gleichzeitiger Angabe des zugehorigen Integrationsweges.
Zur Veranschaulichung dieser Problematik betrachten wir ein konkretes Beispiel.

Beispiel 6.2: Spannungsmessung bei zeitlich

veranderlichen Gro3en

Eine sehr lange Spule wird von einem zeitabhédngigen Strom i,(f) durchflossen,
der einen im Folgenden als bekannt vorausgesetzten magnetischen Fluss ®(f)
durch den Spulenquerschnitt erzeugt. Das Feld auBlerhalb der Spule kann unter
der Voraussetzung einer sehr langen Spule vernachlassigt werden. Eine quadrati-
sche Schleife mit vier ohmschen Widerstinden R umfasst die Spule. Die Wider-
standswerte R sind hinreichend gro gewahlt, so dass der Strom i,(t) sehr klein
ist und sein Beitrag zum Magnetfeld ebenfalls vernachldssigt werden kann. Zwi-
schen den Punkten A und B soll die Spannung mit einem idealen Voltmeter
(Innenwiderstand Ry, — ) gemessen werden.

1,(t)
e} -
B
A£
O

Abbildung 6.9: Betrachtete Anordnung
Losung:

Zum Nachweis der Abhédngigkeit der Spannungsmessung vom Integrationsweg
bzw. von dem Verlauf der Messschleife betrachten wir die in »Abb. 6.10 dar-
gestellte Ebene der Stromschleife mit den an den beiden Ecken A und B ange-
schlossenen Voltmetern VM, und VM,. Fiir die gezeigte Position der Messgerite
sollen die beiden Spannungsverldaufe u,(¢) und u,(f) berechnet werden.
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Abbildung 6.10: Messanordnung

Die Anwendung des Induktionsgesetzes (6.15) auf die quadratische Leiterschleife
mit dem Strom i,(t) und dem Gesamtwiderstand 4R liefert den Ausdruck
, d
4RI, (t)=—-—0(t). (6.19)
dt
Der Strom i,(t) ist in der geforderten Weise rechtshdndig zu dem die umschlos-
sene Schleife durchsetzenden magnetischen Fluss ®(f) orientiert.

Abbildung 6.11: Zur Berechnung der Spannung 11, (f)

Zur Berechnung der von dem Voltmeter VM, angezeigten Spannung u,(t) kann
das Faraday'sche Gesetz (6.16) mit E =E auf die beiden unterschiedlichen Leiter-
schleifen der »Abb. 6.11 angewendet werden. Dabei ist zu beachten, dass in den
Anschlussleitungen zum Messinstrument kein Strom flieft, d.h. die elektrische
Feldstirke verschwindet wegen J = kE = 0 in diesen Leiterstiicken. Fiir die Schleife
im linken Teilbild gilt

d

?E-dézﬂ%iz(t)—ul(t):—Ed)(t):O - u(t)=3Ri(t). (6.20)
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Wegen des feldfreien Raumes aufierhalb der Zylinderspule tritt kein magnetischer
Fluss durch die markierte Fldche, so dass die Spannung u,(f) den angegebenen
Wert annimmt. Betrachtet man dagegen die Schleife im rechten Teilbild, dann
wird der Fluss durch die Zylinderspule eingeschlossen. Man erhilt jedoch
erwartungsgemél das gleiche Ergebnis

q.)fl-dézH1'2(t)+ul(t):—%cb(t)wig]émiz(t) S ow()=3Rit). 6.21)
C
B B R i,(t)
1,(t)
R
u,(t) u,(t)

®'9
—
| I |

jas]

A A R
Abbildung 6.12: Zur Berechnung der Spannung u,(t)

Fiir die Spannung am Voltmeter VM, erhélt man mit den analogen Uberlegungen
aus den beiden Teilbildern der » Abb. 6.12 die Ergebnisse

d

(f)fil-dézRiz(t)+u2(t)=—a<1>(t)=0 - u(t)=-Riy(t) (6.22)
C
bzw.
o d (6.19)
(J.)E-ds=3B’1’2(t)—u2(t):—aq)(t) = 4Ri,(t) - w(t)=-Riy(t). (6.23)
C

Die von den beiden Messgerdten angezeigten Spannungen unterscheiden sich also
und zwar genau um die zeitliche Anderung des von den beiden Messschleifen
umschlossenen magnetischen Flusses

- (6.20,6.22) (6.19) g
PE-ds=u (t)-u,(t) = 4Riy(t) = -0 (6.24)
C

Fassen wir noch einmal zusammen: Sofern zeitlich verdnderliche Magnetfelder
von der Schleife umfasst werden, ist das Umlaufintegral der elektrischen Feld-
stdrke verschieden von Null. Die Gl. (1.22) verliert ihre Giiltigkeit und damit
auch die Kirchhoff'sche Maschenregel (3.4). Daher zeigen die beiden Messinstru-
mente unterschiedliche Spannungen, obwohl sie an den gleichen Punkten A und
B angeschlossen sind. Die Spannung U,y ist also, wie eingangs erwdhnt, nur
noch eindeutig bei gleichzeitiger Angabe des Integrationsweges bzw. des Verlaufs
der Messschleifen im betrachteten Beispiel.
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6.2 Die Selbstinduktion

Wir erweitern jetzt die Anordnung in Abb. 6.7, indem wir die ruhende Leiterschleife
an eine zeitlich verdnderliche Spannungsquelle uy(f) anschlieBen. Der von der Span-
nungsquelle in der Leiterschleife hervorgerufene zeitlich verdnderliche Strom i(t) ver-
ursacht einen zeitlich verdnderlichen Fluss ®(t) durch die Schleifenflache (»Abb. 6.13).
Wiéhrend wir in dem vorangegangenen Kapitel den Fluss durch die Schleife infolge
eines externen Magnetfeldes betrachtet haben, teilweise unter Beriicksichtigung des
Flusses infolge des induzierten Stromes, untersuchen wir jetzt den Fall, dass der Fluss
ausschlieflich von dem Strom in der betrachteten Leiterschleife selbst verursacht
wird. Die Uberlagerung der beiden Fille behandeln wir in Kap. 6.4.

D (1)

uy(t)

i(t)

Abbildung 6.13: Zum Induktionsgesetz von Faraday

Nach dem Induktionsgesetz (6.16) muss das Umlaufintegral der elektrischen Feld-
stirke gleich sein zu der negativen zeitlichen Anderung des die Schleife durchsetzen-
den Flusses. Bezeichnet R den ohmschen Widerstand der Leiterschleife, dann gilt mit
Gl. (6.16) der Maschenumlauf

q}E-dngi(t)—uO(t)z—d—@. (6.25)
° dt

Der von dem Strom verursachte magnetische Fluss héngt von der Geometrie der
Leiterschleife und gegebenenfalls von den Materialeigenschaften (Permeabilitdten) ab.
In der Gleichung (5.56) haben wir das Verhéltnis aus dem die Schleife durchsetzenden
magnetischen Fluss ® zu dem ihn verursachenden Strom I als Induktivitdt L bezeich-
net. Mit diesem Zusammenhang fiihrt die Gl. (6.25) auf die Beziehung

625)  dd 556) (g

= —_— L' " .
U, i+ it H1+dt( 1) (6.26)

Unter den beiden Voraussetzungen:

El Die Geometrie der Anordnung dndert sich nicht mit der Zeit und

I die Permeabilitdt vorhandener Materialien kann als konstant, d.h. unabhéngig
von dem jeweiligen Wert des zeitlich verdnderlichen Stromes angesehen werden
(dies gilt bei Verwendung von ferromagnetischen Materialien nur im linearen
Teil der B-H-Kurve (vgl. Abb. 5.21)),



6.3 Einfache Induktivitatsnetzwerke

ist die Induktivitdt zeitlich konstant und die zeitliche Ableitung beschréankt sich allein
auf den Strom i(f). Die Gl. (6.26) nimmt dann die vereinfachte Form

U, =Hi+L£=uH +up, (6.27)

dt
an, in der das Produkt Ri = uz den Spannungsabfall an dem ohmschen Widerstand der
Leiterschleife reprdsentiert. Die Induktivitdt der Leiterschleife verursacht ebenfalls
einen mit u;, bezeichneten Spannungsabfall, der proportional zur Induktivitdt und zur
zeitlichen Anderung des Stromes ist. Das zu dieser Gleichung gehorende Ersatzschalt-

bild ist in »Abb. 6.14 dargestellt.

i(t) R L

u u
<¢> w(® R L

Abbildung 6.14: Ersatzschaltbild fiir die Anordnung der Abb. 6.13

An der Induktivitit ist die Spannung proportional zur zeitlichen Anderung des
Stromes
di
=L—. 6.28
uy, o (6.28)
Die Zihlpfeile fiir Strom und Spannung entsprechen dem Verbraucherzahlpfeil-
system.

6.3 Einfache Induktivitatsnetzwerke

Betrachten wir nun die Zusammenschaltung mehrerer voneinander unabhéngiger,
d.h. magnetisch nicht gekoppelter Spulen. Die gegenseitige Beeinflussung (Kopplung)
von Spulen wird in Kap. 6.4 untersucht. Die Aufgabe besteht wieder darin, eine
Anordnung mit mehreren Induktivitdten L, mit k=1,2,... durch eine einzige Indukti-
vitdt L, zu ersetzen, die bezogen auf die beiden Anschlussklemmen das gleiche Ver-
halten aufweist.

Bei der Reihenschaltung werden alle Induktivitdten von dem gleichen Strom durch-
flossen. Aus dem Spannungsumlauf erhdlt man die Gleichung

L6202 di "
Uges = Zuk = ZL](E = Lgesa - Lges = ZL]( . (6.29)
k=1 =1 k=1
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Die gesamte an den Eingangsklemmen wirksame Induktivitét ist durch die Summe der
einzelnen Induktivitdten gegeben.

;oL L L, ;
oYY LYY o
— —> —>

2Ly
k=1
Abbildung 6.15: Reihenschaltung von Induktivitaten

Bei der Parallelschaltung teilt sich der Gesamtstrom i,(f) auf die einzelnen Induktivi-
tdten auf. Da auBlerdem an allen Spulen die gleiche Spannung liegt, gilt die Beziehung

d. 6714
Elges =

n 3: (6.28) I n
21}2%63 S,y L0 Lo o

k=1 k=1 t k=1 Lk Lges Lges k=1 Lk
Fiir den Sonderfall zweier parallel geschalteter Induktivitdten L, und L, folgt daraus

_ Ll
'ges L +L, . (6.31)

Bei der Parallelschaltung ist die Gesamtinduktivitat stets kleiner als die kleinste vor-
kommende Einzelinduktivitt.

- .
1[1
g = ] w3
-y
-- Lges k=1 Lk o—

Abbildung 6.16: Parallelschaltung von Induktivitaten

Bei der Reihenschaltung nicht gekoppelter Spulen addieren sich die Induktivita-
ten der einzelnen Spulen, bei der Parallelschaltung ist der Kehrwert der Gesamt-
induktivitét gleich der Summe der Kehrwerte der Einzelinduktivitéten.

6.4 Die Gegeninduktion

In Kap. 1.20 haben wir bereits eine Situation beschrieben, bei der infolge mehrerer lei-
tender Elektroden kapazitive Netzwerke entstehen. Wir haben dann nicht mehr von
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einem Kondensator, sondern von Teilkapazitdten gesprochen. Eine analoge Situation
entsteht, wenn sich mehrere Spulen (Stromkreise) gegenseitig beeinflussen, indem der
von einer Spule erzeugte magnetische Fluss eine andere Spule durchsetzt und entspre-
chend dem Faraday'schen Gesetz dort eine Spannung induziert. Diesen Vorgang
bezeichnet man als Gegeninduktion. Als Folge davon kénnen die einzelnen Stromkreise
nicht mehr unabhéngig voneinander betrachtet werden. Sie sind magnetisch miteinan-
der gekoppelt. Um diese Situation einigermalen tibersichtlich zu gestalten, betrachten
wir die in »Abb. 6.17 dargestellte Anordnung mit lediglich zwei Stromkreisen.

®,,(1)

u,(t) a

Abbildung 6.17: Gekoppelte Stromkreise

Die Leiterschleife 1 ist an eine zeitlich verdnderliche Spannung u,(f) angeschlossen,
die einen Strom i;(#) in der angegebenen Richtung verursacht. Das von diesem Strom
hervorgerufene Magnetfeld erzeugt insgesamt einen magnetischen Fluss ®,, durch die
Leiterschleife 1, wobei die Zdhlrichtungen von Strom i,(f) und Fluss ®,, rechtshédndig
miteinander verkniipft sind.

Ein Teil des Flusses ®,,, in Abb. 6.17 durch zwei Feldlinien angedeutet, wird auch
die Leiterschleife 2 durchsetzen. Diesen Fluss bezeichnen wir mit ®,,, wobei der erste
Index die Schleife kennzeichnet, die von dem Fluss durchsetzt wird, der zweite Index
dagegen den Strom, der den Fluss erzeugt.

Besitzt die Leiterschleife 1 den Widerstand R;, dann folgt aus dem Induktionsgesetz
der bereits in Gl. (6.26) angegebene Zusammenhang fiir die Schleife 1 (Der Fluss infolge
des Stromes i, in der zweiten Leiterschleife wird zunédchst noch vernachléssigt.)

(6.26) ) d®, . (5.56) . di
u = Ri+ dt“ = Rl1l+Lnd—t1. (6.32)

In dieser Gleichung bezeichnet L,, die Selbstinduktivitat der Leiterschleife 1 (diese
entspricht der bisher als Induktivitdt bezeichneten Eigenschaft einer einfachen, nicht
gekoppelten Spule). Infolge des sich zeitlich dndernden Flusses ®,; wird in der Lei-
terschleife 2 eine Spannung u,;,4(f) entsprechend Gl. (6.15) induziert, die ebenfalls
proportional zur zeitlichen Anderung des diese Schleife durchsetzenden Flusses und
damit proportional zur Stroménderung in der ersten Schleife ist

dd di
Upjpg = ———2b =— z1d_;- (6.33)
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Die Richtung, in die der Fluss durch die Schleife 2 positiv gezdhlt wird, ist zunédchst
willkiirlich. Wir entscheiden uns fiir die auf der rechten Seite der Abb. 6.17 darge-
stellte Orientierung. Mit der Festlegung einer Zdhlrichtung fiir ®,, ist aber gleichzeitig
auch die Zahlrichtung fiir die induzierte Spannung bzw. den induzierten Strom auf-
grund der Zuordnung in Gl. (6.15) bzw. Abb. 6.7 eindeutig festgelegt. Die rechtshéndige
Verkniipfung fiithrt auf die im Bild dargestellte Richtung fiir den induzierten Strom i,(f).
Wird die Leiterschleife 2 unterbrochen, dann verschwindet der Strom i,(f) und die
induzierte Spannung (6.33) kann an den offenen Klemmen gemessen werden. Sie hat
die gleiche Bezugsrichtung wie der in der Abbildung eingetragene Strom.

Den in der GIl. (6.33) eingefiihrten Proportionalitdtsfaktor L,, bezeichnet man als
Gegeninduktivitat zwischen der Schleife 1 und der Schleife 2. Wihrend die Selbst-
induktivitdat immer positiv ist, kann je nach Festlegung von Zahlrichtungen und Geo-
metrie der Schleifen zueinander die Gegeninduktivitdt auch negative Werte anneh-
men (vgl. Beispiel 6.3).

i,(t) i,(t)

(P D0
Cl CZ
(1)11 (1)12

Abbildung 6.18: Gekoppelte Stromkreise mit gleich gerichteten Flissen

Wenn in der Leiterschleife 2 ein Strom i,(t) flieBt, unabhéngig davon, ob er durch die
Flussdnderung infolge des zeitlich verdnderlichen Stromes i,(t) induziert oder ob er
von einer Quellenspannung u,(f) verursacht wird, dann wird dieser Strom i,(f) eben-
falls einen magnetischen Fluss ®,, erzeugen, der die Schleife 2 durchsetzt und mit
dem Strom rechtshédndig verkniipft ist. Derjenige Teil des Flusses ®,,, der auch mit
der Schleife 1 verkettet ist, wird jetzt als ®,, bezeichnet. Insgesamt erhalten wir wie-
der die gleichen Beziehungen (6.32) und (6.33), jedoch mit vertauschten Indizes 1 und 2.
Da die induzierte Spannung in einer Leiterschleife nach dem Induktionsgesetz propor-
tional ist zur zeitlichen Anderung des gesamten die Schleife durchsetzenden Flusses,
miissen die beiden beschriebenen Fille iiberlagert werden. Die Gl. (6.32) ist also
unvollstidndig, da sie den Einfluss eines eventuell vorhandenen Stromes i,(f) auf die
Schleife 1 bisher noch nicht beriicksichtigt. Nachdem wir uns die wechselseitige
Beeinflussung veranschaulicht haben, betrachten wir direkt den in »Abb. 6.18 dar-
gestellten allgemeinen Fall mit zwei Leiterschleifen, die beide an jeweils eine Span-
nungsquelle angeschlossen sind.

Nach Anwendung des Induktionsgesetzes (6.16) auf die beiden Schleifen finden wir
die Beziehungen
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CqSE-d§=—u1+lel = ——E(CI)11+CI>1Z) (6.34)
und
- . do, . d
Ccj)E-cls:—uz+le2 =—%=—a(¢21+¢22) (6.35)

die sich mithilfe der in Gl. (6.33) eingefiihrten Gegeninduktivitdten als Gleichungs-
system darstellen lassen
..od i d1
u = R +E((D11 +@py) = Ry; + Lu L12 —Z
(6.36)

.od d d1
U, = Ryly +—(®@yq +@yy) = Ryliy + Lyy —- at Lt Ly, —2

a1
dt dt
Die Beziehung fiir die Schleife 1 unterscheidet sich von der Gl. (6.32) nur dadurch,
dass jetzt nicht nur ®,,, sondern der gesamte die Schleife durchsetzende Fluss
beriicksichtigt wird.

1,(t) 1,(t)

0,0 (¥) (¥) ()

)] [4))
IH Iz]

Abbildung 6.19: Gekoppelte Stromkreise mit entgegengesetzt gerichteten Fliissen

An dieser Stelle soll noch eine Bemerkung zur Wahl der Flussrichtung gemacht wer-
den. Bei festgelegter Zahlrichtung fiir den Strom in einer Schleife ist der zugehorige
Fluss durch die betreffende Schleife festgelegt. Der Fluss @, ist rechtshdndig mit i;
und der Fluss ®,, rechtshdndig mit i, verkniipft. Der Fluss durch die jeweils andere
Schleife kann aber hinsichtlich seiner Orientierung frei gewdhlt werden. Betrachten
wir z.B. die »Abb. 6.19, in der die beiden Fliisse ®;, und ®,; verglichen mit der
Abb. 6.18 willkiirlich anders gezahlt werden, dann gilt fiir die Gesamtfliisse durch die
Schleifen @ g, = @11~ @1, und Ppges = — Py + Dy,

Das zugehorige Gleichungssystem

.o d di
w =R +E(q’11 12) = Bydy + L11 Ly, d:
d & (6.37)
. b
u, = Ryip + dt ( Dy, +(I)22) Ryiy — Lyy —- at + Ly, dtz

ist aber identisch zur Gl. (6.36). Bei der anderen Flussorientierung unterscheiden sich
einerseits die infolge der Kopplung induzierten Spannungen in den beiden Glei-
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chungssystemen im Vorzeichen, andererseits aber unterscheiden sich die in beiden
Situationen aus dem Verhiltnis von Fluss zu verursachendem Strom berechneten
Werte fiir die Gegeninduktivitdten L,, und L,, ebenfalls im Vorzeichen.

Unterstiitzen sich die durch die positiven Strome hervorgerufenen Fliisse durch
eine Leiterschleife, dann addieren sich die induzierten Spannungen von Selbst-
induktivitdt und Gegeninduktivitét in der zugehorigen Gleichung. Sind die Fliisse
entgegengerichtet, dann geht der Beitrag infolge der Gegeninduktivitdt mit umge-
kehrtem Vorzeichen in die Gleichung ein.

Die in den Gleichungssystemen enthaltenen Induktivitdtswerte konnen bei einer
bekannten Leiteranordnung aus der Geometrie bestimmt werden. Sind zusétzlich die
Schleifenwiderstdande R, und R, bekannt, dann lassen sich aus den beiden Gleichun-
gen fiir vorgegebene zeitabhédngige Quellenspannungen u,(t) und u,(t) die zugehoérigen
zeitabhédngigen Strome i,(f) und i,(f) berechnen.

6.4.1 Die Gegeninduktivitat zweier Doppelleitungen

Als Beispiel wollen wir die Gegeninduktivitdten fiir zwei parallel verlaufende, unend-
lich lange Doppelleitungen berechnen. Die in »Abb. 6.20 im Querschnitt dargestellte
Anordnung kann als eben, d.h. unabhéngig von der Koordinate senkrecht zur Zeichen-
ebene betrachtet werden.

2(\)\

Abbildung 6.20: Feldverteilung einer stromdurchflossenen Doppelleitung
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Zur Bestimmung der Gegeninduktivitdt L,, bendtigen wir den Fluss ®,, durch die
Schleife 2 infolge des Stromes in der Schleife 1. Fiir die angenommene Stromrichtung
i,(t) erhalten wir die in der Abbildung qualitativ dargestellte Feldverteilung. Da die
Auswertung des Integrals (5.30) fiir diesen Feldverlauf etwas umsténdlich ist, wird die
Berechnung in zwei Teilschritten ausgefiihrt. Im ersten Schritt betrachten wir nur den
Fluss ®@,; durch die Schleife 2 infolge des Stromes im rechten Leiter der Schleife 1
(»Abb. 6.21).

Abbildung 6.21: Beitrag des rechten Leiters zum Fluss

Das Feld dieses Linienleiters besteht aus konzentrischen Kreisen mit dem Leiter im
Mittelpunkt und mit der Ortsabhéngigkeit nach Gl. (5.25). Legen wir den Leiter in den
Ursprung eines zylindrischen Koordinatensystems und bestimmen wir die positive
Zahlrichtung fiir den Fluss entsprechend Abb. 6.21, dann wird die Berechnung sehr
einfach. Man erkennt, dass der Fluss durch die Schleife 2 durch das gesamte Feld, das
sich zwischen den in der Abbildung eingetragenen beiden duleren kreisférmigen
Feldlinien befindet, gegeben ist. Bezeichnet man die Abstdnde zwischen dem strom-
fiihrenden Leiter im Ursprung und den beiden Leitern der Schleife 2 mit a und b,
dann kann die Integration der Flussdichte auch entlang der eingetragenen p-Achse in
den Grenzen a < p < b durchgefiihrt werden. Die Integration in z-Richtung wird wieder
wegen der unendlich langen Anordnung fiir einen Abschnitt der Linge / durchgefiihrt.
Berticksichtigt man den gegentiber der Herleitung von Gl. (5.25) jetzt in die entgegen-
gesetzte Richtung flieBenden Strom, d.h. i; ist mit negativem Vorzeichen in die Glei-
chung einzusetzen, dann gilt

Py _UB As_zsﬂojje ~6,) dpdz J‘O’lzj Lap “O’lzlnb (6.38)
z=0p=a___ " ;q’__' 2

H dA

Den Beitrag ®,,, des linken Leiters der Schleife 1 zum Fluss durch die Schleife 2
erhalten wir mit der gleichen Vorgehensweise. Mit den jetzt in » Abb. 6.22 definierten
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Abstdnden ¢ und d kann das Ergebnis (6.38) unmittelbar iibernommen werden, wobei
noch ein Vorzeichenwechsel infolge der anderen Stromrichtung zu beriicksichtigen ist

i d
D, = —”zo—nll In=. (6.39)

Abbildung 6.22: Beitrag des linken Leiters zum Fluss

Der Gesamtfluss ®@,, entspricht der Summe der beiden Teilergebnisse (6.38) und (6.39)

D, =ﬂ—°li1(ln£—lnij=’u¢lilln£. (6.40)
27 a c 27 ad
Die gesuchte Gegeninduktivitit ist dann nach Gl. (6.33) durch die Beziehung
Ly, = Po1 _ Hol be (6.41)

I 27 ad

gegeben. Es sei noch einmal daran erinnert, dass das Ergebnis (6.41) von der Zahlrich-
tung fiir den Fluss ®,, abhédngt. Bei entgegengesetzt gewihlter Orientierung von ®,,
erhalten wir die Gegeninduktivitét L,; mit einem zusétzlichen Minuszeichen.

Im néchsten Schritt berechnen wir die Gegeninduktivitét L;,. Dazu nehmen wir einen
Strom i,(t) in der Schleife 2, beispielsweise mit der in »Abb. 6.23 angegebenen Rich-
tung an. Da sich die Fliisse ®,, und ®,, bei der gewdhlten Festlegung unterstiitzen,
wird der Fluss @, jetzt so gezihlt, dass er ebenfalls den Fluss ®,; unterstiitzt, so dass
wir resultierend das Gleichungssystem (6.36) verwenden kénnen.

iz(t)

(I)Z ‘l+ (I)ZZ

O +D,

1
Abbildung 6.23: Orientierung der Teilflisse
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Der gesuchte Fluss ®;, kann durch entsprechende Vertauschung der Abmessungen
und unter Beachtung der Stromrichtungen entweder aus Gl. (6.40) iibernommen oder
aber durch Wiederholung der beiden Teilschritte entsprechend der Berechnung von
®,, nochmals hergeleitet werden. Wir iibernehmen das Ergebnis

Uol . c d) _ ugl., bc
b,="0|In--In— | =2, In— 6.42
27 on Iz(na nbj 27 i In ad’ ( )

Die zugehorige Gegeninduktivitét

Dy, _ bc

= ] — =11 6.43
L iy 2.7r ad ! (6.43)
besitzt den gleichen Wert wie die Gegeninduktivitét in Gl. (6.41). Diese hier am Bei-
spiel der Doppelleitungen gefundene Symmetrie-Eigenschaft ldsst sich auch fiir allge-
meine Leiteranordnungen zeigen (vgl. Kap. 6.5)

Ly =Ly . (6.44)

Damit gilt die Aussage:

In einem System mehrerer Leiter gilt fiir die zwischen dem i-ten und k-ten Leiter
auftretende Gegeninduktivitdt die Symmetrie-Eigenschaft L; = Lj;.

Da es in der Literatur iiblich ist, die Gegeninduktivitdten mit M zu bezeichnen, kon-
nen wir das zu verwendende Gleichungssystem (6.36) unter Beriicksichtigung der
Symmetrie-Eigenschaft L,, = L,; = M folgendermalen schreiben:

di di di di
w (t) = Ry (¢ )+L11 Lt Ly —2 = Ryfy (t)+ Ly —+M —2
d. c;it ddt ddt (6.45)
. i
u, (t) = Ryl (t) + Ly, dt+LZZ n —3212()+Mdt Ly, dtz .

Mit den bereits in Kap. 5.13.2 berechneten Selbstinduktivitdten L,; bzw. L,, sind die
Zusammenhédnge zwischen den Stromen und Spannungen der beiden gekoppelten
Leiterschleifen eindeutig bestimmt.
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Beispiel 6.3: Berechnung der Gegeninduktivitat

Die beiden Leiter einer Doppelleitung besitzen den Mittelpunktsabstand h und
liegen in der Ebene y = 0 an den Stellen x =+ h/2. Die Leiter einer zweiten Dop-
pelleitung liegen in der Ebene y = h an den Stellen x = xy £ h/2. Zu berechnen ist
die Gegeninduktivitdt pro Langeneinheit M// als Funktion der Mittelpunktsposi-
tion 0 < x, < 4h.

=¥

Abbildung 6.24: Zwei unendlich lange Doppelleitungen

Losung:

Mit den Abstandsbezeichnungen in Abb. 6.23 erhalten wir aus Gl. (6.41) unmit-
telbar das Ergebnis

2 2
M_®, ﬂln£=&ln\/(xo_h) +h2\/(x0+h) +h?
l

=== %
liiy, 27 ad 2% \/on 4+ h2 \/on 4+ h2
il 1 (2) -
———=—In———— mit der Abkiirzung 7#= Xo (6.46)
uH/m 10 (’72+1) h

Den groften Wert weist die Gegeninduktivitdt auf, wenn die beiden Doppellei-
tungen exakt iibereinanderliegen. Wird die obere Doppelleitung nach rechts ver-
schoben, dann nimmt der Fluss ®,, und damit auch M ab. Befindet sich diese
Doppelleitung im Bereich x, > 1,25h, dann kehrt der Fluss sein Vorzeichen um
und die in Gl. (6.45) einzusetzende Gegeninduktivitdt M wird negativ.
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[ E—
—-0,05
0 1 2 3 4
—» x,/h

Abbildung 6.25: Gegeninduktivitat pro Langeneinheit der beiden Doppelleitungen in Abb. 6.24

Zwischen diesen beiden Bereichen existiert eine Nullstelle fiir M. Eine solche
Nullstelle tritt immer dann auf, wenn die beiden Einzelleiter (von der oberen
Doppelleitung) auf der gleichen Feldlinie (hervorgerufen von der unteren Doppel-
leitung) liegen, so dass der Fluss ®,, durch die Leiterschleife verschwindet. In
diesem Fall tritt keine gegenseitige Beeinflussung zwischen den beiden Doppel-
leitungen auf, sie sind entkoppelt und kénnen wie zwei voneinander unabhén-

gige Induktivitdten behandelt werden.

- J

6.4.2 Die Koppelfaktoren

Das Gleichungssystem (6.45) ist unabhédngig von der Geometrie der Anordnung.
Anders verlaufende Leiterschleifen beeinflussen lediglich die Werte der Induktivité-
ten. Der Wert der Gegeninduktivitdt M héngt nur davon ab, welcher Anteil des von
einer Schleife insgesamt erzeugten magnetischen Flusses die andere Schleife durch-
setzt. Diese Kopplung zwischen den beiden Schleifen kennzeichnet man durch so
genannte Koppelfaktoren, die das Verhiltnis von dem durch beide Schleifen hin-
durchtretenden Fluss zu dem gesamten von einer Schleife erzeugten Fluss angeben.
Mit den Bezeichnungen des vorangegangenen Kapitels gilt
o,y M D, M

kyy=—2="— und kj,=—%=

—_—. (6.47)
@y Ly Dyy Ly,

Diese Koppelfaktoren kénnen je nach Form der beiden Leiterschleifen oder je nach
Anzahl der Windungen N; und N, sehr unterschiedliche Werte annehmen®. Gilt fiir

4  Aus diesem Grund werden die beiden Koppelfaktoren oft so definiert, dass nicht die Gesamt-
fliisse durch die Schleifenfldchen, sondern die durch die jeweiligen Windungszahlen divi-
dierten Fliisse ins Verhiltnis gesetzt werden. Die beiden Werte |k;,| und |k,4| sind dann immer
< 1. Diese Methode versagt aber, wenn die Leitergeometrie die Identifikation abzdhlbarer Win-
dungen nicht erlaubt; sie ist selbst dann problematisch, wenn die einzelnen Windungen wie
bei den Luftspulen in Abb. 5.39 von unterschiedlichen Fliissen durchsetzt werden. Auf den
Koppelfaktor k in Gl. (6.48) haben diese unterschiedlichen Definitionen keine Auswirkung,
diese Beziehung ist in beiden Féllen gleich.
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die Schleifen N; =N, =1, wie im Beispiel mit den beiden Doppelleitungen, dann
kann der mit beiden Windungen verkettete Fluss nur kleiner oder maximal gleich sein
zu dem von einer Windung insgesamt erzeugten Fluss, d.h. die Koppelfaktoren kon-
nen dann betragsmiBig maximal den Wert 1 annehmen. Fiir die Praxis reicht zur
Beschreibung der Kopplung zwischen den beiden Schleifen ein einziger Zahlenwert
aus. Man bildet daher aus den beiden gegebenenfalls sehr unterschiedlichen Koppel-
faktoren (6.47) das geometrische Mittel. Dieses ist unabhéngig von den Windungszah-
len betragsméaBig immer < 1

k:iJklem:% mit k<1, (6.48)

so dass das Gleichungssystem (6.45) auch in der Form

. di di
u, (£) = Ry, (£) + Luﬁ + kL Ly, ﬁ
diy  , dip
dt dt

(6.49)

Uy (t) = Ryiy (t) + kyJLy; Ly, + Ly,

geschrieben werden kann.

6.5 Der Energieinhalt des Feldes

In diesem Kapitel wollen wir, dhnlich wie bereits beim Kondensator, die Frage unter-
suchen, wie viel Energie, wir sprechen hier von magnetischer Energie W,,, in einer
stromdurchflossenen Spule gespeichert ist. Dazu wird die in »Abb. 6.26 dargestellte
Ringkernspule der Induktivitdt L zum Zeitpunkt ¢ = 0 an eine Gleichspannungsquelle
U angeschlossen.

Abbildung 6.26: Zur Berechnung der in einer Spule gespeicherten magnetischen Energie

Die Spannung an der Spule ist zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 gleich der Quellenspannung
uy = U. Vernachldssigt man die Verlustmechanismen in der Spule wie z.B. den ohm-
schen Widerstand der Wicklung, dann wird sich in der anfangs stromlosen Spule nach
Gl. (6.28) ein linear ansteigender Strom ausbilden und die gesamte der Spule zuge-
fiihrte Energie tragt zur Erh6hung der Flussdichte im Ringkern bei. Die in einem ele-
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mentaren Zeitabschnitt von der Quelle an die Spule abgegebene Energie kann mit Gl.
(2.48) berechnet werden. Beriicksichtigt man den Zusammenhang (6.28) zwischen
Spulenstrom und Spulenspannung, dann erhélt man den folgenden Energiezuwachs
in der Spule

(2.45) . (6.28) . d]L . .
dWm = ULlLdt = LILEdt =L ILdIL. (650]

Die gesamte in der Spule gespeicherte magnetische Energie W,, kann durch Integra-
tion der Beziehung (6.50) von dem Anfangswert i; =0 bis zu dem Endwert i} =1
berechnet werden

1
W, =L[ipdip - w, :%Lﬂ:%cpl . (6.51)
0

Bei der mathematischen Herleitung wurde zu keinem Zeitpunkt die spezielle Geo-
metrie der Spule berticksichtigt, d.h. die abgeleitete Beziehung ist unabhéngig von der
Bauform der Spule. Es muss allerdings darauf hingewiesen werden, dass bei der Integ-
ration der Gl. (6.50) die Induktivitdt L als konstant, d.h. unabhéngig vom Strom i}
angesehen wurde. Diese Voraussetzung ist jedoch nur erfiillt, wenn die bei der Berech-
nung der Induktivitit auftretende Permeabilitdt konstant ist.

Die in einer Induktivitdt gespeicherte magnetische Energie ist proportional zum
Produkt aus der Induktivitat L und dem Quadrat des Stromes I.

Die Gl. (6.51) beschreibt die Energie in einer einzelnen stromdurchflossenen Spule.
Wir wollen jetzt die Energie in einem System gekoppelter Induktivitdten berechnen.
Zur Vereinfachung beschréanken wir uns zunéchst auf eine Anordnung mit nur zwei
Leiterschleifen, wobei wir die gekoppelten Stromkreise nach Abb. 6.18 mit sich
gleichsinnig iiberlagernden Fliissen und mit dem zugehorigen Gleichungssystem
(6.36) zugrunde legen wollen. Zu berechnen ist die Gesamtenergie fiir den Fall, dass
die beiden Stréme die Werte I, und I, aufweisen. Auch hier miissen wir die dem Lei-
tersystem zugefiihrte Energie berechnen, wenn die Stréme von den Anfangswerten
i, = i, = 0 auf die Endwerte i; = I, und i, = I, gesteigert werden. Die Widerstdnde wer-
den zu Null gesetzt, damit die im Magnetfeld gespeicherte Energie der zugefiihrten
Energie entspricht. Die Gl. (2.48) muss jetzt auf die beiden Leiterschleifen angewendet
werden
(2.45) (6.36)
W, = widt+ uyi,dt = Lj;idij + L,i,di, + Ly, i,di; + Ly, i, di, (6.52)
= Ly, iydiy + Mi,di, + Mi,di, + Ly, i,di,.
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Da die gespeicherte Energie nicht von dem =zeitlichen Verlauf des Stromanstieges
abhédngt, sondern nur von den Endwerten, kénnen wir die Berechnung dadurch ein-
fach gestalten, dass wir die beiden Strome nacheinander von Null auf ihren jeweiligen
Endwert steigern. Beginnen wir also bei dem Zustand i; = I; und i, =0, fiir den die
Energie L,,1,%2 aus Gl. (6.51) bekannt ist. Steigern wir jetzt den Strom i, bei konstant
gehaltenem Strom I;, dann folgt wegen di; = 0 aus der oberen Zeile der Gl. (6.52) die
Beziehung

IZ IZ

1 . ..

w, :ELUIf + [LpLdiy + [Ly ipdiy, (6.53)
0 0

deren Integration das Ergebnis
1 2 1 2
Wi =Ll + Lyl + Ly, (6.54)

liefert. Beginnt man die Berechnung bei dem Anfangszustand i, =I, und i; =0, und
steigert man anschliefend den Strom i, auf seinen Endwert I;, dann folgt das Ergebnis

w, =%L11112 + Ly LI, + %Lzz L2, (6.55)

Da die Energie in den beiden Beziehungen (6.54) und (6.55) gleich sein muss, folgt
auch hier wieder die Symmetrie-Eigenschaft L; = L;;, wobei in diesem Fall keine Ein-
schrankung hinsichtlich der Geometrie der Leiterschleifen gemacht wurde. Mit der
bereits eingefiithrten Bezeichnung M fiir die Gegeninduktivitdt im Zwei-Leiter-System
gilt die Beziehung®

W, - %Lllllz ML, + %LZZ L . (6.56)

Als Ergdnzung sei noch die Berechnung der Energie im Mehrleitersystem angegeben.
Das gesuchte Ergebnis erhdlt man mithilfe der gleichen Vorgehensweise, namlich die
Stréme nacheinander vom Anfangswert auf den jeweiligen Endwert zu steigern und
die dazu benétigten Energien zu berechnen. Wir wéihlen hier einen kiirzeren und etwas
anschaulicheren Weg zur Herleitung der Beziehung. Die Energie im Zwei-Leiter-Sys-
tem kann man auch als die halbe Summe der Ergebnisse (6.54) und (6.55) schreiben

1 1 1 1 1& &
W, = ELnllz + EL“Il I, + EL21171 I, + EL22 I,? =EZZLH< LI . (6.57)
i=1 k=1

5 Das Vorzeichen bei der Gegeninduktivitdt dndert sich, wenn wir von der Abb. 6.19 mit dem
zugehorigen Gleichungssystem (6.37) ausgehen. Dieser Vorzeichenwechsel gilt dann auch bei
den Gegeninduktivitdten in Gl. (6.58).
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Diese Beziehung ist vollig symmetrisch aufgebaut hinsichtlich der beiden Indizes i
und k und lédsst sich unmittelbar auf ein System mit n Leitern iibertragen

n
D LyLiI; . (6.58)

n
W, =
i=1 k=1

N | =

6.5.1 Die Energieberechnung aus den FeldgroBen

Mit den Gleichungen (6.51) und (6.58) haben wir eine Moglichkeit gefunden, die
Energie aus den integralen GroBen L und I zu berechnen. In Analogie zum Kap. 1.21
wollen wir auch hier die Gleichungen ableiten, mit deren Hilfe die Energie aus den
FeldgroBen B und H berechnet werden kann. Nun haben wir aber bei der Hysterese-
kurve in Abb. 5.21 festgestellt, dass die beiden Feldgréfen in ferromagnetischen Mate-
rialien nicht mehr linear voneinander abhéngen. Wegen der praktischen Bedeutung
dieser Materialien bei der Herstellung induktiver Komponenten wollen wir im Gegen-
satz zur Elektrostatik diese nichtlinearen Zusammenhéinge beriicksichtigen.

Zur Ableitung der Beziehungen betrachten wir wieder die Ringkernspule aus Abb. 6.26,

bei der wir zur Vereinfachung annehmen, dass die Abmessung b — a sehr klein ist, so

dass wir mit einer mittleren Lénge /,,, = w(a + b) im Kern rechnen kénnen. Besteht die

Spule aus N Windungen und bezeichnet ®, wieder den magnetischen Fluss im Kern,

dann ldsst sich aus dem Induktionsgesetz zunédchst die folgende Beziehung aufstellen:
©20) . dPp 558 . do ,

= Ri+— = Ri+N . (6.59)
dt dt

Nach Multiplikation dieser Gleichung mit id¢ steht auf der linken Seite die von der
Quelle wihrend dt gelieferte elektrische Energie dW,, der erste Ausdruck auf der rech-
ten Seite beschreibt die in dem ohmschen Widerstand des Kupferdrahtes in Wérme
umgesetzte Energie und der zweite Ausdruck entspricht der im Magnetfeld gespei-
cherten Energie dW,,,

Uidt=Ri*dt+Nid®d,. (6.60)
dw, dW,,

Mit der magnetischen Feldstdrke im Kern nach Gl. (5.60) und dem magnetischen Fluss
nach Gl. (5.30) als Produkt von Flussdichte und Kernquerschnitt A gilt

dW,, =Nid®, = Hl,,d(BA)=1,AHdB. (6.61)

Wird die Flussdichte von dem Anfangswert B = 0 auf den Endwert B erhoht, dann ist
die insgesamt in dem Kernvolumen V =1,A gespeicherte magnetische Energie durch
das Integral

B
w, :V_[HdB (6.62)
0
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gegeben. Das Verhiltnis aus Energie und Volumen wird Energiedichte genannt und hat
die Dimension VAs/m?

B
W, = [HdB . (6.63)
0

Betrachtet man den allgemeinen Fall eines nicht homogenen Feldes, dann ist die
Energiedichte ortsabhdngig. Die in einem elementaren Volumenelement dV gespei-
cherte Energie dW,, entspricht in diesem Fall dem Produkt aus der an der betrachteten
Stelle vorliegenden Energiedichte mit dem Volumenelement. Die gesamte in einem
Volumen V gespeicherte Energie findet man durch Integration der elementaren Bei-
trdge tiber das Volumen

W, = jvjjwmdvz gj[deBJdV . (6.64)

Stehen die beiden Feldgr6Ben in einem linearen Zusammenhang, dann kann das Inte-
gral (6.63) auf einfache Weise berechnet werden
B B
W = deB:l [BaB - tp-lpp. (6.65)
0 Mo 2u 2
Bei gleich gerichteten Vektoren H und B kann das Produkt der beiden FeldgroBen
auch wieder als Skalarprodukt der vektoriellen Feldgrofen dargestellt werden®

1 e = 1 1 = =
Wo=oHB=—H:-B und W,= gjwmdv = _[;”HBdV = ng BdV . (6.66)
Man beachte, dass die fiir jeweils lineare Zusammenhénge zwischen den FeldgroBen
geltenden Beziehungen (6.66) im Magnetfeld und (1.101) bzw. (1.102) im elektrischen
Feld vollig analog aufgebaut sind.

In Kap. 5.13 haben wir die Induktivitdt einfacher Anordnungen aus dem Verhiltnis
von magnetischem Fluss zu verursachendem Strom berechnet. Die Gleichungen (6.51)
und (6.58) bieten als alternative Moglichkeit die Berechnung der Induktivitit aus der
magnetischen Energie, die ihrerseits aus den Feldgrofen geméal Gl. (6.64) bzw. (6.66)
berechnet werden kann. Wir wollen diese Rechnung an einem einfachen Beispiel
demonstrieren.

6 Es existieren Materialien, bei denen die beiden FeldgréBen nicht gleich gerichtet sind. Auf
eine eingehende Betrachtung dieser Situation muss an dieser Stelle jedoch verzichtet werden.
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Beispiel 6.4: Bestimmung der inneren Induktivitat

eines Runddrahtes

Als Beispiel soll die innere Induktivitdt (5.67) aus der im Draht gespeicherten
Energie berechnet werden.

H(p)

Abbildung 6.27: Zur Berechnung der inneren Induktivitat

Losung:

Mit der von der Koordinate p abhidngigen magnetischen Feldstdrke innerhalb des
Drahtes nach Gl. (5.25) fiihrt die Beziehung (6.66) auf den Ausdruck

|l 27 a 2
w, (ﬁﬁﬁ)éj"}”HBdV (Sf’)%ﬂo [ j[ I depdcpdz

2
209%0p=0\ 274 (6.67)

2 1 (6.51)
=Mj‘dz=&llz = lLiIZ
167 b 167 2

fiir die im Draht gespeicherte magnetische Energie. Der Vergleich mit der Bezie-
hung (6.51) bestétigt das bereits in Gl. (5.67) angegebene Ergebnis.

- J

6.5.2 Die Hystereseverluste

Stehen die magnetische Feldstiarke H und die Flussdichte B in einem linearen Zusam-
menhang, dann kann die gesamte zuvor im Magnetfeld gespeicherte Energie wiederge-
wonnen werden. Im Falle der Hysteresekurve allerdings verursachen die Umklappvor-
gdnge der Doménen mechanische Verluste. Bei jedem Umlauf um die Hystereseschleife
geht ein Teil der Energie als Warme im Material verloren.

Zur Bestimmung dieser Verluste kénnen wir von der Energiedichte (6.63) ausgehen.
Wir wollen diese Gleichung nicht mathematisch berechnen, sondern mithilfe der
Hysteresekurve veranschaulichen. Ersetzen wir in der Abb. 6.26 die Gleichspannungs-
quelle durch eine Spannungsquelle mit einem zeitlich sinusférmigen Verlauf, dann
wird der Spulenstrom in jeder Periode genau einmal den positiven und den negativen
Spitzenwert durchlaufen und die Hystereseschleife wird genau einmal umrundet. Aus
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Symmetriegriinden geniigt es, die positive Halbwelle des Stromes zu betrachten. Wird
der Strom von dem Anfangswert Null auf den Maximalwert erhcht, dann durchléduft
auch die magnetische Feldstiarke den Bereich zwischen Null und Maximalwert, auf
der Hysteresekurve in »Abb. 6.28 wird der Bereich zwischen den Punkten 1 und 2
durchlaufen. Die Energiedichte (6.63) wird durch Integration aller Beitrdge HdB
berechnet und ist damit identisch mit der Flache zwischen der Hysteresekurve und
der B-Achse, d.h. der Ordinate. Die von der Quelle an die Spule abgegebene Energie
entspricht dem Produkt aus Energiedichte (markierte Fldache in Abb. 6.28a) und Kern-
volumen V. Nimmt der Strom jetzt wieder von seinem Maximalwert auf Null ab, dann
wird auf der Hysteresekurve der Bereich zwischen den Punkten 2 und 3 durchlaufen.
Das Integral (6.63) entspricht jetzt der Flache in Abb. 6.28b. Sein Wert ist negativ und
gibt als Produkt mit dem Kernvolumen V die Energie an, die von der Spule an die
Quelle zuriickgeliefert wird. Die Differenz der beiden Fldchen entspricht also genau
derjenigen Energie, die pro Volumen in Warme umgewandelt wird.

BA B

3/ HdB 3
0 f
1 1

Abbildung 6.28: Zur Veranschaulichung der Hystereseverluste

TV
o
ol

Da die gleiche Uberlegung fiir die negative Halbwelle des Stromes angestellt werden
kann, gilt die folgende Aussage:

Der Energieverlust beim Umlaufen der Hystereseschleife entspricht dem Produkt
aus der von der Schleife umfassten Flache und dem Kernvolumen. Diese Verluste
heiBlen Hystereseverluste.

Fiir den allgemeinen Fall einer ortsabhédngigen Feldverteilung im Kern gilt die bishe-
rige Uberlegung nur fiir ein Volumenelement und die Gesamtenergie muss nach GL.
(6.64) durch Integration der ortsabhédngigen Energiedichte iiber das Volumen bestimmt
werden.
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6.6 Anwendung der Bewegungsinduktion

Eine wichtige Anwendung der Bewegungsinduktion ist die Umwandlung zwischen
elektrischer und mechanischer Energie. Beim Generator wird die zugefithrte mechani-
sche Energie in elektrische Energie umgewandelt. In den folgenden Abschnitten wird
der prinzipielle Aufbau eines Wechselstromgenerators behandelt.

Im Gegensatz dazu wandelt der Motor die zugefiihrte elektrische Energie in mechani-
sche Energie um, wobei die Kraftwirkung von Magnetfeldern ausgenutzt wird. Der
Aufbau ist prinzipiell der gleiche wie bei den Generatoren, so dass auf eine weitere
Betrachtung von Motoren an dieser Stelle verzichtet wird.

6.6.1 Das Generatorprinzip

Das Prinzip eines Wechselstromgenerators ist in »Abb. 6.29 dargestellt. In einem
homogenen x-gerichteten Magnetfeld der Flussdichte B=@, B, wird eine rechteckige
Leiterschleife der Abmessungen a und b mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um
ihre Symmetrieachse gedreht. Die Rotationsachse stimme mit der z-Achse des kartesi-
schen Koordinatensystems iiberein. Die offenen Enden der Leiterschleife werden iiber
zwei Schleifkontakte mit den Anschlussklemmen verbunden, an denen die induzierte
Spannung gemessen werden kann.

Abbildung 6.29: Drehbewegung einer Leiterschleife in einem homogenen Magnetfeld

Infolge der Drehbewegung dndert sich der Winkel zwischen der senkrecht auf der Lei-
terschleife stehenden Flachennormalen n und der x-gerichteten Flussdichte. Der mit
der Leiterschleife verkettete Fluss wird in Richtung der willkiirlich gew&hlten Flachen-
normalen positiv gezihlt, so dass der Strom (bei Abschluss der beiden Klemmen mit
einem Widerstand) die in Abb. 6.29 eingetragene Bezugsrichtung erhélt. Damit nimmt
auch die induzierte Spannung die an den Klemmen eingezeichnete Richtung an. Der
Fluss durch die Leiterschleife nach Gl. (5.30) kann mithilfe der Darstellungen in
»Abb. 6.30 berechnet werden.
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Wir wihlen den Anfangszeitpunkt ¢ = 0 so, dass die Flachennormale n in Richtung der
Flussdichte zeigt, die Flache also mit dem maximalen Fluss verkettet ist (Abb. 6.30a)

~ (5.30)
®(t=0)=d = B A=B.ab. (6.68)

Den Maximalwert bezeichnet man als Amplitude, Scheitelwert oder Spitzenwert. Er
wird durch ein tiber die Variable gesetztes Dach gekennzeichnet. Den zu einem belie-
bigen Zeitpunkt vorliegenden Fluss ®(t) bezeichnet man dagegen als Zeitwert oder
Momentanwert.

Position der Leiterschleife
zum Zeitpunkt t =0

Abbildung 6.30: Festlegung der Bezeichnungen fiir die Flussberechnung

Die Schleife drehe sich wie in Abb. 6.30b dargestellt in Richtung wachsender Winkel ¢.
Bei der angenommenen konstanten Drehgeschwindigkeit steigt der Winkel linear mit
der Zeit an. Wir kénnen also den Zusammenhang

o(t) = ot (6.69)

mit dem Proportionalitdtsfaktor w aufstellen. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 nimmt der Winkel
den Wert Null an (vgl. Abb. 6.30a). Bezeichnet man die Dauer fiir eine vollstandige
Umdrehung, bei der ¢ den Wert 27 annimmt, mit 7, dann gilt

27

w=—". 6.70

T (6.70)
T wird als Schwingungsdauer oder Periodendauer, v als Winkelgeschwindigkeit oder
Kreisfrequenz bezeichnet. Den Kehrwert von T bezeichnet man als Frequenz f

f== =  ow=2xf . (6.71)
Die Frequenz hat die Dimension 1/s. Wegen der besonderen Bedeutung wird eine

eigene Bezeichnung (Hertz = Perioden pro Sekunde) fiir die Dimension der Frequenz
eingefiihrt 1 Hz = 1/s (nach Heinrich Hertz, 1857 — 1894).
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Den mit der Schleife verketteten zeitabhdngigen Fluss erhédlt man mithilfe der Gl. (5.30),

in der fiir die Flichennormale n = €, = €, cos¢ + €, sin ¢ gesetzt werden muss

p

(5.30) .. - - (6.68) . (6.69) .
O(t) = HeXBX-(excos<p+eysin<p)dA:BXAcos<p = ®cosp = Pcoswt. (6.72)
Yo
B

dA
Nach dem Induktionsgesetz (6.15) wird in der Schleife eine Spannung

d 6.72) )
u(t):—acb(t) = o®sinwt =usinwt (6.73)
induziert, die einen sinusférmigen Verlauf besitzt und innerhalb einer Periode zwei-
mal ihr Vorzeichen wechselt. Sie wird daher als Wechselspannung bezeichnet. Die bei-
den zeitabhédngigen Funktionen sind in »Abb. 6.31 fiir eine volle Periodendauer (eine
volle Umdrehung) als Funktion des Winkels ¢(f) = wt dargestellt.

O (t)
u(t)
u
0 A
@
Y
0 /2 T 37/2 27

—» p =owt
Abbildung 6.31: Zeitlicher Verlauf von verkettetem Fluss und induzierter Spannung

Die Nulldurchgénge der einen Funktion treten zeitgleich mit den Extremwerten der
anderen Funktion auf. Dort wo der Fluss am schnellsten abnimmt, d.h. bei seinem
Nulldurchgang bei wt =x/2, ist die von der Flussdnderung induzierte Spannung am
groBten. Man spricht davon, dass die beiden Funktionen unterschiedliche Phasenlagen
haben bzw. gegeneinander phasenverschoben sind. Bei dem hier vorliegenden Beispiel
betrdgt die Phasenverschiebung 7/2. Bezogen auf die Spannung eilt der Fluss um /2
voraus. Dies erkennt man daran, dass zuerst der Fluss bei =0 sein Maximum durch-
lauft. Die Spannung erreicht ihr Maximum erst zu dem spéteren Zeitpunkt t =m/2w.
Mathematisch lasst sich die Phasenverschiebung auch in der folgenden Weise darstellen

u(t) = asin(wt)
. . (6.74)
D(t) =Pcoswt = Psin(wt+x/2) (d.h. um /2 voreilend) .

Wird an die Anschlussklemmen des Generators in Abb. 6.29 ein ohmscher Verbraucher
angeschlossen, dann fliefit ein Wechselstrom durch den Widerstand, der den gleichen
sinusférmigen Verlauf und die gleiche Frequenz wie die Spannung aufweist.
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Die Amplitude der induzierten Spannung (6.73) hdngt von der Winkelgeschwindig-
keit w, von der Flussdichte B und von der Schleifenfliche A ab. Eine einfache Mog-
lichkeit, die induzierte Spannung zu erhéhen, besteht darin, eine Spule mit mehreren,
z.B. N Windungen zu verwenden. Werden alle N Windungen vom gleichen Fluss
durchsetzt, dann ist die induzierte Spannung proportional zu N.

Allgemein bezeichnet man den sich drehenden Teil (die Leiterschleife in Abb. 6.29)
als Rotor bzw. Laufer und den feststehenden Teil (zur Erzeugung der Flussdichte B in
Abb. 6.29) als Stator. Allerdings gibt es auch Anordnungen, bei denen die Leiter-
schleife als Stator und der Magnet zur Induktionserzeugung als Rotor ausgefiihrt ist
(vgl. »Abb. 6.33).

6.6.2 Das Drehstromsystem

Zur effizienten Ubertragung elektrischer Energie werden in den Versorgungsnetzen sehr
hohe Spannungen benétigt (vgl. Kap. 3.7.3). Wegen der einfachen Transformation (vgl.
Kap. 6.7) werden fast ausschlieBlich Wechselspannungen benutzt und zwar in Form
von Mehrphasensystemen. In einem solchen System werden mehrere Spannungen mit
gleicher Frequenz, aber unterschiedlichen Phasenlagen verwendet. Von einem symmet-
rischen Mehrphasensystem spricht man, wenn alle Spannungen gleiche Amplitude
haben und gleiche Phasenverschiebungen gegeneinander aufweisen. Wegen seiner
besonderen Bedeutung werden wir im Folgenden ausschlieflich das Drei-Phasen-Sys-
tem betrachten.

Zur Erzeugung von drei um jeweils 120° bzw. 27/3 gegeneinander phasenverschobe-
nen Spannungen werden ebenfalls drei um jeweils 120° rdumlich versetzt angeordnete
Leiterschleifen (Spulen) relativ zu einem zeitlich konstanten homogenen Magnetfeld
mit der Winkelgeschwindigkeit w gedreht (»>Abb. 6.32).

A
u, u,
0 :i\ 27 0 = ot
—» 27/3
—b 47/3

Abbildung 6.32: Prinzip des Drehstromgenerators und zeitliche Folge der Wechselspannungen

Fiir die in den drei Wicklungen induzierten Spannungen gelten nach Gl. (6.73) die
Beziehungen

w (t)=tsinwt, u(t)=10 sin(wt—z?nj, u(t)=1a sin(wt—%). (6.75)
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Der zeitabhédngige Verlauf ist in Abb. 6.32 dargestellt. Werden die drei Wicklungen mit
ohmschen Widerstinden belastet, dann gelten die Phasenbeziehungen auch fiir die
Stréme.

Die relative Drehbewegung zwischen den drei Wicklungen und dem homogenen Mag-
netfeld wird in der Praxis oft dadurch realisiert, dass sich innerhalb der ortsfesten
Wicklungen ein Magnet, entweder ein Dauermagnet oder ein durch Gleichstrom erreg-
tes Polrad, dreht (Abb. 6.33).

Abbildung 6.33: Erzeugung der drei um 120° phasenverschobenen Wechselspannungen

Lasst man auf der Verbraucherseite die drei im Generator erzeugten phasenverschobe-
nen Stréme durch drei ortsfeste um 120° raumlich versetzte Wicklungen flieBen, dann
entsteht durch die Uberlagerung der drei von den Einzelspulen erzeugten Magnetfel-
der auf der Verbraucherseite ein mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit raumlich
umlaufendes Drehfeld. Das Drei-Phasen-System wird daher als Drehstromsystem, der
Drei-Phasen-Strom als Drehstrom bezeichnet.

So wie der umlaufende Magnet auf der Generatorseite ein zeitlich konstantes Magnet-
feld besitzt, so ist auch die Amplitude des Drehfeldes bei Strémen gleicher Amplitude
auf der Verbraucherseite zeitlich konstant. Zu den besonderen Vorteilen des Dreh-
stromsystems gegeniiber dem Ein-Phasen-System gehéren also einerseits die einfache
Realisierung von Antrieben, andererseits aber auch die Mdéglichkeit einer zeitlich kon-
stanten Leistungsabgabe an den Verbraucher und damit verbunden eine zeitlich kons-
tante Belastung des Generators.”

Bevor wir uns die Schaltungsméglichkeiten fiir die Energieiibertragung an den Verbrau-
cher ndher ansehen, sollen noch einige iiblicherweise verwendete Begriffe eingefiihrt
werden. Die drei spannungserzeugenden Spulen werden als Strang oder Phase bezeich-
net, die an ihnen anliegende Spannung als Strangspannung oder Phasenspannung.
Entsprechend werden die Bezeichnungen Strangstrom bzw. Phasenstrom fiir die Strome
in den einzelnen Spulen verwendet.

7 Der mathematische Nachweis fiir diese Zusammenhédnge wird in Teil 2, Kap. 8 erbracht.
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Im Prinzip kénnen die drei Spannungen separat, d.h. mit drei Doppelleitungen zu den
Verbrauchern iibertragen werden. Durch geeignete Zusammenschaltung der drei Gene-
ratorwicklungen lédsst sich die Anzahl der bené&tigten Leitungen jedoch reduzieren.
Die einzelnen Verbraucher werden dann auf d4hnliche Weise zusammengeschaltet. Bei
der Sternschaltung in »Abb. 6.34 sind die drei Spulen an jeweils einem Anschluss,
dem Sternpunkt, zusammengeschaltet. Die von den AuBenpunkten der Strdnge zu den
Verbrauchern gefiihrten Leiter L1, L2 und L3 heilen AuBenleiter, der gemeinsame
Riickleiter N heiBt Sternpunktleiter oder Neutralleiter. Die in den AuBenleitern flie-
Benden Leiterstrome i, i, und iz sind bei der Sternschaltung identisch zu den Strangs-
tromen. Die gesamte in Abb. 6.34 dargestellte Anordnung bildet ein Drehstrom-Vier-
Leiter-System.
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Abbildung 6.34: Sternschaltung beim Drei-Phasen-System

Ublicherweise werden die Generatorspulen im Schaltbild um 120° versetzt dargestellt,
so dass ihre Zusammenschaltung unmittelbar erkennbar wird. Die positive Zahlrich-
tung der Leiterstrome zeigt vom Generator zum Verbraucher und geméll dem Genera-
torzdhlpfeilsystem zeigen die Strangspannungen dann von den AuBenleitern zum
Sternpunkt.

Werden die drei Strange gleichmé&Big belastet, d.h. die drei Verbraucherwiderstdnde in
Abb. 6.34 sind gleich grof}, dann gilt

I +iy+i5 = f[sin(wt)+sin(wt—2n/3)+sin(wt—4n/3)} =0=1ly. (6.76)

Die Summe der Leiterstrome ist in diesem Fall Null, d.h. der Neutralleiter fithrt keinen
Strom. Er wird also nur bei unsymmetrischer Belastung der drei Ausgidnge benétigt.
Verglichen mit der Ubertragung der gleichen Gesamtleistung im Ein-Phasen-System
oder auch der Ubertragung der drei Teilleistungen mit drei separaten Doppelleitungen
fallt der gesamte Riickleiter weg. Damit lédsst sich nicht nur die Hélfte des Leitungs-
kupfers einsparen, sondern die Leitungsverluste halbieren sich ebenfalls.
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Die in der Abbildung eingetragenen AuBenleiterspannungen (oder kurz Leiterspannun-
gen) u,,, U,; und us, entsprechen jeweils der Differenz zweier in der Phase um 27/3
verschobener Strangspannungen. Eine einfache Rechnung mithilfe von Additions-
theoremen zeigt, dass die Amplituden dieser Spannungen um den Faktor /3 groBer
sind als die Strangspannungen®. Als Beispiel betrachten wir die Spannung u,,. Die
Differenz der beiden Sinusfunktionen

Al . . 2
U, = Uy —Upy = L{sm(wt)—sm[wt—?ﬂﬂ

Al T . T
=u|sin| wt——+— |—-sin| wt————
3 3 3 3

kann mit dem Additionstheorem sin(a + ) — sin(a — 8) = 2cos(a)sin(f) unmittelbar zu-
sammengefasst werden

(6.77)

uy, =20 sin[%J Cos[wt—%j=J§ﬁcos(wt—%}=\/§ﬁsin(wt+%j. (6.78)

Bei der Sternschaltung eines symmetrischen Drei-Phasen-Systems sind die Leiter-
spannungen um den Faktor +/3 gréfer als die Strangspannungen, Leiterstréme
und Strangstrome haben gleiche Amplituden.

Bei vorhandenem Neutralleiter kénnen die Verbraucher sowohl mit den Strangspan-
nungen (zwischen AuBenleiter und Sternpunktleiter) als auch mit den um \/g groBeren
AulBenleiterspannungen gespeist werden.
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Abbildung 6.35: Dreieckschaltung beim Drei-Phasen-System

8 Bei einer Strangspannung von 230 V ergibt sich die AuBenleiterspannung zu /3 - 230 V =~ 400 V.
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Bei der in »Abb. 6.35 gezeigten Ringschaltung bzw. Dreieckschaltung werden die drei
Striange hintereinandergeschaltet. Da die Summe der drei phasenverschobenen Span-
nungen (6.75) zu jedem Zeitpunkt verschwindet, kann sich in der von den Strdngen
gebildeten dreieckigen Masche kein Maschenstrom ausbilden. Bei dieser Zusammen-
schaltung erhélt man ein Drehstrom-Drei-Leiter-System mit drei AuBlenleitern.

Bei der Dreieckschaltung sind Strangspannung und Leiterspannung identisch. Die
Verbraucher werden also mit den Strangspannungen gespeist. Die Leiterstrome i, I,
und i; unterscheiden sich jedoch von den Strangstrémen. Bei symmetrischer Belas-
tung erhélt man mit der Kirchhoff'schen Knotenregel (3.7) jeden Leiterstrom aus der
Differenz zweier um 120° phasenverschobener Strangstrome gleicher Amplitude. In
Analogie zur Gl. (6.78) stellt man fest, dass jetzt die Leiterstrome um den Faktor \/5
groBer sind als die Strangstrome.

Bei der Dreieckschaltung eines symmetrischen Drei-Phasen-Systems sind die
Leiterstrome bei symmetrischer Belastung um den Faktor /3 groBer als die
Strangstrome, Leiterspannungen und Strangspannungen haben gleiche Amplitu-
den.

In den Abbildungen 6.34 und 6.35 sind die spannungserzeugenden Spulen und die
Verbraucher jeweils in der gleichen Weise zusammengeschaltet. Kombinationen von
Stern- und Dreieckschaltungen sind aber ebenso méglich.

6.7 Anwendung der Ruheinduktion

Eine der wichtigsten Anwendungen der Ruheinduktion findet man bei den Transfor-
matoren bzw. den Ubertragern. Die Aufgabe der Transformatoren in der Starkstrom-
technik und in der Leistungselektronik besteht darin, Spannungen zu transformieren
und Leistung zwischen galvanisch getrennten Netzwerken zu ibertragen. Bei den
Anwendungen in nachrichtentechnischen Gerdten spricht man iiblicherweise von
Ubertragern. Sie werden eingesetzt zur Widerstandsanpassung, zur Potentialtrennung
zwischen Eingangs- und Ausgangsklemmen oder auch zur Realisierung von Schaltun-
gen mit vorgegebenen Eigenschaften. Auch wenn die Zielsetzung und die praktische
Ausfithrung von Transformatoren und Ubertragern unterschiedlich sind, so beruhen
beide Bauelemente doch auf dem gleichen Prinzip und kénnen gemeinsam betrachtet
werden.

Ein Ubertrager besteht aus mindestens zwei Wicklungen mit gegebenenfalls unter-
schiedlichen Windungszahlen, die auf einen gemeinsamen Kern aus hochpermeablem
Material gewickelt werden und daher magnetisch eng gekoppelt sind. Der Kern hat
die Aufgabe, den magnetischen Fluss zu fiihren, so dass auBlerhalb des Kerns nur ein
sehr geringes, in vielen Féllen zu vernachldssigendes Streufeld existiert. Durchsetzt
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der von einer Wicklung erzeugte magnetische Fluss vollstdndig die andere Wicklung,
dann spricht man von einem streufreien Ubertrager.

In der Praxis versucht man, die in den Wicklungen und in den Kernmaterialien ent-
stehenden Verluste moglichst gering zu halten. Unter dieser Voraussetzung ist eine
Beschreibung der Ubertrager ohne Beriicksichtigung von Verlusten in vielen Fillen
ausreichend. Der im Folgenden verwendete Begriff verlustloser Ubertrager bedeutet
also, dass alle innerhalb des Bauelementes auftretenden Verluste hinreichend klein
sind, so dass sie bei der Berechnung ebenfalls vernachldssigt werden konnen. In den
Féllen, in denen die Verlustmechanismen jedoch beriicksichtigt werden sollen, kann
das reale Verhalten des Bauelementes vielfach durch einfache Erweiterung des Ersatz-
schaltbildes mit ohmschen Widerstinden hinreichend gut nachgebildet werden (vgl.
»Abb. 6.56).

6.7.1 Der verlustlose Ubertrager

Zur Vereinfachung beschrianken wir uns bei der folgenden Betrachtung auf einen ver-
lustlosen Ubertrager mit lediglich zwei Wicklungen. Auf der Eingangsseite befindet
sich die Primarwicklung mit N; Windungen, auf der Ausgangsseite die Sekundarwick-
lung mit N, Windungen.
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Abbildung 6.36: Ubertrager mit Primar- und Sekundarwicklung

Die Primédrwicklung wird tiber einen ohmschen Widerstand R, an die Spannungs-
quelle uy(f) angeschlossen, die Sekundarwicklung iiber einen ohmschen Widerstand R,
an eine Spannungsquelle us(f). Die Entscheidung, welche der Wicklungen als Primér-
und welche als Sekundédrwicklung anzusehen ist, ist willkirlich. In dem praktisch
sehr oft vorkommenden Fall, bei dem die Energie aus nur einer Quelle entnommen
wird, bezeichnet man die mit der Quelle verbundene Wicklung als Primarwicklung
und die mit dem Verbraucher zusammengeschaltete Wicklung als Sekunddrwicklung.
Die Energietibertragung erfolgt dann von der Primérseite zur Sekundérseite.

Ausgehend von dem Generatorzdhlpfeilsystem an der Spannungsquelle uy(t) ist die
Zahlrichtung fiir den Strom i,(f) entsprechend der in der »Abb. 6.36 eingetragenen
Pfeilrichtung zu wihlen. Aufgrund der Zuordnung von Stromrichtung und Flussrich-
tung im Sinne einer Rechtsschraube kann die Richtung des von dem Strom i,(f) in
dem Kern hervorgerufenen Flusses ®,(t) direkt angegeben werden. In Kap. 5.13 haben
wir diesen Fluss durch die Querschnittsfliche mit einem Index A gekennzeichnet. Da
hier wegen der im Folgenden verwendeten Doppelindizes bei den verketteten Fliissen
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keine Verwechslung mdglich ist, verzichten wir auf diesen Index. Analog erhélt man
die Richtung des Stromes i,(t) auf der Sekundérseite mit dem zugehorigen Fluss ®@,(t).
Zur besseren Ubersicht wird in den folgenden Formeln die fiir alle Spannungen,
Strome und Fliisse geltende Zeitabhédngigkeit nicht mehr hingeschrieben.

Fir dieses magnetisch gekoppelte Netzwerk kénnen die fiir den Eingangs- bzw. Aus-

gangskreis geltenden Maschengleichungen unter Einbeziehung der in Abb. 6.36 defi-

nierten Spannungen u, und u, unmittelbar aufgestellt werden
o = Fydy + (6.79)
u; = Ry I, + u,.

Im néchsten Schritt miissen die Spannungen u, und u, durch die Stréme ausgedriickt

werden, so dass das resultierende, aus zwei Gleichungen bestehende Gleichungs-

system nach den verbleibenden Unbekannten i; und i, aufgeldst werden kann.

Nun stehen wir wieder vor der Frage, in welche Richtung wir den von einer Strom-
schleife hervorgerufenen Fluss durch die andere Schleife zdhlen wollen. Liegt hier die
Situation nach Abb. 6.18 mit den zugehorigen Gleichungen (6.36) oder aber die Situa-
tion nach Abb. 6.19 mit den zugehdrigen Gleichungen (6.37) vor?

Betrachten wir zundchst einmal den in den beiden genannten Gleichungssystemen
auftretenden Fluss ®,,. Dieser entspricht dem mit der Leiterschleife 1 verketteten
Flussanteil (»Abb. 6.37), der ausschlieBlich von dem Strom i, hervorgerufen wird. Er
ist immer rechtshdndig mit dem verursachenden Strom verkntipft, hat also die gleiche
Richtung wie ®,. Da alle N; Windungen von dem Fluss ®, durchsetzt werden, gilt
®,, = N,®, = L,1;. Analog gilt fiir die Sekundérseite ®,, = N,®, = L,,i,. Die Entschei-
dung fiir das zu verwendende Gleichungssystem (6.36) bzw. (6.37) héngt jetzt von der
Wahl der Bezugsrichtungen fiir die Fliisse ®,, und @, ab.

Es mag bei der Betrachtung der Abbildungen 6.36 und 6.37 der Eindruck entstehen,
dass der die Schleife 2 durchsetzende Fluss ®,,, der ja von dem Strom i, hervorgerufen
wird, auch nur in Richtung von ®; und damit entgegengesetzt zu ®, gezdhlt werden
kann. Die Abb. 6.36 ldsst diese Wahl zwar verniinftig erscheinen und wir werden es
anschlieBend auch in dieser Weise vereinbaren, es muss aber trotzdem darauf hin-
gewiesen werden, dass es keinen zwingenden Grund gibt, die Wahl der Bezugsrich-
tungen fiir die Fliisse ®,, und ®,, so oder anders festzulegen. Es bleibt an dieser Stelle
Willkiir, auch wenn aufgrund von Plausibilitédtsiiberlegungen die eine oder die andere
Moglichkeit als sinnvoller erscheint. Bei komplizierteren Kerngeometrien und Wickel-
anordnungen ist diese Zuordnung im Gegensatz zu dem hier betrachteten Beispiel
ohnehin nicht mehr so leicht zu erkennen.

Wir wdhlen jetzt die Zahlrichtung fiir ®,, entgegengesetzt zur Zahlrichtung von ®,,
und dann konsequenterweise auch die Zahlrichtung von ®,, entgegengesetzt zu ®@,;.
Mit dieser Wahl sind jetzt aber alle weiteren Schritte eindeutig festgelegt:

B Zur Berechnung der Gegeninduktivitdt M miissen die festliegenden Zahlrichtungen
von ®,, und i, oder im umgekehrten Fall von ®,, und i, beriicksichtigt werden.
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B Da die Schleifen von den entgegen gerichteten Fliissen @, und ®,, bzw. ®,, und ®,,
durchsetzt werden (die Festlegung entspricht der Situation in Abb. 6.19), miissen
die Vorzeichen fiir die induzierten Spannungen infolge der Gegeninduktivitdt wie
im Gleichungssystem (6.37) gewéhlt werden.

Die Abb. 6.37 zeigt noch einmal die gewidhlten Bezugsrichtungen fiir die einzelnen
Teilfliisse.

Abbildung 6.37: Zur Wahl der Zahlrichtungen

Fiir das Gleichungssystem (6.79) erhalten wir damit die erweiterte Form

di di.
u, =R i, +u, =R i, +L,,— - M—2
o =fhn iy =Ln 4Ly at
di di
u, =R,i, +u, =R, i,-M—L + L,,—=2 .
3=y +uy = Ryl i 2273

(6.80)

Nachdem die Gleichungen fiir die allgemeine Anordnung der Abb. 6.36 angegeben
sind, werden wir uns bei den folgenden Betrachtungen auf den vereinfachten Fall
beschrédnken, bei dem auf der Ausgangsseite lediglich ein Verbraucher (Lastwiderstand
R, in Abb. »6.38), aber keine Spannungsquelle mehr vorhanden ist (u; = 0). Es ist zu
beachten, dass mit den eingefithrten Bezeichnungen aus der Gl. (6.79) bzw. aus dem
Maschenumlauf auf der Sekundérseite in Abb. 6.38 der Zusammenhang u, = — R,i, gilt.
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Abbildung 6.38: Ubertrager mit Primar- und Sekundérwicklung

Mit der beibehaltenen Zahlrichtung fiir den Strom i, gelten fiir die Anordnung in Abb.
6.38 die Gleichungen

, di di
u =R i +L11d_t1_ d_:
6.81
0 —ryiy -y 1, 0 o
213 T 2275y
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Beispiel 6.5: Induktivititen eines Ubertragers

Fiir die Anordnung in »Abb. 6.39 sollen die Induktivitdtswerte L,;, L,, und M
bestimmt werden.

Abbildung 6.39: Ubertrager mit Primar- und Sekund&rwicklung

Losung:

Im ersten Schritt werden die beiden Fliisse im Kern ®, und ®, bestimmt. Mit der
mittleren Weglidnge der magnetischen Feldlinien in den Schenkeln / und dem
Kernquerschnitt A erhalten wir den magnetischen Widerstand aus Gl. (5.51). Die
Durchflutung infolge der Priméarwicklung (bei der Zahlrichtung von ®; werden
die Strome in die Zeichenebene hinein benétigt) betragt N,i;. Mit Gl. (5.54) folgt
schlieBlich der Fluss

(S} A

o, =L =N, i 22 6.82
1 Bm 141 l ( )

und daraus die Selbstinduktivitit

Ly =2 Ny sA (6.83)

I I l
Auf der Sekundairseite erhalten wir das entsprechende Ergebnis (hier werden
infolge der Zahlrichtung von ®, die Strdme aus der Zeichenebene heraus benétigt)

Ly =22 Ne®p_pyopd (6.84)

I, I, l

Fiir die Berechnung der Gegeninduktivitdt gibt es die beiden in der folgenden
Gleichung angegebenen Moglichkeiten, die aber zum gleichen Ergebnis fithren

Lo _No®1 _ N, A b, = B2 NP
I I l I, I,

=N1N2#. (6.85)

M =
Da wir die Koppelfliisse so gezihlt haben, dass sie einen positiven Wert anneh-
men, ndmlich ®,, in die gleiche Richtung wie ®; und ®,, in die gleiche Richtung
wie @,, nimmt auch die Gegeninduktivitdt M einen positiven Wert an.

J
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Die Analyse magnetisch gekoppelter Netzwerke wird wesentlich erleichtert, wenn die
reale Anordnung mithilfe der zugehorigen Gleichungen in ein Ersatzschaltbild (ESB)
iibertragen wird, das zwar das gleiche elektrische Verhalten wie die Originalschaltung
aufweist, in dem aber die Kopplungen zwischen den verschiedenen Wicklungen auf
einfache Weise enthalten und daher leichter zu erkennen sind. Zu diesem Zweck
modifizieren wir zunédchst die Gleichungen (6.81), indem wir zur oberen Gleichung
0 = Mdi,/dt — Mdi,/dt und zur unteren Gleichung 0 = Mdi,/dt — Mdi,/dt addieren. Das
Gleichungssystem nimmt dann die neue Form

; dli - i
U = B, i, +(L11_M)ﬂ_MM
dt dt
d(i,-1,) (6.86)
0 =Ryiy ~-M———2L+(L,,-M)—2
dt
an, die aber unmittelbar in das dquivalente Ersatzschaltbild der »Abb. 6.40b tibertra-
gen werden kann. Das Gleichungssystem beschreibt zwei Maschen mit den Stromen 1,
bzw. i, und einem gemeinsamen Zweig mit der Gegeninduktivitdt M, in dem die Diffe-
renz der beiden Strome flieBt. Bildet man zur Kontrolle die beiden Maschenumléufe

in dem Netzwerk 6.40b, dann ergeben sich wieder die Gleichungen (6.86).

Wird die infolge der Gegeninduktivitdt M induzierte Spannung in die Masche einge-
fiigt, dann bleibt die Kirchhoff'sche Maschenregel weiterhin anwendbar.

A
R4, I
«— ,
L, L, L ¢ u, RZI |TH212
«—
A L

R L,—M L,—M ;
- Y Y Y\ o Y Y YN\ OB
> = = >
d(,—1
Uy Ui M ((1:11‘ Z) U, R, R, i,

Abbildung 6.40: a) Ausgangsanordnung und b) Ersatzschaltbild mit induzierter Spannung
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Die formelmédBige Beschreibung dieser Spannung als das Produkt aus der Gegen-
induktivitdit M und der zeitlichen Ableitung des in dem Zweig flieBenden Stromes
erlaubt es, in das Ersatzschaltbild direkt den Wert M einzutragen (»Abb. 6.41). Diese
Vorgehensweise ist vergleichbar dem Einfiigen der Spannung u; in Abb. 6.14. Das Ver-
halten des Ubertragers in Abb. 6.40a kann also durch das so genannte T-Ersatzschalt-
bild entsprechend den Abbildungen 6.40b bzw. 6.41 beschrieben werden. In beiden
Fédllen gelten die Gleichungen (6.81). Man beachte jedoch die jeweilige Orientierung
des Ausgangsstromes i, in den beiden Bildern im Vergleich zur Ausgangsanordnung
in Abb. 6.40a. (Die Bedeutung der hier bereits eingetragenen Punkte an den Anschliis-
sen des Ubertragers wird im nichsten Abschnitt erldutert.)

1% ®-

Abbildung 6.41: Ersatzschaltbild fiir die Anordnung in Abb. 6.40a

Das Ersatzschaltbild zeigt zwar das gleiche elektrische Verhalten beziiglich seiner
Anschlussklemmen wie die reale Ausgangsanordnung, d.h. die beschreibenden
Gleichungen sind identisch, dadurch wird aber nicht automatisch gewéhrleistet,
dass die einzelnen Komponenten L, — M, L,, — M und M auch einzeln realisier-
bar sind. Ein Nachbau dieser Induktivitdten ist z.B. dann nicht moéglich, wenn
sich rein rechnerisch negative Zahlenwerte fiir einzelne Komponenten ergeben.

6.7.2 Die Punktkonvention

Zur Ableitung des Ersatzschaltbildes im vorangegangenen Kapitel wurde von einer
dreidimensionalen Darstellung des Ubertragers ausgegangen, in der der Wickelsinn
der beiden Wicklungen erkennbar war. Diese etwas mithsame Vorgehensweise wird in
der Praxis dadurch vereinfacht, dass die einzelnen Wicklungen mit Punkten markiert
werden, die die Kopplungen zwischen den Wicklungen eindeutig definieren. Bevor
wir die Festlegung der Punkte diskutieren, soll zum leichteren Einstieg zundchst noch
ein Beispiel betrachtet werden.
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Beispiel 6.6: Zeitlicher Verlauf der Strome und

Spannungen am Ubertrager

An den Eingang des Ubertragers in »Abb. 6.42 wird die Spannung u, = u, =
i cos(wt) angelegt. Wir wollen die Frage beantworten, wie die zeitlichen Verldufe
der Ausgangsspannung und der beiden Strome in Abhédngigkeit des Windungs-
zahlenverhiltnisses N;/N, aussehen.

i (—> (I)l (I)Z
1 e
( i ) ﬁcos(wt)l gl Ly Ly,
N,

Abbildung 6.42: Betrachtete Anordnung

Losung:

Ausgangspunkt sind die Gleichungen (6.81) mit R; = 0. Die Losung dieses Glei-
chungssystems lédsst sich auf einfache Weise mithilfe der komplexen Wechsel-
stromrechnung bestimmen. Da diese Methode erst in Teil 2, Kap. 8 behandelt
wird, soll hier die Losung direkt angegeben werden. Driickt man noch die Ver-
héltnisse der Induktivitidten entsprechend den Ergebnissen aus Beispiel 6.5
durch das Verhiltnis N;/N, aus, dann gilt fiir die zeitabhédngigen Strom- und
Spannungsverldufe

2

i = 1 tsin(wt) + 5 tcos(wt) = ﬁsin(wt‘)+&iZ
0Ly 1R, @ Lyq Ny
i, =M Gcostwn) = N2y, (6.87)
11 1Ry
u, =—R,i,(t) = —ﬁﬁcos(a)t) =—&u1 .
1 Ny

Die Richtigkeit kann durch Einsetzen in die beiden Gleichungen (6.81) tiberpriift
werden. Diese Zeitverldufe sind in »Abb. 6.43 fiir die Zahlenverhéltnisse
N, = 2N, und wL,; = 10R, dargestellt.

Wihrend der Strom i, und damit auch die Spannung an R, die gleiche Phasen-
lage wie die Quellenspannung aufweisen, befindet sich die Spannung u, = —R,i,
genau in Gegenphase. BetragsmiBig ist das Verhéltnis der Spannungen auf der
Ausgangsseite zur Spannung auf der Eingangsseite gleich zum Verhéltnis der ent-
sprechenden Windungszahlen.
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—p» ot
Abbildung 6.43: Verlauf der Spannungen und der mit R, multiplizierten Strome

Der Strom auf der Primérseite setzt sich gemdlB Gl. (6.87) aus zwei Anteilen
zusammen, die im unteren Teil der Abb. 6.43 gestrichelt dargestellt sind. Der erste
Anteil ist unabhéngig von dem Ausgangswiderstand R, und weist gegeniiber der
Quellenspannung eine Phasenverschiebung von /2 bzw. 90° auf. Dieser Strom
flieBt auch bei sekundérseitigem Leerlauf R, — « und kann aus der Gl. (6.28)
berechnet werden, da sich der Ubertrager in diesem Fall wie eine Spule mit der
Induktivitdt der Primdrwicklung verhélt. Der zweite Anteil des Primérstromes ist
proportional zum Ausgangsstrom und héngt damit von der Ausgangsbeschaltung
ab. Das Verhiltnis des Ausgangsstromes zu diesem Teil des Primérstromes ist
gleich dem umgekehrten Verhéltnis der entsprechenden Windungszahlen.

- J

Kehren wir nun zuriick zur Festlegung der Punkte an den Ubertrageranschliissen.
Ublicherweise werden die Punkte so gewihlt, dass an allen Primir- und Sekundair-
seiten die Potentialdifferenzen zwischen dem jeweiligen Anschluss mit Punkt und
dem zugehorigen Anschluss ohne Punkt gleichzeitig positiv oder gleichzeitig negativ
sind. Wir konnen die Vorgehensweise ausgehend von den Ergebnissen im letzten Bei-
spiel schrittweise betrachten:

1. Festlegung der Punkte beim Ubergang von einer realen Anordnung zum ESB

B Auf der Primirseite ist die Wahl zunichst noch willkiirlich. Ublicherweise wird
derjenige Anschluss mit einem Punkt markiert, in den der Strom i; hineinfliefit.
Der zugehorige Zahlpfeil fiir die Spannung u, zeigt von dem Punkt weg, d.h. der
Ubertrager wird als Verbraucher fiir die von der Quelle gelieferte Leistung angesehen.

B Die Spannung auf der Ausgangsseite, die zur gleichen Zeit wie u, positiv ist, muss
dann ebenfalls vom Punkt wegzeigen. Das trifft in Abb. 6.42 auf die Spannung R,i,
am Ausgangswiderstand zu. Damit ist der untere Anschluss auf der Ausgangsseite
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mit einem Punkt zu versehen. Derjenige Anschluss auf der Ausgangsseite, aus dem
der Sekundérstrom herausfliefit, hat ein héheres Potential gegeniiber dem anderen
Anschluss auf der Ausgangsseite.

B Damit stellt sich allgemein die Frage, wie sich die Polaritdt der Ausgangsspannung
an der dreidimensionalen Darstellung des Ubertragers erkennen ldsst. An dieser
Stelle werden die Fliisse @, und @, bendtigt. Der Strom i, ruft den in Abb. 6.42
eingetragenen, rechtshindig mit i; verketteten Fluss ®; hervor. Nach der Lenz'schen
Regel muss der induzierte Strom i, einen Fluss ®, hervorrufen, der entgegengesetzt
zu @, gerichtet ist. Wegen der rechtshdndigen Verkniipfung von i, und ®, ist die
Richtung von i, und damit auch von der ausgangsseitigen Spannung bekannt.

2. Konsequenzen fiir die Aufstellung des Gleichungssystems

Werden die Koppelfliisse durch die jeweils andere Schleife so gezihlt, wie sie auch
tatsdchlich gerichtet sind, dann ergeben sich positive Werte fiir die Gegeninduktivita-
ten (vgl. Beispiel 6.5). Damit bleibt lediglich noch die Frage zu beantworten, welches
der beiden Gleichungssysteme (6.36) bzw. (6.37) anzuwenden ist. Bei dem Beispiel 6.6
flieBt der Primérstrom zum Punkt hin, der Sekundérstrom vom Punkt weg und wegen
der entgegen gerichteten Teilfliisse durch jede Schleife musste das Gleichungssystem
(6.37) verwendet werden. Dieser Sachverhalt ldsst sich verallgemeinern:

FlieBen an den mit den Punkten markierten Anschlussklemmen beide Strome zu
den Punkten hin (zum Ubertrager hin) oder von den Punkten weg (vom Ubertrager
weg), dann sind die infolge der Gegeninduktivititen M induzierten Spannungen
mit gleichem Vorzeichen wie die an den Hauptinduktivitdten L; mit i = 1,2 abfal-
lenden Spannungen in das Gleichungssystem einzusetzen.

Im anderen Fall, bei dem der eine Strom zum Punkt hin flieBt, der andere Strom
aber vom Punkt weg, sind die Ausdriicke mit M bzw. L; mit unterschiedlichen
Vorzeichen einzusetzen.

Die reale Ausgangsanordnung in Abb. 6.40a kann jetzt mithilfe der Punktkonvention
wie in »Abb. 6.44 schematisiert dargestellt werden. Fiir den Fall, dass mehrere Wick-
lungen vorhanden sind, werden die bestehenden Kopplungen zwischen jeweils zwei
Wicklungen iiblicherweise durch einen Doppelpfeil gekennzeichnet.

M

Ry i, A I,

u, Hz

Abbildung 6.44: Kopplungsersatzschaltbild
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In diesem Teilbild sind alle Informationen enthalten. Die Spannungen besitzen an den
mit Punkten markierten Anschliissen jeweils gleiche Polaritdt. Auch im Falle mehre-
rer Wicklungen sind die bestehenden Kopplungen durch entsprechende Kopplungs-
pfeile markiert. Mit den eingetragenen Stromrichtungen ist das Gleichungssystem
(6.37) bzw. (6.81) zu verwenden.

Beispiel 6.7: Reihenschaltung zweier induktiv

gekoppelter Spulen

Als Beispiel soll die Reihenschaltung zweier induktiv gekoppelter Spulen mit
den Windungen N; bzw. N, gemdB »Abb. 6.45 betrachtet werden. Diese Anord-
nung besteht im Grunde genommen aus einem geschlossenen Kern mit nur einer
Wicklung der Gesamtwindungszahl N, = N; + N, von der lediglich N, Windun-
gen auf die rechte Kernseite verschoben sind.

Abbildung 6.45: Reihenschaltung gekoppelter Spulen

Losung:

Nachdem die beiden Teilwicklungen den gleichen Wickelsinn aufweisen wie die
Anordnung in Abb. 6.40 und da die gleichen Bezeichnungen fiir die Str6me und
Spannungen an den Ubertrageranschliissen verwendet wurden, gelten wiederum
die Beziehungen (6.81)

di di
= by~ Mgy
6.88
o di g di (6.6%
2 dt - 2 ar

Das gesamte Netzwerk besteht nur aus einer einzigen Masche mit einem Strom i,
so dass fiir die beiden Stréme am Ubertrager die Gleichungen i, = i und i, = —i gel-
ten. Das entsprechende Kopplungs-Ersatzschaltbild ist in »Abb. 6.46a dargestellt.
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M
R, L, ‘L, R, L,+2M+L,,
2228
u, R,
a8 [ b ]
Abbildung 6.46: Ersatzschaltbilder
Aus dem Maschenumlauf erhalten wir folgende Beziehung
di di di di
uy=Ri+uy—-u,+Ryi=Ri+L,—*-M—2+M—2-1,,—2+R,i
o =1y | —Up + iy 11+ Loy at at q z2g Hi

di di di di (6.89)
i i i i
=Rji+L,—+2M—+L,,—+R,i=Rji+ +2M + Ly, )—+R, 1.

11+ Ly T FTR =TI 11+ (L Zz)dt 2

Aus dieser Gleichung ist zu erkennen, dass sich der Ubertrager in Abb. 6.45 wie
eine Induktivitit mit dem Gesamtwert Ly, = Ly1 + 2M + Ly, verhdlt, so dass das
resultierende Ersatzschaltbild die einfache Form in Abb. 6.46b annimmt. Dieses
Ergebnis ladsst sich leicht tiberpriifen. Betrachten wir zundchst den Grenzfall ohne
Kopplung, d.h. beide Spulen sind unabhéngig voneinander und es gilt M= 0.
Dann erhilt man in Ubereinstimmung mit GL. (6.29) das Ergebnis Lges = Lyq + Lyy.

In dem anderen Grenzfall, d.h. bei perfekter Kopplung (k = 1), gilt mit Gl. (6.48)
M =Ly, Ly, . (6.90)

Da beide Spulen auf den gleichen Kern gewickelt sind, gilt der magnetische Leit-
wert des Kerns fiir beide Spulen. Mit Gl. (5.75) folgt dann der Zusammenhang

Ly =N12AL’ Ly, =N22AL’ M = /Ly;Ly; = N,N,A; -

Lges :(N1+NZ)2AL :NgeszAL : (6.91]

Bei perfekter Kopplung ist es also gleichgiiltig, ob man die Induktivitdt aus der
Gesamtwindungszahl mit Gl. (5.75) direkt berechnet oder ob man zwei Teilwick-
lungen als Einzelinduktivitdaten betrachtet und deren gegenseitige Kopplung be-
riicksichtigt.

Bei nicht perfekter Kopplung (k% # 1) ist die Zusammenfassung der Selbst- und
Gegeninduktivitdten mithilfe der binomischen Formel zu einer Gesamtinduktivi-
tdt nicht mehr moglich. Es darf also nicht mehr mit NgesZ gerechnet werden, da

nicht alle Windungen den gleichen Fluss umschliefen.

- J
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6.7.3 Der verlustlose streufreie Ubertrager

Wir betrachten jetzt ausgehend von der Anordnung in Abb. 6.36 den Sonderfall eines
streufreien Ubertragers. Unter streufrei ist zu verstehen, dass der gesamte von einer
Wicklung erzeugte Fluss auch die andere Wicklung durchsetzt, d.h. der in Gl. (6.48)
definierte Koppelfaktor nimmt den Wert |k| =1 an.

Bei dem Ubertrager in Abb. 6.36 sind auf der Primirseite N; Windungen mit dem
Gesamtfluss verkettet. Mit der eingangsseitig anliegenden Spannung u;, und bei zu
vernachldssigendem Schleifenwiderstand R = 0 gilt entsprechend Gl. (6.25) die Bezie-

hung
d d

=Py = NlE(d)l -®,). (6.92)

Mit der entsprechenden Gleichung auf der Sekundarseite ldsst sich der Zusammen-
hang

d (6.92) N,
Uy =Ny — (P, - @) = —uy—2 6.93
2 2 dt( 2= D) N, (6.93)

zwischen den beiden Spannungen aufstellen. Infolge der magnetisch engen Kopplung
wird eine an die Eingangsseite angelegte, zeitlich verdnderliche Spannung (Primar-
spannung) in eine Spannung an der Ausgangsseite (Sekundarspannung) gemal dem
Verhiltnis der Windungszahlen
Yo_sg omit a= (6.94)
Uy N,
transformiert. Das mit dem Buchstaben ii bezeichnete Verhéltnis der beiden Spannun-
gen nennt man Ubersetzungsverhiltnis. Das Minuszeichen gilt entsprechend der bis-
herigen Ableitung, d.h. fiir den Wickelsinn und die Festlegung der Spannungen gemaf
Abb. 6.36.

Bei einem verlustlosen streufreien Ubertrager stehen die Betridge der Spannungen
im gleichen Verhiltnis wie die Windungszahlen.

Im allgemeinen Fall, d.h. beim Ubertrager mit Streuung weicht das Ubersetzungsver-
héltnis je nach Kopplung von dem Ausdruck (6.94) ab.
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6.7.4 Der ideale Ubertrager

Der ideale Ubertrager stellt nochmals einen Sonderfall des verlustlosen streufreien
Ubertragers dar. Unter gewissen Voraussetzungen gelangt man zu einer der Gl. (6.94)
entsprechenden Beziehung fiir die Strome. Mit der Maschengleichung (5.54) erhalt
man fiir den magnetischen Kreis der Anordnung 6.36 den Zusammenhang

) . (5.54) (651) |
©=N,i;-N,i, = R,®=R,(®,-®,) = M—A(cpl—qnz). (6.95)

In dieser Gleichung bezeichnet R,, den gesamten magnetischen Widerstand der
Anordnung, also die Reihenschaltung (Addition) der magnetischen Widerstdnde der
einzelnen Schenkel. Fiir einen vernachléssigbar kleinen Wert R, — 0, d.h. fiir u, — o,
verschwindet die rechte Seite der Gleichung (6.95) und damit auch die Durchflutung.
Es verbleibt die Beziehung N,i, — N,i, = 0, aus der sich das Verhiltnis der Str6me

i N, 1

=t—Z=t— 6.96
i, N, i (6.96)

ergibt. Das Pluszeichen gilt entsprechend der bisherigen Ableitung.

An dieser Stelle sei noch einmal an das Beispiel 6.6 erinnert. Aus u, — o folgt ndm-
lich mit GI. (6.83) L;; — o« und damit entspricht die erste Zeile in Gl. (6.87) der soeben
abgeleiteten Beziehung (6.96).

Die Forderung R,, =0 ist in der Praxis nur ndherungsweise realisierbar, so dass die
Gl. (6.96) auch nur als eine Ndaherungslésung anzusehen ist, die aber in vielen Féllen
ausreichend genaue Ergebnisse liefert. Fasst man die beiden Gleichungen (6.94) und
(6.96) zusammen, dann beschreiben sie offenbar den Fall, dass die gesamte dem Ein-
gang des Ubertragers zugefiihrte Leistung unmittelbar an den Ausgang weitergeleitet
wird, d.h. es wird keine Energie gespeichert

(2.49) i ABD6.38  (2.49)
P = wi =(-iny)2=-ul, = BRI’ = B. (6.97)
it

An dieser Stelle fithren wir den Index p fiir die GroBen auf der Primérseite und den
Index s fiir die GroBen auf der Sekundarseite ein. Als Spannung u, bezeichnen wir die
an dem Lastwiderstand abfallende Spannung u, = R,i, (Verbraucherzdhlpfeilsystem),
die nach Abb. 6.38 dem negativen Wert der Spannung u, entspricht. Mit den Korres-
pondenzen

iy =1, u=u, N;=N, Iy=1,, —u,=Ryi,=u, N,=N, (6.98)

gilt dann folgende Aussage:
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Beim idealen Ubertrager stehen die Betrige der Spannungen im gleichen, die
Betrdge der Strome dagegen im umgekehrten Verhéltnis wie die Windungszahlen.
Die gesamte dem idealen Ubertrager am Eingang zugefiihrte Leistung ist zu jedem
Zeitpunkt gleich der am Ausgang abgegebenen Leistung

u, i N . .
L5 —4yy, qi=—L2, u i =ugi, . (6.99)

Wegen der besonderen Bedeutung des idealen Ubertragers wird fiir dieses Bauelement
ein eigenes Symbol eingefiihrt, in dem die beiden Striche zwischen den gekoppelten
Wicklungen als Hinweis auf einen Kern mit zu vernachldssigendem magnetischem
Widerstand zu verstehen sind (»Abb. 6.47). Die zugehorigen Gleichungen sind in
(6.99) angegeben. Die beiden Fille mit den jeweils geltenden Vorzeichen beim Uber-
setzungsverhiltnis sind in der Abbildung dargestellt und zwar sowohl als Kern mit
erkennbarem Wickelsinn als auch als vereinfachtes Symbol.

y . .
n I
Ip I oo TRt
e—p0
o, 0
u, — N, N,— u, |:(> u, u,
-— — :
o—— A —o
o o
il =up/ug
. 1'[) 77777777777777777777 is
. I 0—»: —pp»—O0
o-ﬁ)—/ -0
O -~ —
u, N Ne. > ‘US = U u;
— [ ]
o——
o e o
u——up/us

Abbildung 6.47: Schaltsymbol fiir den idealen Ubertrager

Es ist zu beachten, dass der Strom i, =i, im oberen Teilbild der Abb. 6.47 die gleiche
Flussrichtung im Kern hervorruft wie der Strom i, in Abb. 6.38. Daher gilt das positive
Vorzeichen bei i in Gl. (6.99) sowohl fiir das Verhiltnis der Stréme iy/1, = I,/i; = +1i
nach GI. (6.96) als auch fiir das Verhéltnis der Spannungen u,/ug=uy/(—uy) =+ nach
Gl. (6.94).
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6.7.5 Die Widerstandstransformation

In Kap. 3.7.2 haben wir gesehen, dass die von einer Gleichspannungsquelle abgege-
bene Leistung bei Widerstandsanpassung einen maximalen Wert annimmt. Auch bei
Wechselspannungen ist in vielen Féllen eine entsprechende Anpassung eines beliebi-
gen Lastwiderstandes an den Innenwiderstand einer Quelle erforderlich. Fiir diese
Aufgabe kann ein Ubertrager verwendet werden.

Berechnen wir z.B. den Eingangswiderstand Ry aus dem Verhéltnis von Eingangsspan-
nung u, zu Eingangsstrom 1, fiir einen idealen Ubertrager mit Ausgangswiderstand R,,
dann erhalten wir mit den Beziehungen (6.99) das Ergebnis

RE ='—p = {iu —=ﬁZRZ . (6.100]

Offenbar wird ein an den Ausgang des Ubertragers angeschlossener Widerstand mit
dem Quadrat des Ubersetzungsverhiltnisses an die Eingangsklemmen transformiert.
Ersetzen wir also den als ideal angenommenen Ubertrager mit Lastwiderstand R, auf
der linken Seite der »Abb. 6.48 durch die Ersatzanordnung auf der rechten Seite,
dann ist die Belastung fiir die Quelle in beiden Fallen véllig identisch.

ii

Abbildung 6.48: Zur Widerstandstransformation

Der Ubertrager bietet die Moglichkeit der Anpassung von Lastwiderstdnden an
die Innenwiderstinde von Quellen. Der zwischen den Eingangsklemmen des
Ubertragers gemessene Widerstand entspricht dem mit dem Quadrat des Uberset-
zungsverhéltnisses multiplizierten Ausgangswiderstand.

6.7.6 Ersatzschaltbilder fiir den verlustlosen Ubertrager

In diesem Abschnitt wollen wir einige Ersatzschaltbilder ableiten, mit denen das
elektrische Verhalten eines Ubertragers auf einfache Weise dargestellt werden kann.
Zunichst sei noch einmal die Ausgangsanordnung des verlustlosen Ubertragers nach
Abb. 6.40 mit dem T-Ersatzschaltbild nach Abb. 6.41 und den zugehérigen Gleichungen
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zusammengestellt, wobei jedoch die in der Gl. (6.98) eingefiihrten Bezeichnungen ver-
wendet werden sollen:

Abbildung 6.49: Ausgangsanordnung und T-Ersatzschaltbild

di ] di .
uO:lePqu—p—M% up:uO—Hijp:Lll_p_M%
dt dt dt dt
) ) bzw. . ) . (6.101)
0 :HZiS—Mdi+LZZ% us:RZjS:Mdﬁ_LZZ%
dt dt dt dt

Wir haben bereits gezeigt, dass beide Darstellungen der »Abb. 6.49, sowohl die reale
Anordnung als auch das ESB, durch die Gln. (6.101) beschrieben werden. In dem
T-Ersatzschaltbild besteht jedoch eine leitende Verbindung zwischen dem Eingangs-
kreis und dem Ausgangskreis, die bei der Ausgangsanordnung nicht vorhanden ist.
Um diese so genannte galvanische Trennung zwischen der Spannungsquelle im
Eingangskreis und dem Widerstand im Ausgangskreis auch in dem ESB zum Aus-
druck zu bringen, muss dieses, so wie in »Abb. 6.50 dargestellt, modifiziert, d.h. um
einen idealen Ubertrager mit dem Ubersetzungsverhaltnis ii = 1 erweitert werden.

Abbildung 6.50: Ersatzschaltbild mit galvanischer Trennung
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Da die Spannungen und Strome auf der Eingangs- und Ausgangsseite des idealen
Ubertragers wegen ii = 1 identisch sind, hat er keinen Einfluss auf das Verhalten des
Netzwerks und die Gleichungen (6.101) behalten weiterhin ihre Giiltigkeit.

Wir wollen jetzt die Frage untersuchen, welche Konsequenzen sich fiir das Ersatznetz-
werk des Ubertragers in Abb. 6.50 ergeben, wenn wir fiir ii nicht den Wert 1, sondern
das wirkliche Windungszahlenverhéltnis N,/N; oder auch irgendeinen anderen belie-
bigen Wert einsetzen. Die Strdme und Spannungen an den Anschlussklemmen des
Ubertragers sollen sich dabei aber nicht dndern.

Abbildung 6.51: Ersatzschaltbild mit beliebigem Ubersetzungsverhiltnis

Zundchst stellen wir fest, dass mit den Beziehungen (6.99) auf der Primérseite des ide-
alen Ubertragers in »Abb. 6.51 die Spannung iiu, und der Strom iy/ii vorliegen. Damit
dieses Ersatznetzwerk noch immer die urspriingliche Anordnung aus Abb. 6.49 be-
schreibt, miissen die Gleichungen (6.101) auch weiterhin ihre Giiltigkeit behalten.
Wegen der mit ii gednderten Spannungen und Strome zwischen dem T-Ersatzschalt-
bild und dem idealen Ubertrager miissen sich auch die Werte an den drei induktiven
Komponenten dndern. Wir haben diese daher zundchst neu bezeichnet und zwar als
Ly, (priméarseitige Streuinduktivitdt), L, (sekundarseitige Streuinduktivitdt) und L,
(Hauptinduktivitat). Die Aufgabe besteht jetzt darin, einen Zusammenhang herzustel-
len zwischen diesen drei neuen Netzwerkelementen und den bekannten Werten L,,,
M, L,, und ii und zwar so, dass die Gleichungen (6.101) auch weiterhin gelten.

Fiir das Ersatzschaltbild 6.51 gelten die beiden Maschenumldufe

di d i di 1di
uy=Ri +L,—L+L,—|i —-=| - u,—-R i, =(L,+L;)—L L, ——5 (6.102
0 14p 's1 dr hdt(p U] 0 14p (sl h) dr hudt ( )

1 M
und

d i d i 1 di 1 di
0 =iju, - L,—| i, -=<|+L,—=% — u =L —L—(L,+L,)——=. (6.103
s hdt(p u] 2 dt i STy dr (L h)uz i )

M Ly,

Ein Koeffizientenvergleich zwischen diesen beiden Beziehungen und dem Gleichungs-
system (6.101) liefert das Ergebnis

L, =iM, Ly=L,-iM, Lg,=iL,,—iiM. (6.104)
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Mit den Zusammenhédngen nach Gl. (6.104) ist auch das Netzwerk in Abb. 6.51 ein
giiltiges Ersatzschaltbild zur Beschreibung der Ausgangsanordnung. Stellen wir das
verallgemeinerte Ergebnis (ESB mit zugehorigen Gleichungen) in »Abb. 6.52 noch-
mals zusammen:

O
|| us HZ
i
. di di
Uy = H11p+ Llld—f — d—ts
0 =R,i, — M% A LZZ% i ist frei wahlbar

Abbildung 6.52: Allgemeines Ersatzschaltbild fiir den verlustlosen Ubertrager und zugehériges Gleichungs-
system

Resultierend haben wir ein allgemein giiltiges Ersatzschaltbild gefunden, das mit den
beiden angegebenen Gleichungen beschrieben wird. Da das Ubersetzungsverhiltnis ii
in den Gleichungen nicht vorkommt, darf es frei gewahlt werden. Die Ursache fiir die-
sen Freiheitsgrad liegt in der Tatsache begriindet, dass in Abb. 6.51 die vier Parameter
Ly, Lg,, Ly, i eingefiihrt wurden, wihrend in dem Gleichungssystem (6.101) aber nur
die drei Komponenten Ly, L,,, M fiir die Beschreibung des Ubertragers auftreten. Die-
ser Freiheitsgrad kann dazu genutzt werden, das ESB 6.52 je nach Bedarf derart zu
modifizieren, dass die Analyse eines umfangreicheren Netzwerks, in dem Ubertrager
enthalten sind, moglichst einfach wird.

Zunichst stellen wir zur Kontrolle fest, dass das ESB 6.52 mit der Wahl ii = 1 wieder
in den Sonderfall des Netzwerks 6.50 iibergeht. Man kann das Ubersetzungsverhiltnis
aber auch derart wihlen, dass eine der beiden Streuinduktivititen verschwindet. Mit
der Festlegung ii = M/L,, lasst sich die sekundérseitige Streuinduktivitét Ly, zum Ver-
schwinden bringen, so dass sich das ESB auf die in »Abb. 6.53 dargestellte Anord-
nung reduziert. Die beiden verbleibenden induktiven Komponenten kénnen mithilfe
der Gl. (6.48) allein durch die Werte L;; und k ausgedriickt werden.

Den bei der primérseitigen Streuinduktivitit auftretenden Faktor 1 — k? bezeichnet man
als Streugrad oder Streuung

o=1-k* mit 0<o<1. (6.105)
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R, i, 1-K)L,, ij/ii

VAL G M Ly
ar L,, L,

o di di,

0 =H215 _MT: +L22 dt

Abbildung 6.53: Vereinfachtes Ersatzschaltbild fiir den verlustlosen Ubertrager und zugehériges Gleichungssystem

[e

uy=Ri,+ L

Eine groBe Streuung bedeutet geringe Kopplung und umgekehrt. Ist 0 = 0, d.h. k* =1,
dann spricht man von einem fest gekoppelten Ubertrager. Wird der Koppelfaktor |k|
deutlich kleiner als 1, dann spricht man von einem lose gekoppelten Ubertrager. Der
Grenzfall 0 =1 bzw. k = 0 entspricht den bereits in Kap. 6.3 behandelten nicht gekop-
pelten Spulen.

In vielen Féllen sind die beiden Wicklungen auf den gleichen Kern gewickelt, so dass
mit dem gleichen A;-Wert die Induktivitdten in dem Verhiltnis

(5.75) 2 2 Abb.6.53 N
Iy CPNPA NP Wy N Ny )
L,, N,"A; N, Ly, N, N;

stehen und das Ubersetzungsverhiltnis den in Gl. (6.106) angegebenen Wert annimmt.

Als weitere Moglichkeit kann das Ubersetzungsverhiltnis in der Form ii = L,,/M fest-
gelegt werden. In diesem Fall verschwindet die primérseitige Streuinduktivitdt Lg,
und man erhélt die Anordnung in »Abb. 6.54.

R, i (1/k*~1)L,, L/t

. di di, . L,6®q [T
T 0=3F = L
22
0 =R~ M3 4, 4k

s dt " *dt
Abbildung 6.54: Vereinfachtes Ersatzschaltbild fiir den verlustlosen Ubertrager und zugehériges Gleichungssystem
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Unter der Voraussetzung eines gleichen A;-Wertes fiir beide Wicklungen gilt jetzt

oL [fn 1N, 1Ny (6.107)
k\L, kN, kN,

Im nichsten Schritt soll das ESB fiir einen Ubertrager angegeben werden, der nicht
nur verlustlos, sondern zusétzlich streufrei ist. Streufreiheit bedeutet perfekte Kopp-
lung zwischen den Wicklungen, d.h. o = 0 bzw. |k| = 1. Ausgangspunkt kann entweder
das Ersatzschaltbild 6.53 oder 6.54 sein. In beiden Féllen erhélt man die vereinfachte
Schaltung in »Abb. 6.55.

R i, i i
- ° ¢ - ° O— -
u, u, gy tiu, || lus R,
i
) djp d].g . L11 Sonderfall (6.106,6.107) ]\]1 Np
u,=R,i,+ Lll—dt —M—di u=_|— = ~ =
LZZ NZ s

T di,
0 :Hzls_MTf +L22 dt

Abbildung 6.55: Ersatzschaltbild fiir den verlustlosen streufreien Ubertrager und zugehériges Gleichungssystem

Im ESB des streufreien Ubertragers verschwinden die beiden Streuinduktivititen Ly
und Lg,. An diesem Ersatzschaltbild ldsst sich sehr anschaulich die Aufteilung des in
Beispiel 6.6 berechneten Primérstromes in die beiden Anteile erkennen, einerseits
den Teilstrom durch die Selbstinduktivitdt L,; und andererseits den zum idealen
Ubertrager flieBenden Teilstrom 1I,N/N,. Die noch weiter gehende Vereinfachung die-
ser Ersatzschaltung 6.55 zu dem in Abb. 6.47 dargestellten und mit den Gleichungen
(6.99) beschriebenen idealen Ubertrager verlangt zusédtzlich das Verschwinden der
Induktivitéit L,;. Beim Anlegen einer Spannung u, darf somit kein Strom durch diesen
Querzweig flieBen. Mit Gl. (6.28) bedeutet das aber L;; — « und damit R,, — 0 bzw.
u, — o in Ubereinstimmung mit dem Abschnitt 6.7.4.

6.7.7 Der verlustbehaftete Ubertrager

In den bisherigen Kapiteln haben wir uns auf den Fall beschrinkt, dass der Ubertrager
keine Verluste aufweist. In der Praxis treten aber verschiedene Verlustmechanismen
auf. Diese teilt man auf in Wicklungsverluste, z.B. infolge der ohmschen Widerstdnde
der primdren und sekunddren Wicklung, und in Kernverluste, z.B. die Hysterese-
verluste. Die ohmschen Verluste sind unmittelbar mit den Stromen in der Primér-
bzw. Sekundarwicklung verkniipft. Im ESB werden diese Verluste durch Widerstdnde
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erfasst, die im Primér- bzw. Sekundérkreis des Ubertragers angeordnet werden. Fiir
die Kernverluste ist der resultierende Fluss im Kern ®, — ®, (vgl. Abb. 6.36) verant-
wortlich. Diesen Verlustmechanismus erfasst man tiblicherweise durch einen Wider-
stand Ry, parallel zur Hauptinduktivitit. Fiir den verlustbehafteten Ubertrager erhilt
man damit das gegeniiber Abb. 6.52 erweiterte Ersatzschaltbild 6.56.

R, i Ry, Ly—iM ﬁzLzz_ﬁ]\/[ R,, 1/i

Abbildung 6.56: Ersatzschaltbild fiir den verlustbehafteten Ubertrager

In den meisten in der Praxis auftretenden Féllen ist dieses ESB ausreichend zur
Beschreibung des Ubertragerverhaltens. Es muss allerdings darauf hingewiesen wer-
den, dass die in diesem Modell verwendeten Netzwerkelemente von den unterschied-
lichsten Einflussfaktoren abhdngen kénnen. Insbesondere die Kernverluste sind stark
von den im Allgemeinen nichtlinearen Eigenschaften des Kernmaterials abhédngig. Die
Verluste werden z.B. von der Temperatur, der Frequenz, der Aussteuerung (maximale
Amplitude der Feldstédrke), der zeitabhdngigen Stromform und auch von der Voraus-
steuerung (Uberlagerung eines Gleichanteils bei der Feldstirke) beeinflusst.

Die Wicklungsverluste hdngen ebenfalls stark von der Frequenz ab, da neben den
bereits behandelten ohmschen Verlusten zusitzliche Verluste infolge so genannter
Wirbelstrome in den Drdhten entstehen. Diese Strome sind eine unmittelbare Folge
des Induktionsgesetzes, da sich jede einzelne Kupferwindung innerhalb des Wickel-
pakets in einem zeitlich verdnderlichen Magnetfeld befindet, das z.B. von den Nach-
bardrdhten oder auch vom Kern und insbesondere vom Luftspalt hervorgerufen wird.
Bei sehr hohen Frequenzen miissen auch noch kapazitive Einfliisse beriicksichtigt
werden.

6.7.8 Der Spartransformator

Zum Abschluss soll noch eine vereinfachte Bauform vorgestellt werden. In manchen
praktischen Anwendungen ist eine Spannungstransformation zwar erwiinscht, eine
galvanische Trennung zwischen Eingang und Ausgang aber nicht erforderlich. In diesen
Féllen ldsst sich der Herstellungsaufwand reduzieren, indem die beiden bisher ge-
trennten Wicklungen durch eine einzige Wicklung mit einer Anzapfung ersetzt werden.

Das Prinzip ist in »Abb. 6.57 dargestellt. In diesem Beispiel wird eine niedrige Ein-
gangsspannung in eine hohere Ausgangsspannung transformiert. Die Kopplung zwi-
schen Primér- und Sekundérseite ist bei dieser Anordnung besser als bei den beiden
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separaten Wicklungen in Abb. 6.36. Betrachten wir also direkt den idealen Spartrans-
formator ohne Verluste und ohne Streuung, dann gelten die Gleichungen

u N N,

o _Np Ip _Ng _N;+N,

= =—21 und £ . (6.108)
u, N, N;+N, i, N N,

o

Abbildung 6.57: Spartransformator mit hoherer Ausgangsspannung

Man beachte, dass eine hohere Ausgangsspannung gleichzeitig einen niedrigeren Aus-
gangsstrom zur Folge hat. Auch beim idealen Spartransformator sind Eingangsleistung
u,i, und Ausgangsleistung ui; zu jedem Zeitpunkt gleich.

Auf entsprechende Weise lasst sich durch eine geeignete Anzapfung eine hohere Ein-
gangsspannung in eine niedrigere Ausgangsspannung transformieren. Die prinzipielle
Anordnung ist in »Abb. 6.58 dargestellt. Es gelten die zugehorigen Gleichungen

(6.109)

Abbildung 6.58: Spartransformator mit niedrigerer Ausgangsspannung



Zusammenfassung

ZUSAMMENFASSUNG

B Fine zeitliche Anderung des magnetischen Flusses durch eine Leiterschleife indu-
ziert in der Schleife eine elektrische Spannung. Dieser Zusammenhang ist bekannt
als das Faraday'sche Induktionsgesetz. Die Ursache fiir die Flussanderung spielt
dabei keine Rolle, die Schleife kann ihre Form andern oder sich in einem ortsabhangi-
gen Feld bewegen, wir sprechen dann von Bewegungsinduktion, oder die magne-
tische Flussdichte kann sich selbst zeitlich andern, in diesem Fall sprechen wir von
Ruheinduktion.

B Bei geschlossener Schleife ruft die induzierte Spannung einen Strom hervor, der so
gerichtet ist, dass er die Ursache seines Entstehens zu verhindern sucht.

B Bei der Messung zeitabhangiger GroBen ist darauf zu achten, dass in der vom Mess-
gerat und seinen Zuleitungen gebildeten Schleife ebenfalls eine Spannung induziert
und das Messergebnis beeinflusst werden kann.

M Wegen der Proportionalitat zwischen Strom und zeitlicher Flussénderung kann die
induzierte Spannung durch das Einfligen einer Induktivitat in das Ersatzschaltbild
erfasst werden. Die gegenseitige Beeinflussung mehrerer, von zeitlich veranderlichen
Stromen durchflossener Leiterschleifen wird durch das Einfiigen von Gegeninduktivi-
taten in den Ersatzschaltbildern erfasst.

B Wichtige Anwendungen der Bewegungsinduktion sind die Umwandlung mechani-
scher Energie in elektrische Energie in Generatoren sowie der umgekehrte Vorgang,
namlich die Umwandlung elektrischer Energie in mechanische Energie in Motoren.

B Die Drehbewegung einer Leiterschleife im zeitlich konstanten Magnetfeld erzeugt
Wechselspannungen. Zur effizienten Energieiibertragung zwischen Kraftwerk und
Verbraucher werden einerseits sehr hohe Spannungen verwendet, andererseits Mehr-
phasensysteme, bei denen sich die Strome in den Riickleitern kompensieren.

B Die Transformation der Wechselspannungen auf hohe Werte erfolgt in Transformato-
ren durch Anwendung der Ruheinduktion. Beim idealen Transformator stehen die
Spannungen im Verhaltnis der Windungszahlen, die Strome im umgekehrten Verhalt-
nis. Die am Eingang zugefiihrte Leistung wird (im Idealfall) vollstandig am Ausgang
direkt an den Verbraucher weitergegeben.

B Ein auf der Ausgangsseite angeschlossener Widerstand R wird mit dem Quadrat des
Ubersetzungsverhéltnisses an die Eingangsklemmen transformiert. Diese Aussage gilt
allgemein fiir Impedanzen (dieser Begriff wird in Teil 2, Kap. 8 erklart) und damit
auch fiir die Induktivitat L und den Kehrwert der Kapazitat 1/C.
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B Beim Anlegen einer Gleichspannung an eine Induktivitat steigt der Strom linear an.
Die der Induktivitat von der Quelle zugefiihrte Energie ist im Magnetfeld gespeichert
und kann beim Abbau des Magnetfeldes wiedergewonnen werden. Werden zur Rea-
lisierung induktiver Bauelemente hochpermeable Materialien eingesetzt, dann ent-
stehen aufgrund der Hysterese-Erscheinungen Verluste in diesen Materialien. Diese
sind proportional zu der von der Hystereseschleife gebildeten Flache, proportional zur
Frequenz und zum Volumen des Materials.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 6.1 Induktionsgesetz

Ein auf der z-Achse befindlicher unendlich langer Linienleiter wird von einem
zeitabhdngigen Strom i(f) durchflossen. Der Riickleiter ist sehr weit entfernt, so
dass sein Einfluss vernachldssigt werden kann. In der Ebene y = 0 befindet sich
eine nicht geschlossene quadratische Leiterschleife der Seitenldnge b — a.

Z A
Ai(t)
i(t)A
oy u(®) o
a b X 0 6'T T t

Abbildung 6.59: Betrachtete Leiteranordnung und zeitabhéngiger Strom

1. Berechnen Sie die in der Abbildung eingetragene induzierte Spannung u(f)
als Funktion des Stromes i(t).

2. Stellen Sie fiir den dreieckférmigen Stromverlauf die induzierte Spannung
u(t) in einem Diagramm dar und geben Sie Maximal- und Minimalwert der
Spannung an.

3. Welche Gegeninduktivitdt M besteht zwischen den beiden Schleifen?




Ubungsaufgaben

Aufgabe 6.2 Induktionsgesetz

Der in »Abb. 6.60 dargestellte Schleifkontakt aus Metall rotiert mit der konstan-
ten Winkelgeschwindigkeit @ um den Ursprung. Der Zeiger gleitet dabei auf
einem Metallring mit dem Radius a. Ein homogenes Magnetfeld mit der Fluss-
dichte B=@,B, durchflutet den gesamten Metallring senkrecht zur Ringebene.
Alle Betrachtungen sollen fiir 0 < wt < 27 erfolgen.

Abbildung 6.60: Rotierender Zeiger im homogenen Magnetfeld

Berechnen Sie die in Abb. 6.60 eingetragene induzierte Spannung u(t), die sich
infolge der Bewegung zwischen dem Drehpunkt des Zeigers und dem Metallring
einstellt.

Aufgabe 6.3 Energieaufteilung zwischen Kern und Luftspalt

Ein Ringkern der Abmessungen a=2 cm, b=2,5 cm und der Dicke h=0,5 cm
besteht aus hochpermeablem Material 4 = 1000u, und besitzt einen Luftspalt der
Linge d=1 mm. Das Feld aullerhalb des Luftspalts wird vernachldssigt. Die
Wicklung besteht aus N=6 Windungen und wird von einem Strom I=1A
durchflossen.

Abbildung 6.61: Ringkern mit Luftspalt
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1. Bestimmen Sie die Induktivitdt der Anordnung.
2. Bestimmen Sie die insgesamt in dem Bauelement gespeicherte Energie.

3. Berechnen Sie die magnetische Feldstdrke und die Flussdichte im Kern und
im Luftspalt.

4. Bestimmen Sie die prozentuale Aufteilung der Energie zwischen Kern und
Luftspalt.

Aufgabe 6.4 Induktivititserh6hung durch Ferritring

Ein praktisch unendlich langer, gerader Runddraht (Permeabilitédt u,, Radius a)
flihrt den Gleichstrom I. Der Riickleiter ist sehr weit entfernt, so dass sein Ein-
fluss vernachléssigt werden kann. Um den Draht wird ein Hohlzylinder aus nicht
leitendem, permeablem Material (Permeabilitdt u >u,, Lénge /, Innenradius b,
AuBlenradius c) konzentrisch angeordnet.

I

>

—
Lo
»
—» 2a

Abbildung 6.62: Kupferrunddraht mit Ferritring

1. Um welchen Betrag dndert sich die magnetische Energie durch das Anbrin-
gen des permeablen Hohlzylinders?

2. Welche zusitzliche Induktivitdt erhélt der Stromkreis durch das Anbringen
des permeablen Hohlzylinders?

Aufgabe 6.5 Induktivitit des Koaxialkabels

1. Berechnen Sie fiir das in Abb. 1.33 dargestellte Koaxialkabel die Induktivitét
pro Liangeneinheit. Fiir den Raum zwischen Innen- und AuBenleiter kann
=ty angenommen werden.

2. Welche Beitrédge liefern Innenleiter, Zwischenraum und AuBenleiter zur Induk-
tivitdt, wenn die Abmessungen a = 0,5 mm, b =3 mm und ¢ = 3,2 mm betragen?
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Aufgabe 6.6 Gekoppelte Induktivititen

Die aus einem Material der Permeabilitdtszahl u, bestehenden vier gleichen Ring-
kerne mit rechteckigem Querschnitt werden von einem sinusférmigen Strom 1, (%)
durchflossen. Jeweils zwei Kerne sind durch widerstandslose Kurzschlussschlei-
fen verbunden, in denen sich die Stréme i,(f) und i;(¢) einstellen. Nun soll das
Klemmenverhalten dieses Bauelements untersucht werden.

6 IR0
— O
@ ||o, A
1,(t)
® ||o, 1
i,(t) u,(t)
y B
d | ® | @, thr
f o
a b ;

Abbildung 6.63: Induktivitat aus vier Ringkernen

1. Bestimmen Sie die magnetischen Fliisse ®,(t), ®,(f), ®4(f) und P, (t) in Ab-
héngigkeit der Strome, der Geometrie- und der Materialdaten.

2. Wenden Sie das Induktionsgesetz auf die beiden Kurzschlussschleifen an
und berechnen Sie i,(t) und i5(#) in Abhéngigkeit von i;(%).

3. Berechnen Sie die Induktivitdt L, der Anordnung.

4. Welche Induktivitdt L besitzt die Anordnung nach dem Entfernen der beiden
Kurzschlussschleifen?

Aufgabe 6.7 Serien- und Parallelschaltung gekoppelter Induktivititen

Fiir die beiden gekoppelten Leiterschleifen der » Abb. 6.64 gelten die Beziehungen

di di
= Lo gy + Mg
di di
=M-—L+L,,—2.
H2 dt * dt

Die Induktivitdtswerte L,,, Ly, und M sind bekannt.
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Abbildung 6.64: Zusammenschaltung gekoppelter Induktivitéten

Welche Gesamtinduktivitét stellt sich jeweils zwischen den Eingangsklemmen
ein, wenn die beiden Schleifen entsprechend den Abbildungen a) bis d) zusam-
mengeschaltet werden?
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Einfiihrung

> Im Gegensatz zu den Gleichstromnetzwerken treten bei den zeitabhédngigen Vorgén-

gen zusitzliche Effekte auf, die im Rahmen der Schaltungsanalyse nicht aufier Acht
gelassen werden diirfen. Zum einen beeinflussen sowohl die parasitdren Eigenschaften
der Bauelemente als auch die induktiven und kapazitiven Kopplungen innerhalb der
Schaltungen mit zunehmenden Frequenzen mehr und mehr das Schaltungsverhalten.
Zum anderen fiihrt die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen
Felder bei schnellen zeitlichen Anderungen dazu, dass diese Anderungen an unter-
schiedlichen Stellen einer Schaltung nicht mehr gleichzeitig auftreten.

Das folgende Kapitel diskutiert diese Situationen im Detail und fiihrt gleichzeitig die
notwendigen KenngroBen ein, die fiir die Beschreibung zeitlich periodischer <<
Signalformen notwendig sind.

LERNZIELE

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels und dem Lésen der Ubungsaufgaben werden
Sie in der Lage sein,

B abzuschétzen, ob ein Netzwerk mit zeitabhéngigen Stromen und Spannungen
mithilfe der quasistationdren Rechnung behandelt werden darf,

B den formelméBigen Zusammenhang zwischen zeitabhdngigen Stromen und
Spannungen an passiven Netzwerkelementen anzugeben,

B die verschiedenen KenngroBen fiir zeitlich periodische Strome und Spannun-
gen zu berechnen.

7.1  Vorbetrachtungen

In diesem zweiten Teil aus der Reihe Grundlagen der Elektrotechnik werden wir uns
mit der Analyse von Schaltungen mit zeitabhdngigen Stromen und Spannungen
beschiftigen. Die Berechnung der Gleichstromnetzwerke mit den zeitlich konstanten
GroBen U und I haben wir bereits im ersten Teil kennen gelernt. Eine besondere tech-
nische Bedeutung kommt den zeitlich periodischen Vorgingen zu, die ihrerseits ent-
sprechend »Abb. 7.1 in sinusférmige und nicht sinusférmige Signalformen unterteilt
werden. Nicht periodische Strom- und Spannungsverldufe entstehen insbesondere bei
Schaltvorgédngen, z.B. beim erstmaligen AnschlieBen eines elektronischen Geréts an
die Spannungsversorgung.



7.1 Vorbetrachtungen

Stréme und Spannungen
im Netzwerk

ﬁ ¥

zeitlich konstant, U, / zeitabhangig, u(t), i(t)

e N
Gleichstromnetzwerke nicht periodisch

Kap. 3
sinusférmig nicht sinusférmig Schaltvorgange
T T Kap. 10 und 11
B\ B

J
g
Wechselstromn armoniscne

Kap. 8 Analyse
Kap. 9

(. J

Abbildung 7.1: Ubersicht zu den méglichen Strom- und Spannungsformen in einem Netzwerk

Wir werden in den folgenden Kapiteln sehen, dass zu der Vielzahl méglicher Zeitab-
hédngigkeiten bei den Stromen und Spannungen auch eine entsprechende Anzahl
mathematischer Verfahren existiert, die in besonderer Weise fiir die Lésung der jewei-
ligen Problemstellung geeignet sind.

Die komplexe Wechselstromrechnung (symbolische Methode) ist eine sehr effiziente
Methode zur Berechnung sinusférmiger Vorgdnge. Wir werden sie in Kap. 8 ausfiihrlich
behandeln. Die nicht sinusformigen Vorgédnge in Kap. 9 werden mithilfe der harmoni-
schen Analyse (Fourier-Entwicklung) zuriickgefiihrt auf eine Uberlagerung von sinus-
formigen Vorgédngen unterschiedlicher Frequenzen. Bei der Analyse der Schaltvorginge
entstehen iiblicherweise Systeme von Differentialgleichungen, die in einfachen Féllen
direkt gelost werden kénnen (Kap. 10) oder mithilfe der Laplace-Transformation zunichst
in einen Bildbereich iibertragen werden, in dem die entstandene algebraische Form des
Gleichungssystems auf einfachere Weise gel6st werden kann (Kap. 11). Die anschliefende
Riicktransformation liefert dann ebenfalls die gesuchte zeitabhdngige Losung.

Bevor wir mit der eigentlichen Netzwerkanalyse beginnen, miissen wir zunidchst noch
die Voraussetzungen diskutieren, unter denen diese Verfahren zu praktisch sinnvollen
Ergebnissen fithren. Eine oft unterschéitzte Ursache fiir die Abweichungen zwischen
berechneten und den an einer realen Schaltung gemessenen Signalverldufen ist die
unzureichende Modellierung der Schaltung. Die Diskrepanz zwischen dem Schaltungs-
aufbau und dem verwendeten Ersatzschaltbild fithrt zwangsldufig zu fehlerhaften
Resultaten. Bei den zeitabhdngigen Vorgdngen spielt auBerdem die Geschwindigkeit,
mit der sich die Stréme und Spannungen abhéngig von der Zeit &ndern, eine begren-
zende Rolle.
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7.2 Modellbildung

Der erste Schritt bei der Analyse einer realen Schaltung besteht in der Aufstellung eines
geeigneten Ersatzschaltbildes, in dem die realen Bauelemente durch einfache Schalt-
symbole représentiert werden. Die Ableitung der Modellparameter fiir die einzelnen
Komponenten haben wir bereits im ersten Teil fiir einfache geometrische Anordnungen,
z.B. bei der Berechnung der Kapazitit eines Plattenkondensators oder bei der Berech-
nung der Induktivititen eines Ubertragers, kennen gelernt. Dabei wurden die im allge-
meinen Fall komplizierten dreidimensionalen Feldverteilungen mithilfe geeigneter
Rechenverfahren und unter Zuhilfenahme vereinfachender Annahmen zuriickgefiihrt
auf die integralen GréBen R, L und C.

Die Beschreibung der Bauelemente durch einfache Modelle ist aber in vielen Fallen
nicht ausreichend, da unter Umstdnden wesentliche Verhaltensweisen der Schaltung
nicht hinreichend gut beschrieben werden konnen. Je nach Anforderung an die
Genauigkeit der Resultate muss bereits jede einzelne Komponente durch ein umfang-
reiches Netzwerk modelliert werden, das alle relevanten parasitdren Eigenschaften
beriicksichtigt.

Als Beispiel beinhaltet ein einfaches Ersatzschaltbild fiir eine Spule neben der Indukti-
vitdt auch einen Widerstand zur Erfassung der Verluste und eine Kapazitit, deren Wert
vom Wickelaufbau abhéngt, vgl. Abb. 5.42. Beim Kondensator kann der Verlustmecha-
nismus im Dielektrikum oder die Induktivitdt der Anschlussdrahte von Bedeutung sein.
Die parasitdren Eigenschaften der realen Komponenten werden auf diese Weise durch
zusdtzliche ideale Komponenten erfasst. Insgesamt ldsst sich feststellen, dass die aus
realen Bauelementen aufgebauten Schaltungen durch Schaltbilder beschrieben werden
konnen, die ausschlieBlich aus den Basiskomponenten R, L und C sowie den eventuell
vorhandenen Koppelinduktivititen M bestehen. Auf die gleiche Weise kénnen auch
nichtideale Strom- und Spannungsquellen durch ideale Quellen und zusitzliche ideale
Komponenten ersetzt werden. Eine Modellierung nichtlinearer Zusammenhénge, wie
sie z.B. infolge nichtlinearer Materialeigenschaften entstehen (vgl. die Hysteresekurve
in Abb. 5.21), wird in diesem Band nicht behandelt.

Bei den zeitabhéngigen Spannungs- und Stromverldufen kommt aber noch ein weiterer
Aspekt hinzu. Nicht nur die Bauelemente miissen entsprechend modelliert werden,
auch der Aufbau der Schaltung kann eine groBie Rolle spielen. Jede leitende Verbindung
zwischen den Bauelementen besitzt einen ohmschen Widerstand, eine Masche des
Netzwerks besitzt eine Induktivitdt und zwischen verschiedenen Maschen bestehen
Gegeninduktivitdten, d.h. ein sich zeitlich &ndernder Strom in einer Masche induziert
Spannungen in den anderen Maschen des Netzwerks. Zusétzlich existieren Teilkapazi-
tdten zwischen den unterschiedlichen Schaltungsteilen. Wahrend diese induktiven und
kapazitiven Effekte bei Gleichstrom keine Rolle spielen, werden sie das Verhalten der
Schaltung mit zunehmender Frequenz immer stirker beeinflussen. Bei der Modellie-
rung miissen diese zusétzlich in der Schaltung auftretenden Effekte durch geeignete
Erweiterung des Schaltbildes gegebenenfalls berticksichtigt werden.
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7.3 Quasistationare Rechnung

Die Ubereinstimmung zwischen den berechneten Strom- und Spannungsverldufen in
einer Schaltung und den in der realen Anordnung auftretenden Kurvenformen héngt
neben der moglichst genauen Modellierung sowohl der Einzelkomponenten als auch
des Schaltungsaufbaus noch von einer weiteren Voraussetzung ab. Die Anderungsge-
schwindigkeit der Stréme und Spannungen muss ndmlich so klein sein, dass trotz der
endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Felder die gesamte
Schaltung praktisch gleichzeitig von den Anderungen betroffen ist. Die entlang der
rdumlichen Ausdehnung der Schaltung infolge der Laufzeiten auftretenden Phasen-
verschiebungen bei zeitlich periodischen Signalen kénnen unter dieser Voraussetzung
vernachléssigt werden, wir sprechen dann von einem quasistationaren Zustand.

Zur Verdeutlichung betrachten wir die »Abb. 7.2, in der eine einfache Schaltung an
eine hochfrequente Wechselspannungsquelle angeschlossen ist. Von dem sich mit
Lichtgeschwindigkeit ¢ = 3-108 m/s ausbreitenden elektromagnetischen Feld ist eben-
falls eine Periode in der Abbildung dargestellt. Es ist unmittelbar zu erkennen, dass
die innerhalb der Schaltung auftretenden Phasendifferenzen umso gréoBer werden, je
hoher die Frequenz f=1/T, d.h. je kleiner die Wellenldnge A = cT ist.

\

Abbildung 7.2: Zur Giiltigkeit der quasistationdren Rechnung

Beispiel 7.1: Zahlenbeispiel

Die maximale Abmessung einer Schaltung betrégt / = 20 cm. Wie hoch darf die
Frequenz werden, damit die Phasenunterschiede innerhalb der Schaltung nicht

grobBer als 5° werden?

8
Lo L _Jl .5 L, .5 310mis
A ¢T ¢ 360 360 0,2m

- J

=20,8 MHz (7.1)

315



Der Ubergang zu den zeitabhingigen Strom- und Spannungsformen

316

Wir wollen vereinbaren, dass bei allen in den nachstehenden Kapiteln analysierten
Schaltungen die beiden folgenden Voraussetzungen erfiillt sind:

EM Alle zur hinreichend genauen Beschreibung der realen Schaltung benétigten
Komponenten R, L, C und M, insbesondere die parasitdren Eigenschaften der ein-
zelnen Bauteile sowie die besonderen Eigenschaften infolge des Aufbaus, sind im
Ersatzschaltbild erfasst.

EA Die zeitlichen Anderungen der Stréme und Spannungen finden iiberall in der
Schaltung praktisch gleichzeitig statt.

Daraus ergeben sich die folgenden Konsequenzen:
B Die Vorgédnge konnen als ortsunabhéngig betrachtet werden.
B Die Netzwerkelemente R, L, C werden weiterhin als konzentrierte Elemente aufgefasst.

B Die Schaltungsanalyse bezieht sich ausschlieBlich auf die Komponenten im Schalt-
bild. Das reale Verhalten der Schaltung wird dadurch hinreichend gut beschrieben.

B Die Kirchhoff'schen Gesetze (Maschenregel und Knotenregel) diirfen weiterhin ver-
wendet werden. Daraus folgt, dass auch die GesetzmaBigkeiten fiir die Zusammen-
fassung der Komponenten bei Reihen- und Parallelschaltungen weiterhin gelten.

B Da die betrachteten Netzwerke aus linearen Elementen zusammengesetzt sind, gilt
weiterhin der Uberlagerungssatz, d.h. mehrere im Netzwerk vorhandene Quellen
diirfen unabhéngig voneinander betrachtet werden. Als Gegenbeispiel sei noch-
mals auf die Verlustberechnung in Kap. 3.8 hingewiesen.

7.4 Die Netzwerkanalyse

Von der Betrachtung der Gleichstromnetzwerke in Kap. 3 wissen wir, dass bei einem
aus z Zweigen bestehenden Netzwerk insgesamt 2z Unbekannte vorliegen, ndmlich z
Spannungen und z Strome. Unter Beriicksichtigung der Zusammenhénge zwischen
Strom und Spannung an den Komponenten kann die Anzahl der Unbekannten auf die
Halfte reduziert werden. Zur Aufstellung der verbleibenden z linear unabhéngigen
Gleichungen stehen uns die Kirchhoff'schen Sitze, ndmlich die Maschenregel und die
Knotenregel, zur Verfiigung.

Stellen wir zundchst noch einmal die an den Netzwerkelementen geltenden Bezie-
hungen in einer kleinen Ubersicht zusammen. Am Widerstand gilt das Ohm'sche
Gesetz (2.29) zu jedem Zeitpunkt, d.h. auch fiir allgemein zeitabhédngige GroBen.
Unabhéngig von dem zeitlichen Verlauf der Stréme und Spannungen gilt bei den
Induktivitdten immer die Gl. (6.28). Die entsprechende Beziehung bei den Kapazitdten
kann ausgehend von der Definition des Stromes (2.3) und unter Beriicksichtigung der
integralen Beziehung (1.74) leicht abgeleitet werden

(2.3) (1.74)

7.2
dt dt (7.2)

Mit dem bei allen Komponenten verwendeten Verbraucherzihlpfeilsystem gelten die
in der Tab. 7.1 zusammengestellten Gleichungen.
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Tabelle 7.1

Zusammenhang zwischen Strang- und AuBenleitergréBen

Komponente Spannung Strom Gleichung

ity R
——{—F—  u@)=Ri() l(t)_% (1) (73)
u(t)

L0 L di, (t 1
— w0 L -1
u, (t

[u(tyde 04

ic (1) c

A= wo-liwe io-ciuO gy

> dt
uc()

Besitzt das Netzwerk k Knoten, dann kénnen k — 1 linear unabhéngige Knotengleichun-
gen aufgestellt werden, wobei die spezielle Auswahl der Knoten keinen Einfluss auf das
Ergebnis hat. Zwei prinzipielle Moglichkeiten zur Aufstellung der noch benétigten
m=z — (k — 1) linear unabhéngigen Maschengleichungen wurden bereits in Kap. 3
gezeigt. Eine ausfiihrlichere Beschreibung der Methodik insbesondere im Hinblick auf
eine Reduzierung des Aufwandes erfolgt im 3. Teil dieser Buchreihe.

7.5 Kurvenformen und ihre KenngréfBBen bei zeitlich
periodischen Vorgangen

In den Kap. 8 und 9 werden wir uns ausschlieBlich mit den zeitlich periodischen Vor-
gingen beschéftigen. Zur Charakterisierung der Signalformen werden wir einige
Begriffe benotigen, die an dieser Stelle definiert werden sollen.

u(t) u(r)

Abbildung 7.3: a) Beliebige periodische Signalform b) Sinusférmige periodische Signalform

Wir betrachten zunédchst die beiden Signalverldufe in »Abb. 7.3. Beliebige periodische
Signale kénnen zwar innerhalb der Periodendauer T einen zeitlich beliebigen Verlauf
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aufweisen, nach jeder Periodendauer wiederholen sich die Kurvenformen aber auf die
exakt gleiche Weise, d.h. fiir jede ganze Zahl k gilt die Beziehung

u(t+kT) =ult). (7.6)

Die sinusférmigen Signale! in Abb. 7.3b) bilden einen Sonderfall der periodischen
Signale. Sie werden vielfach nicht als Funktion der Zeit, sondern als Funktion des
Winkels ¢ = ot dargestellt. Der Ubergang zwischen den beiden Darstellungsarten
erfolgt durch einfache Umskalierung, ndmlich durch Multiplikation der Zeitachse mit
der Kreisfrequenz w. Die Periodendauer T auf der Zeitachse geht dann iiber in den
Winkel w T = 2z auf der wt-Achse (vgl. Abb. 7.3b)). Die in Gl. (7.6) formulierte Periodi-
zitdt fiir eine als Funktion der Zeit gegebene Funktion nimmt im Falle der wt-Achse
die folgende Form an:

u(wt + k27) = u(wt). (7.7)

Mittelwert

Unter dem Mittelwert einer zeitabhédngigen periodischen Funktion versteht man defini-
tionsgemal das iiber eine Periodendauer genommene Integral der Funktion, bezogen auf
die Periodendauer

1 to+T 1 Qo +2mw 1 Qo +27
o= .[ u(t)dt=g I u(<p)d<p=g I u(wt)d(wt). (7.8)
t=ty P=Po ot=p,

Die Fldche unterhalb der Kurve ist also identisch zum Fldcheninhalt eines Rechtecks
mit den Seitenldngen u und T. Zur Kennzeichnung des Mittelwertes wird ein tiberge-
setzter Querstrich verwendet. Als Integrationsvariable kann entweder die Zeit t mit
dem zugehorigen Integrationsbereich ¢, < t < f,+ T oder der Winkel ¢ = wt mit dem
Integrationsbereich ¢, < ¢ < ¢, + 27 verwendet werden.

u(t) A
u
> 1
0 T/4 T/2 3T /4 T
u(t) A
u
} } > 1
0 T/4 T/2 3r/4 T

Abbildung 7.4: Mittelwerte von Rechteckfunktionen

1 Der Begriff sinusférmige Signale steht stellvertretend sowohl fiir die Sinus- als auch fiir die
Kosinusfunktionen mit beliebigem Phasenwinkel.
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Die Wahl der Integrationsgrenzen t, bzw. ¢, ist wegen der Periodizitidt der Funktionen
beliebig. Die »Abb. 7.4 zeigt als Beispiel zwei Rechteckfunktionen mit ihrem Mittel-
wert. Bei reinen Sinus- oder Kosinusfunktionen ist der arithmetische Mittelwert
gleich Null.

Gleichrichtwert

Zur Berechnung des Gleichrichtwertes bildet man zundchst den Betrag der Funktion.
Von diesem Ausdruck wird dann mit der Formel (7.8) der Mittelwert berechnet

t+T Po+27 Pot27
== j|u |dt—— [ e |d¢_ [ |u(@t)]d(wt). (7.9)
tto P=pg wt=<ﬂo

Beispiel 7.2: Gleichrichtwert

Fiir den sinusférmigen Spannungsverlauf u = asin (a) t) ist der Gleichrichtwert
zu berechnen.

u(wt) A

Ju

Abbildung 7.5: Gleichrichtwert einer sinusférmigen Funktion

Infolge der Betragsbildung wird der untere Kurventeil nach oben geklappt, so
dass man das folgende Ergebnis erhélt

A 27 A T

u
—J-SIII
.7T0

H: % .”sin(a)t)|d(a)t

~

—u T
wt)= 7cos(wt) |0

2
—u. (7.10)
T

N J

Auch der Gleichrichtwert ist ein arithmetischer Mittelwert, allerdings fiir den Betrag
einer Funktion. Er gewinnt Bedeutung im Zusammenhang mit Gleichrichterschaltungen.
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Effektivwert

In vielen Zusammenhéngen treten Strom und Spannung nicht linear, sondern quadra-
tisch auf. Ein einfaches Beispiel ist die Berechnung der Verluste an einem ohmschen
Widerstand. Wegen der besonderen Bedeutung definiert man daher den Effektivwert
der Spannung in der folgenden Form

1t0+T 1(p0+2n
Ugs= = 2(t)dt = |— (wt) d(wt) . 7.11
off TJ“() ani,, o’ (wt) d(wt) (7.11)

Das Quadrat der Spannung wird iiber eine Periodendauer integriert und auf die Perio-
dendauer bezogen. Die Wurzel aus diesem Ausdruck nennt man quadratischen Mittel-
wert oder Effektivwert der Spannung. Bei anderen zeitabhdngigen GréBen, z.B. beim
Strom, wird der Effektivwert nach der gleichen Vorschrift berechnet.

Fiir eine beliebige zeitabhdngige Signalform u(t) bzw. i(t) ist der Momentanwert der
Verluste an einem ohmschen Widerstand durch die Momentanwerte von Strom und
Spannung, d.h. durch die Beziehung

2
p(B)=u(®)i(t) = £ (1) R = “}gt) (712)
gegeben. Den zeitlichen Mittelwert der Verluste findet man also mithilfe der Effektiv-
werte
1 to+T 1 tg+T 1 1
B _ 2 _7 2p_ 2 _2p_ 2
P=o jp(t)dt_F Iz(t)Rdt—IeﬁB—E o =IPR=2U" . (7.13)

t=tq t=t,

Durch Vergleich mit der Beziehung (2.49) gelangt man zu folgender Aussage:

Der Effektivwert eines beliebigen zeitabhéngigen Stromes gibt denjenigen Wert
des Stromes an, den ein Gleichstrom haben muss, der im zeitlichen Mittel an
einem ohmschen Widerstand die gleichen Verluste verursacht.

Diese Aussage liefert auch die Begriindung fiir die gleiche Bezeichnungsweise von
GleichstromgréBen und Effektivwerten durch GroBbuchstaben?.

2 Der Index eff ist gemédB Norm nur erforderlich bei méglicherweise auftretenden Verwechslun-
gen. Wir werden ihn daher in den folgenden Kapiteln, sofern nicht gleichzeitig zeitunabhéngige
GroBen auftreten, generell weglassen.
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Beispiel 7.3: Effektivwert

Fiir den sinusférmigen Stromverlauf i = isin (w t) ist der Effektivwert zu berech-
nen.

eff

[f sin(a)t)]2

T T - ot
0 /2 V4 37/2 2

i sin(wr)

Abbildung 7.6: Effektivwert einer sinusférmigen Funktion

Ausgehend von Gl. (7.11) und mit dem Integral (H.11) im Anhang nimmt der
Effektivwert der sinusférmigen GréBe den resultierenden Ausdruck

2w R 2 s
Ly =\/$ j[jsin(wt)}zd(wt) =\/;=% (7.14)
0

an. Ein Gleichstrom der Gribe I= Iy und ein sinusférmiger Strom der Amplitude

i= \/5 I rufen an einem Widerstand im zeitlichen Mittel die gleichen Verluste
hervor.

N J

Damit gilt die Aussage:

Der Effektivwert einer sinusformigen Funktion entspricht dem durch 2 dividier-
ten Spitzenwert. Bei anderen Kurvenformen gelten andere Faktoren (vgl. Kap. H.3
im Anhang).
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Maximalwert, Spitzenwert

Unter dem Maximalwert einer zeitabhingigen Grofle a = |u|max wird der betragsmaBig
grofte Augenblickswert verstanden. Bei einer reinen Sinusfunktion entspricht der
Maximalwert der Amplitude. Von Spitzenwert spricht man, wenn der Maximalwert
nur kurzzeitig innerhalb einer Periodendauer auftritt.

Spitze-Spitze-Wert, Schwingungsbreite

Als Spitze-Spitze-Wert u,, oder auch als Schwingungsbreite wird die Differenz zwi-
schen dem Maximal- und dem Minimalwert einer zeitabhédngigen Funktion bezeichnet.
Bei einer zwischen 1 und —a verlaufenden Sinusfunktion entspricht der Spitze-Spitze-
Wert dem Abstand zwischen dem positiven und dem negativen Scheitelwert u = 2a.

ZUSAMMENFASSUNG

B Zeitabhangige Vorgange konnen eingeteilt werden in die Gruppen , zeitlich peri-
odisch” mit den Untergruppen sinusformig und nicht sinusférmig sowie ,zeitlich
nicht periodisch”, z.B. Schaltvorgange.

B Bei den zeitabhangigen Vorgangen erhalten die parasitaren Eigenschaften der Bau-
elemente eine mit wachsender Frequenz zunehmende Bedeutung. Das gleiche gilt fir
die induktiven und kapazitiven Kopplungen innerhalb der Baugruppen.

B Die den Schaltungsanalysen zugrunde gelegten Ersatzschaltbilder sollten das reale
Verhalten einer Schaltung méglichst genau beschreiben, d.h. alle relevanten frequenz-
abhéngigen Einfliisse missen in den Ersatzschaltbildern mit erfasst werden.

B Zur Charakterisierung der zeitlich periodischen Signalformen werden verschiedene
KenngroBen definiert, deren Nutzen aber erst bei den Berechnungen in spéteren
Kapiteln deutlich wird.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 7.1 Parasitire Eigenschaft

Die Messung einer Spule mithilfe eines Impedanzanalysators ergab, dass sie Losungen

durch das Ersatzschaltbild in »Abb. 7.7 beschrieben werden kann.

L=1mH
o—e—/YYY\L_o¢ o

II C =100 pF

Abbildung 7.7: Einfaches Ersatzschaltbild fiir eine Spule

1. Berechnen Sie die beiden Teilstrome durch L und durch C, wenn an die An-
schlussklemmen eine Spannung u(t) = asin(wt) angelegt wird.

2. In welchem Frequenzbereich dominiert der Einfluss der parasitdren Kapazitat?

Aufgabe 7.2 Kenngriofen

Die »Abbildung 7.8a) zeigt den prinzipiellen Aufbau einer Phasenanschnitt-
schaltung (Dimmschaltung). Die Glithlampe R; ist {iber einen Halbleiterschalter
(Thyristor) mit der 50-Hz-Netzwechselspannung u(t) = iisin(wt) = 230+/2 Vsinwt
verbunden. Der Schalter wird so angesteuert, dass er in jeder Netzhalbwelle wih-
rend der Zeit 0 < t < ¢T/2 mit 0 < a < 1 geoffnet bleibt. In der tibrigen Zeit ist der
Schalter geschlossen. Zur Vereinfachung soll davon ausgegangen werden, dass der
Lampenwiderstand R; unabhéngig von der Lampenleistung und damit von der
Temperatur den konstanten Wert R; = 529 Q aufweist.

S i i(t) A
—)§°_>_ l" |
all2 / /

~V

@l 12 Sin(a) l‘) [] RL ,/ | r l,//
TooT ;
2 R

Abbildung 7.8: Phasenanschnittsteuerung, a) Prinzipschaltbild, b) mégliche Form des Netzstromes
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1. Berechnen Sie die maximal mégliche mittlere Leistung an der Lampe.

2. Berechnen Sie fiir den in »Abb. 7.8b) dargestellten Lampenstrom die folgen-
den GrofBen:

1.

den Mittelwert,

2. den Gleichrichtwert,
3. den Effektivwert,

4.
5

den Spitze-Spitze-Wert und

. die mittlere Leistung an der Lampe, bezogen auf die maximal mdgliche

mittlere Leistung bei @ =0

in Abhéngigkeit des Parameters a. Stellen Sie diese GroBen als Funktion des
Parameters « grafisch dar.
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Einfiihrung

> Dem jetzt folgenden Kapitel kommt eine ganz besondere Bedeutung zu. Nicht nur

bei den tiblicherweise mit 50/60 Hz arbeitenden Energieversorgungsnetzen, sondern
auch bei sehr vielen Hochfrequenzanwendungen werden Schaltungen mit sinusformigen
Strom- und Spannungsformen betrieben. Mit der symbolischen Methode werden wir ein
Verfahren kennen lernen, das die bei den Zeitbereichsanalysen auftretenden Differential-
gleichungen vermeidet.

Die Anwendung dieser Methode wird es uns erlauben, wichtige Begriffe einzufiithren
und die damit verbundenen Netzwerke zu analysieren. Dazu gehoren erste Vierpol-
schaltungen mit Hochpass- oder Tiefpasscharakter, Schwingkreise und Briickenschal-
tungen. Zur iibersichtlichen Darstellung der Strome und Spannungen als Folge der
Anderung einzelner Netzwerkparameter werden wir die Ortskurven kennen lernen.
Ein weiteres wichtiges Thema sind die Leistungsbetrachtungen sowohl im ein- ((
phasigen Wechselspannungsnetz, als auch beim Drehstromsystem.

LERNZIELE

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels und dem Lésen der Ubungsaufgaben werden
Sie in der Lage sein,

B lineare Netzwerke mit zeitlich sinusférmigen Strom- und Spannungsverldaufen
mithilfe der symbolischen Methode zu berechnen,

B den Amplituden- und Phasengang einfacher frequenzabhéngiger Spannungs-
teiler zu berechnen und deren Eckfrequenzen zu bestimmen,

B Schwingkreise zu analysieren und die Kenngr6Ben zu deren Charakterisierung
wie z.B. deren Resonanzfrequenz und Giite zu bestimmen,

B Ortskurven zu erstellen, um die Abhéngigkeiten der Strome, Spannungen oder
Impedanzen von der Frequenz oder von den Werten einzelner Netzwerkele-
mente zu visualisieren,

B die Begriffe Wirkleistung, Blindleistung, Scheinleistung und komplexe Leis-
tung zu erkléren,

B Schaltungen zur Leistungsanpassung an Quellen mit frequenzabhingigen
Innenwiderstdnden zu dimensionieren und Fehlanpassungen zu beurteilen,

B Schaltungen zur Kompensation von Blindstrémen zu entwerfen und

B einfache Leistungsbetrachtungen beim Drehstromsystem durchzufiihren.



8.1 Das Zeigerdiagramm

Wegen der besonderen technischen Bedeutung werden wir uns in diesem Kapitel aus-
schlieBlich mit zeitlich periodischen Signalformen beschéftigen, die sich in Form
einer Sinus- bzw. Kosinusfunktion mit einer konstanten Kreisfrequenz w dndern (vgl.
Abb. 7.3b). Dabei werden wir uns auf den eingeschwungenen Zustand beschrdnken,
der sich nach dem Abklingen aller Einschaltvorgéinge einstellt. In diesen Féllen kon-
nen die Strome und Spannungen in der allgemeinen Form

u(t) = ucos(wt+(p“

asin(wt+¢, +7/2)=U2sin(wt+¢, +x/2) (8.1)
s .

)=
i(t) =i cos(wt+<p) n(wt+ep,+7/2) =12 sin(wt+¢,+7/2)

mit den Amplituden 4, i und den Phasenverschiebungen ¢,, ¢; gegeniiber einem
willkiirlich gewédhlten Bezugswert u(0) bzw. i (0) dargestellt werden. Die zeitabhéngi-
gen Strome und Spannungen koénnen sowohl durch Kosinusfunktionen als auch
durch Sinusfunktionen ausgedriickt werden, der Unterschied besteht lediglich in
einer zusétzlichen Phasenverschiebung um 7/2.

8.1 Das Zeigerdiagramm

Zur Analyse der Wechselstromschaltungen steht mit der komplexen Wechselstromrech-
nung eine sehr effiziente mathematische Methode zur Verfiigung, mit deren Hilfe
umfangreiche Netzwerke unter gewissen Voraussetzungen auf relativ einfache Weise
berechnet werden konnen. Als Einstieg in diese Methode wollen wir zunédchst das
Zeigerdiagramm kennen lernen, mit dessen Hilfe die Strom- und Spannungsverhiltnisse
in einem Netzwerk tibersichtlich nach Betrag und Phase dargestellt werden kénnen.

Auf der linken Seite der »Abb. 8.1 ist ein Zeiger der Linge (Amplitude) i dargestellt,
der sich mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w in Richtung wachsender ¢-Werte
dreht. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet er sich an der mit 0 gekennzeichneten Stelle. Fiir
eine volle Umdrehung ¢ = 27 wird die Periodendauer T benétigt. Die Projektion des
Zeigers auf die vertikale Achse wird durch die Funktion ising=isinwt beschrieben.
Diese Projektion ist an der Position 1 durch einen Doppelpfeil markiert. Stellt man diese
Projektion, wie auf der rechten Seite der Abbildung gezeigt, als Funktion des Winkels
¢ = ot dar, dann erhélt man die bereits erwdhnte Funktion isinot. Beide Darstellungs-
arten, sowohl der Stromverlauf in dem konventionellen Diagramm als Funktion der Zeit
oder als Funktion des Winkels als auch die Darstellung des Stromes durch den rotieren-
den Zeiger beinhalten alle Informationen beziiglich der vorgegebenen Funktion.
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Abbildung 8.1: Zusammenhang zwischen Zeigerdiagramm und zeitabhéngiger Funktion

Als néchstes Beispiel betrachten wir die »Abb. 8.2 mit zwei sinusférmigen Strom-
verldufen mit unterschiedlichen Amplituden und mit einer Phasenverschiebung zwi-
schen den beiden Strémen. Da sich die Zeiger im linken Diagramm entgegen dem Uhr-
zeigersinn drehen, ist der Strom i,(f) um den Phasenwinkel ¢, voreilend. Im rechten
Diagramm erkennt man dies daran, dass der Nulldurchgang des Stromes i,(t), z.B.
beim Wechsel von negativen zu positiven Werten, um den Winkel ¢, frither erfolgt.
Bezogen auf einen Stromverlauf i(t) = fcos(w t) ist der Strom

3 i cos(w t+ <pi) voreilend

i(t) = . ;- 8.2
10 i cos(wt—g,) nacheilend ' % (8.2)

Das Zeigerdiagramm auf der linken Seite zeigt die Position der beiden Stromzeiger
zum Zeitpunkt = 0.

fl sin(@t)

i, sin(@t +,)

/2 7 3712 ot

0,

Abbildung 8.2: Zeigerdiagramme und zugehdrige zeitabhangige Funktionen

Besitzen die beiden Strome die gleiche Kreisfrequenz w, dann bleibt der Phasenwinkel
zwischen den Stromen konstant und die beiden Zeiger rotieren mit gleich bleibendem
Abstand im Zeigerdiagramm. Da die Lange des Zeigers der Amplitude des Signals ent-
spricht, sprechen wir von Spitzenwertzeigern. Nach Gl. (7.14) besteht bei sinusférmi-
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gen Signalen ein fester Zusammenhang zwischen Spitzenwert und Effektivwert. Man
konnte daher die Betrachtungen auch mit Effektivwertzeigern durchfiihren, ihre
Linge ist lediglich um den Faktor /2 geringer als bei den Spitzenwertzeigern. In den
folgenden Kapiteln werden wir aber ausschlieBlich die Spitzenwertzeiger verwenden.

Da wir bei der Anwendung der Kirchhoff'schen Gleichungen immer wieder Spannun-
gen oder Strome addieren miissen, wollen wir uns im nédchsten Schritt die Zusammen-
setzung von Signalen im Zeigerdiagramm ansehen. Ausgangspunkt sind die beiden
Signalverldufe der Abb. 8.2, die im rechten Diagramm der »Abb. 8.3 zusammen mit
ihrer punktweise berechneten Summe eingetragen sind. Das Ergebnis ldsst vermuten,
dass die Summe zweier phasenverschobener Sinusfunktionen unterschiedlicher Ampli-
tuden, aber gleicher Frequenz, wieder eine Sinusfunktion ist. Der Summenstrom iz(wt)
muss sich also in der Form

I (a)t) = 1A'1 sin(cz)t+(pl)+1A'z sin(a)t+<p2) = 12 sin(wt+<p3) (8.3)

mit noch zu bestimmender Amplitude 1A'3 und Phasenverschiebung ¢ darstellen lassen.
In der Abb. 8.3 liegt zwar der Sonderfall ¢, = 0 vor, wir wollen aber den Zusammenhang
(8.3) allgemein beweisen und die Formeln zur Bestimmung des Summenstromes angeben.

A

i,(@r)

/2 T 3r/2 2 wt

Abbildung 8.3: Addition von sinusformigen zeitabhangigen Signalen

Zunidchst werden beide Seiten der Gl. (8.3) mit dem Additionstheorem (H.4) in der
folgenden Weise umgeformt

fl (sinwl‘cos<p1 +Coswtsin<pl)+f2 (Sinwtcos<p2+coswtsin<p2)
= ( 12 cos ¢, +fz cos<p2) sinwt+( 1A'1 sin g, +1T2 sin<p2) coswt (8.4)

= I,cos¢@,sinwt+1i;sing;coswt .
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Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Funktionen sinwt und coswt kann die Gl.
(8.4) fiir alle Werte t nur erfiillt werden, wenn die Koeffizienten vor diesen beiden
Funktionen auf beiden Seiten der Gleichung iibereinstimmen. Die Beziehung (8.4)
zerfillt damit in die beiden Forderungen

I;sing, = 1A'1 sin g, + 1A'2 sin ¢, (8.5)

i,cosp, = i, cosp, +1,cos¢p,,
die unabhidngig voneinander erfiillt sein miissen und aus denen die beiden gesuchten
GroBen i, und ¢, bestimmt werden konnen. Zur Berechnung der Amplitude i, werden
die beiden Beziehungen zunéchst quadriert und anschliefend addiert
i2 (sin2 ¢, +cos’ gp3) =j? (sinZ ¢, +cos’ <pl) +i} (sin2 ¢, +cos’ (pz)
o (8.6)
+ 21,1, (sin ¢, sin ¢, +cos ¢, cos (pz) .

Diese Gleichung kann mithilfe der Additionstheoreme (H.1) und (H.5) vereinfacht
und direkt nach i, aufgelést werden

1A'3 =\/ 1?12 + 1A'22 + 2121?2 cos(go1 - goz) . (8.7)

Zur Berechnung des Phasenwinkels ¢; wird der Quotient aus den beiden Beziehungen
(8.5) gebildet

1, sin ¢, +1,8In @,

tan g, = (8.8)

i, cos¢p, +1,cos¢, .
Bei der Aufl6sung dieser Beziehung nach dem Winkel ¢, mithilfe der arctan-Funktion
miissen die in Gl. (E.4) angegebenen Fallunterscheidungen beachtet werden. Die Addi-
tion zweier Sinuskurven gleicher Frequenz ergibt also wieder eine Sinuskurve gleicher
Frequenz, deren Amplitude und Phase aus den beiden abgeleiteten Beziehungen
bestimmt werden kénnen. Fiir den Sonderfall ¢, = ¢, folgt aus der Gl. (8.8) ¢35 =¢, = ¢,
und aus der Gl. (8.7) ;, = 1A'1 +12, d.h. die beiden Strome diirfen bei Phasengleichheit
algebraisch addiert werden.

An dieser Stelle soll zunéchst die Frage untersucht werden, welche Bedeutung diese
beiden Gleichungen fiir die Netzwerkanalyse mithilfe des Zeigerdiagramms haben.
Wir betrachten dazu das in Abb. 8.4a dargestellte schiefwinklige Dreieck mit den
beiden Seiten der Langen 1A'] und 1A'2, die mit der Horizontalen die Winkel ¢, und ¢, ein-
schliefen. Die Lange der Diagonalen fa kann mit dem aus der Mathematik bekannten
Kosinussatz berechnet werden. Der Winkel a =x — (¢, — ¢,) ldsst sich aus der Winkel-
summe 27 im Parallelogramm ermitteln, so dass wir resultierend die zur Gl. (8.7)
identische Beziehung

i’ = 1;12 + 1;22 - 21;11;2 cosa=1"+1, tzilif COS[AHA_ (p,— <p1)] (8.9)
=i’ +1, +2i,cos(p,—¢,) = i,” +1," + 21,1, cos(p, — p,)

erhalten, d.h. wir kénnen die Amplitude 1A'3 fiir den Summenstrom als Lénge der Dia-

gonalen aus dem Parallelogramm der »Abb. 8.4 ablesen. Damit bleibt noch die Frage

nach der geometrischen Interpretation fiir den Phasenwinkel ¢,. Betrachten wir jetzt
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die Abb. 8.4b, dann entspricht die Summe im Zihler der Gl. (8.8) offenbar der Projek-
tion des Summenzeigers auf die vertikale Achse und der Nenner entspricht der Pro-
jektion des Summenzeigers auf die horizontale Achse. Das Verhiltnis dieser beiden
Léngen ist gleich dem Tangens des Winkels ¢,, der damit genau dem Winkel zwischen
dem Zeiger i; und der Horizontalen entspricht.

A

i, sin @,

| S1n @,

[
-
>

(< <>
-

Abbildung 8.4: Addition von sinusformigen Signalen im Zeigerdiagramm

i, COS @, i, COSQ,

Die Berechnung der Werte ;, und ¢4 wird mithilfe des Zeigerdiagramms sehr einfach.
Es gilt ndmlich die folgende Aussage:

Der Zeiger fiir das Summensignal i, + i, ergibt sich aus einer geometrischen
Addition der beiden urspriinglichen Zeiger i, und i, Der Zeiger fiir das Differenz-
signal i, — i, wird gebildet, indem der Zeiger —i, (gleiche Lange wie i,, aber entge-
gengesetzte Richtung) zu dem Zeiger i; geometrisch addiert wird. Der Vorgang ist
vollig analog zur Addition bzw. Subtraktion zweier Vektoren.

Dies ist der Hauptgrund fiir die einfache Analyse von Netzwerken mit sinusférmigen
Signalen gleicher Frequenz. Die in den Kirchhoff'schen Gleichungen auftretenden
Summen von Stromen und Spannungen koénnen durch geometrische Addition der
Zeiger vollstdndig bestimmt werden.

8.1.1 Der ohmsche Widerstand an Wechselspannung

In den folgenden Abschnitten wollen wir das Verhalten der Komponenten R, L, C
untersuchen, wenn diese an eine Quelle Gsin(wt) mit zeitlich periodischer Spannung
der Kreisfrequenz o angeschlossen werden. Als erstes und einfachstes Beispiel
betrachten wir den ohmschen Widerstand R. Der Zusammenhang zwischen Strom
und Spannung ist zu jedem Zeitpunkt durch das Ohm'sche Gesetz (7.3) gegeben

(7.3) u(t)

u(t)=dsin(ot) — i(t) = R =%sin(wt)=fsin(wt) - O0=Ri. (8.10)

Man erkennt, dass Strom und Spannung in Phase sind und dass das Ohm'sche Gesetz
den Zusammenhang zwischen den Amplituden beschreibt.
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0 /2 /2 2«

Abbildung 8.5: Ohmscher Widerstand an Wechselspannung

8.1.2 Die Induktivitdt an Wechselspannung

Schliefen wir eine Induktivitdt L an die Wechselspannungsquelle u(t)=sin(wt)
nach »Abb. 8.6 an, dann kann der Strom nach GI. (7.4) aus dem Integral

i(t) = % Ju(t) dt = % Isin(a)t)dt = ;—licos(wt)+10 =1, —ﬁcos(wt) (8.11)
berechnet werden. Die Integrationskonstante I, entspricht einem zeitlich konstanten
Strom. Berechnen wir zur Kontrolle, ausgehend von dem Strom (8.11), die zugehorige
Spannung an der Induktivitit u(t) = Ldi(t)/df = usin(wt) , dann stellen wir fest, dass der
zeitlich konstante Strom I, nicht zur Spannung beitrégt. Er kann also einen beliebigen
Wert aufweisen. Da wir uns ausschlieBlich fiir den Zusammenhang der Wechselgréen
interessieren und da unser Netzwerk in Abb. 8.6 keinen Anlass fiir das Entstehen eines
Gleichstromes gibt, diirfen wir I, = 0 setzen. Die zugehérigen zeitabhédngigen Verldufe
von Strom und Spannung an der Induktivitit sind ebenfalls in Abb. 8.6 dargestellt.

A

@lﬁsin(a)t) L % lu ; ! ? ’ -
0 /2 T 3r/ 2r wt

Zeigerdiagramm
T
)
i
Abbildung 8.6: Induktivitdt an Wechselspannung
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Stellen wir nun den Strom wegen der sinusférmigen Spannungsvorgabe ebenfalls
durch eine Sinusfunktion dar, dann ist unmittelbar zu erkennen, dass der Strom um
den Phasenwinkel 7/2 gegeniiber der Spannung nacheilt und dass sich die Amplitu-
den um den Faktor wL unterscheiden. Resultierend gilt zwischen Wechselstrom und
Wechselspannung an einer Induktivitdt der Zusammenhang

A A

i(t)=;—zcos(wt)=ﬁsin(wt—n/2) > h=wli. (8.12)

An einer Induktivitdt sind Wechselspannung und Wechselstrom um 90° bzw. 7z/2
phasenverschoben, wobei der Strom nacheilt.

Legen wir den Spannungszeiger als BezugsgroBe in die Waagerechte, dann muss der
zugehorige Stromzeiger entlang der vertikalen Achse nach unten zeigen.

Das Verhiltnis aus Spannungsamplitude und Stromamplitude hat die Dimension
eines Widerstandes

wL=X, = (8.13)

~.>| =P

und wird als induktiver Widerstand X; oder auch als induktiver Blindwiderstand
bezeichnet.

Bei vorgegebener Spannungsamplitude ¢ nimmt die Amplitude des Stromes i mit steigen-
der Kreisfrequenz w = 2zf ab. Die Gl. (8.13) bietet also eine Mdglichkeit zur Bestimmung
der Induktivitdt durch Messung von Spannung und Strom bei einer bekannten Frequenz.

Der induktive Widerstand X; = wL steigt linear mit der Frequenz an. Fiir Gleich-
spannung stellt die Induktivitédt einen Kurzschluss dar, bei sehr hohen Frequenzen
wird sie zum Leerlauf.

8.1.3 Die Kapazitat an Wechselspannung

Im Gegensatz zur Induktivitit stellt die Kapazitat fiir Gleichspannung einen Leerlauf
dar. Sobald die Kondensatorplatten auf die Spannung aufgeladen sind, findet keine
weitere Ladungstrdgerbewegung mehr statt. Beim Anschluss an eine Wechselspan-
nungsquelle u(t) =dsin(wt) nach »Abb. 8.7 findet dagegen eine stindige Umladung
der Platten statt und in dem Stromkreis kann ein Wechselstrom gemessen werden.
Dieser kann mit Gl. (7.5) berechnet werden

i(t)=C%[ﬁsin(wt)]=w(]ﬁcos(wt) [H='4]a)Cﬁsin(wt+n/2) - i=wCi. (8.14)
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Der Vollstandigkeit halber sei erwdhnt, dass man den gleichen Strom erhilt, wenn
sich eine zusétzliche Gleichspannungsquelle mit beliebiger Spannung U, im Kreis
befindet. Diese Spannung verschwindet nach Gl. (7.5) bei der Ableitung und liefert
keinen Beitrag zum Strom. Die zeitabhdngigen Verldufe von Strom und Spannung an
der Kapazitdt sind in Abb. 8.7 dargestellt.

@l usin(wt) C ==l u { b ! 4 >
0 /2 3r/2 wt

Zeigerdiagramm

i
N
u

Abbildung 8.7: Kapazitat an Wechselspannung

An einer Kapazitdt sind Wechselspannung und Wechselstrom um 90° bzw. 7/2
phasenverschoben, wobei die Spannung nacheilt.

Legen wir den Spannungszeiger als Bezugsgrofe in die Waagerechte, dann muss der
zugehorige Stromzeiger entlang der vertikalen Achse nach oben zeigen.

Das Verhiltnis aus Stromamplitude und Spannungsamplitude hat die Dimension
eines Leitwertes

(8.15)

E)l ~o>

oC =B, =

und wird als Blindleitwert B; bzw. als kapazitiver Blindleitwert bezeichnet.

Bei vorgegebener Spannungsamplitude a steigt die Amplitude des Stromes 1 mit stei-
gender Kreisfrequenz w = 27f an. Der Wert einer Kapazitdt kann ebenfalls durch Mes-
sung von Spannung und Strom bei einer bekannten Frequenz ermittelt werden.

Der kapazitive Blindleitwert B; = wC nimmt mit steigender Frequenz zu. Fiir
Gleichspannung stellt die Kapazitdt einen Leerlauf dar, bei sehr hohen Frequen-
zen wird sie zum Kurzschluss.
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Beispiel 8.1: Zeigerdiagramm

Gegeben ist das in »Abb. 8.8 dargestellte Netzwerk mit den Komponenten R;, R,
und C. Zu bestimmen sind Amplitude und Phase von allen in der Abbildung ein-
getragenen zeitabhéngigen GroBen, wenn die Quellenspannung asin(wt) sowie
die Werte der Komponenten bekannt sind.

L) R

u, (1)

@l usin(wt) C

Abbildung 8.8: Mithilfe des Zeigerdiagramms zu analysierendes Netzwerk

Wir wollen dieses Problem mithilfe des Zeigerdiagramms schrittweise 16sen:

EM Die Spannung i, wird als Bezugszeiger entlang der horizontalen Achse ge-
zeichnet. Fir die zunédchst unbekannte Amplitude wird eine beliebige
Lange gewdhlt. Der MaBstabsfaktor fiir die Spannungen [V/cm] wird sich
erst am Ende der Betrachtung ergeben.

A Der Strom durch den Widerstand R, ist in Phase mit der Spannung und hat
nach Gl. (8.10) den Wert 12 = 1,/R,. Die Lange fiir den Stromzeiger kdnnen wir
ebenfalls beliebig wéahlen, da sich der Mafstabsfaktor fiir den Strom [A/cm]
auch erst am Ende der Analyse ergeben wird.

EM Der Strom durch die Kapazitdt hat nach Gl. (8.14) die Amplitude fc =wCil, =
wCR11A']. Die Linge des Zeigers ic ist nicht mehr frei wihlbar, sondern muss der
mit dem Faktor w CR, multiplizierten Linge des Zeigers ;] entsprechen. Diesen
Zeiger miissen wir nach Abb. 8.7 um 7/2 voreilend, d.h. nach oben gerichtet,
zeichnen.

A Aus der Knotengleichung i,(t) = i¢ (t) + i;(t) folgt, dass sich der Strom 12 aus
der geometrischen Addition der beiden bisherigen Strome ergibt.

Abbildung 8.9: Zeigerdiagramm zur Schaltung in Abb. 8.8
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Ed Die Spannung an dem Widerstand R, wird in Phase zu dem Strom 1Z gezelch-
net. Die Lange dieses Zeigers ist durch die Beziehung i, = BZ12 [H212 (1 R4
eindeutig festgelegt und entspricht der mit dem Faktor in der eckigen Klammer
multiplizierten Lange des Zeigers @1,. Der Wert in der Klammer ist aber bekannt,
da die Widerstinde gegeben sind und das Verhéltnis der beiden Stréme aus
dem bisherigen Diagramm durch Abmessen der Lingen ermittelt werden kann.

A Entsprechend der Maschengleichung tisin(wt) = u,(f) + u,(t) entspricht die
Summe der beiden bisherigen Spannungen im Zeigerdiagramm der Quellen-
spannung.

A

EA Das Verhiltnis aus dem Wert der vorgegebenen Spannung i
Zeigerdiagramm gemessenen Lédnge dieses Zeigers ergibt den MaBstabsfaktor
fiir alle Spannungen.

und der im

EM Aus der jetzt bekannten Amplitude von #i; ist wegen 12 = 1,/R, auch die
Amplitude des Stromes i, bekannt, so dass mit der gemessenen Lange des Zei-
gers fiir den Strom i, auch der MaBstabsfaktor fiir alle Stréme bekannt ist.

EN Die Phasenbeziehungen kénnen ebenfalls dem Zeigerdiagramm entnommen
werden. Die Spannung u4(t) eilt der Quellenspannung um ¢, nach, die
Spannung u,(t) eilt der Quellenspannung um ¢, vor. Auf die gleiche Weise
sind alle Phasenwinkel zwischen den Stromen und der Quellenspannung
aus dem Zeigerdiagramm ablesbar.

- J

Das Beispiel zeigt, dass das Zeigerdiagramm die Moglichkeit bietet, die Losung auf
zeichnerischem Wege zu ermitteln. Es erlaubt einen schnellen Uberblick iiber die Bezie-
hungen zwischen den zeitabhéngigen GroBen, allerdings gilt das Ergebnis nur fiir eine
feste Frequenz. Bei einer anderen Frequenz nimmt der Blindleitwert wC einen anderen

Zahlenwert an und die Langen der Zeiger sowie die Phasenbeziehungen dndern sich.

Da sich alle Zeiger mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit in mathematisch positiver
Richtung (entgegen dem Uhrzeigersinn) drehen, bleibt das Zeigerdiagramm zu jedem
Zeitpunkt gleich, es vollfiihrt lediglich eine Rotationsbewegung. Zur Bestimmung aller
Amplituden und Phasenbeziehungen gentigt die Betrachtung zu einem beliebigen Zeit-
punkt. Ublicherweise wird der Zeitpunkt so gewihlt, dass ein bestimmter Zeiger (der
Bezugszeiger) sich gerade in der Position parallel zur horizontalen Achse befindet. Im
vorliegenden Beispiel war das die Spannung u,(t). Aus der Position der Quellenspan-
nung usin(wt) im Zeigerdiagramm lésst sich dieser Zeitpunkt riickwirkend aus der
Beziehung wt = ¢, bestimmen.

Fassen wir die Ergebnisse aus diesem Abschnitt noch einmal zusammen:
B Sinusformige Strome und Spannungen in einem Netzwerk kénnen mithilfe eines
Zeigerdiagramms dargestellt werden.

B Die Periodizitdt des zeitabhédngigen Vorgangs spiegelt sich in der Rotationsbewe-
gung des Zeigerdiagramms wider (vgl. Abb. 8.1).
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B Die grafische Darstellung des Zeigerdiagramms ist eine Momentaufnahme zu einem
festen Zeitpunkt (vgl. » Abb. 8.9).

B Die Amplituden der Zeiger sowie die Phasenbeziehungen zwischen den Zeigern
sind von der Zeit unabhéngig und damit konstant.

B Der Momentanwert einer zeitabhdngigen Grofe u(f) oder i(t) entspricht der Projek-
tion des zugehorigen Zeigers im betrachteten Zeitpunkt t auf die vertikale Achse.

8.2 Komplexe Wechselstromrechnung

Die Analyse linearer Netzwerke fiir den eingeschwungenen Zustand wird dadurch
erleichtert, dass alle Spannungen und Stréme in dem Netzwerk einen ebenfalls sinus-
formigen Verlauf mit der gleichen Frequenz wie die Quellenspannung besitzen. Es
miissen also nur die Amplituden und die Phasenlagen bestimmt werden. Ausgehend
von der Zeigerdarstellung der sinusférmigen Stréme und Spannungen koénnen die
Wechselstromschaltungen auf einfache Weise mit der so genannten symbolischen
Methode berechnet werden, die wir in dem folgenden Kapitel ausfiihrlich behandeln.

8.2.1 Der Ubergang zur symbolischen Methode

Wir haben bereits in den Abb. 8.1 und 8.2 gesehen, dass die mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit w rotierenden Zeiger eindeutig durch ihre Amplitude und ihre Phasen-
verschiebung gegeniiber einem willkiirlich gewédhlten Referenzzeiger beschrieben
werden konnen. Aus diesen beiden Werten kann bei bekannter Kreisfrequenz o zu
jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ der Augenblickswert der betrachteten Gréfe Strom oder
Spannung ermittelt werden.

Wir wollen uns zunichst noch einmal den Ubergang von einer zeitabhéingigen Funktion
zur Zeigerdarstellung und schlieBlich zur mathematischen Beschreibung des Zeigers
ansehen. Dabei gehen wir von den Kosinusfunktionen (8.1) aus, bei der Erkldrung der
Vorgehensweise werden wir uns aber auf den Spannungszeiger beschrénken.

jIm A
icos(wt+@,)
u L
- i jusin(wt+@,)
or+e,
0 Re

Abbildung 8.10: Spannungszeiger in komplexer Zahlenebene
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Zur einfacheren mathematischen Beschreibung wird die Ebene, in der das Zeiger-
diagramm betrachtet wird, als komplexe Zahlenebene aufgefasst. Die »Abb. 8.10 zeigt
die Darstellung eines beliebigen Spannungszeigers nach Gl. (8.1) mit der Amplitude a
und der Phasenverschiebung ¢, gegeniiber dem Bezugszeiger in der komplexen Ebene.
Der Spannungszeiger wird als eine komplexe GroBe aufgefasst, die als Symbol fiir die
zeitabhingige Spannung dient und eine einfache mathematische Behandlung! erlaubt

u(t)=Re{u(t)} +j Im{u(t)} = dcos(wt+¢,)+jisin(ot+p,). (8.16)

Wir werden die komplexen GréBen durch einen untergesetzten Querstrich kennzeich-
nen. Der Realteil entspricht in der angegebenen Form der urspriinglichen zeitabhéngi-
gen Funktion nach Gl. (8.1)2. Die GL. (8.16) ldsst sich mit einer elementaren Rechnung
auf eine Form bringen, in der der zeitabhédngige Anteil separiert werden kann

u(t)= ﬁ[cos(wt+<pu)+jsin(wt+<pu)] = feltr) = feivigiot (8.17)

Den in die komplexe Ebene iibertragenen Spannungszeiger u(t) kann man darstellen als
das Produkt aus einem zeitunabhingigen Faktor iie/”* und dem Zeitfaktor *’. Sofern
sich in einem elektrischen Netzwerk alle GroBen mit der gleichen Kreisfrequenz w &ndern,
kann dieser Zeitfaktor bei allen Strémen und Spannungen ausgeklammert werden. Bei der
Anwendung der symbolischen Methode wird die Rotation des Zeigerdiagramms also
nicht mehr berticksichtigt und die Netzwerkanalyse kann allein mit den als komplexen
Amplituden bezeichneten zeitunabhcingigen GroBen tie'”« durchgefiihrt werden

jot

ue
N (8.18)

u(t) = e e
=; jot

(t) ; ej'/’iejwf = ie

I~

8.2.2 Die Berechnung von Netzwerken mit der symbolischen Methode

1. Schritt: Transformation in den Bildbereich

Der erste Schritt bei der Behandlung eines Netzwerks mit der symbolischen Methode
besteht darin, die Stréme und Spannungen als komplexe Amplituden darzustellen.
Die unterschiedlichen Méglichkeiten, die beim Ubergang von einer gegebenen zeit-
abhingigen Quellenspannung zur komplexen Amplitude auftreten konnen, sind in
der Tab. 8.1 aufgelistet.

1 Ein kurzer Abriss zur komplexen Rechnung befindet sich in Anhang E.

2 Wir hitten auch mit der gleichen Berechtigung die Sinusfunktion zugrunde legen konnen,
beim Ubergang von der komplexen Darstellung (8.16) zur zeitabhingigen Funktion miissten
wir dann aber den Imaginérteil verwenden.
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Tabelle 8.1

Zeitabhdngige Spannung und zugehorige komplexe Amplitude

Zeitabhangige Spannung Komplexe Amplitude
ucoswt u=u
dcos(wt+¢,) i =ne*
ﬁsinwt=ﬁcos(wt—n/2) i =ie’™?
asin(wt+¢,) i=4d oileu=7/2)

Wihrend die reellen zeitabhdngigen Ausgangsgréfen in der linken Spalte der Tabelle
physikalisch messbar sind, gilt dies fiir die transformierten GroBen in der rechten
Spalte der Tabelle nicht mehr. Sie sind lediglich niitzliche Rechengréfien bei der ein-
fachen Auflésung der entstehenden Gleichungssysteme. Da die komplexen Amplitu-
den ein durch die Vereinbarungen (8.16) bis (8.18) zustande gekommenes Abbild der
urspriinglichen Zeitfunktion darstellen, bezeichnet man den Ubergang als Transfor-
mation in den Bildbereich (vgl. Abb. 8.13).

2. Schritt: Analyse des Netzwerks im Bildbereich

Der zweite Schritt besteht in der Analyse des Netzwerks, d.h. der Berechnung der
Strome und Spannungen an den einzelnen Komponenten. Dazu benétigen wir sowohl
die an den Netzwerkelementen geltenden Beziehungen als auch die Knoten- und
Maschengleichung und zwar in einer fiir die Anwendung der symbolischen Methode
geeigneten Formulierung.

Bei den Gleichungen in Tab. 7.1 werden zeitabhédngige GroBen differenziert bzw. inte-
griert. Die zeitliche Ableitung der zeitabhdngigen Funktionen geht bei der komplexen
Rechnung in eine Multiplikation mit dem Faktor jw iiber

d /.. A d

E(Ee]‘”’) =joue’" — T jo . (8.19)

Die abgeleitete Grofe eilt gemadll Abb. E.6 der Ausgangsgréfie um zz/2 bzw. 90° vor. Fiir
eine Ableitung n-ter Ordnung gilt allgemein

dr
dt"

> (o). (8.20)

Die Integration iiber die Zeit wird ersetzt durch eine Division durch den Faktor jw

~ i ] 1
J‘ue]‘“tdtz.iue’“’t - |dt - — . (8.21)
- jo Jo

Die integrierte GroBe eilt der Ausgangsgréfe um z2/2 bzw. 90° nach.
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Bildet man den Quotienten der komplexen GroBen Spannung und Strom, dann kiirzt
sich der Zeitfaktor e’ weg und man erhilt den als Impedanz bezeichneten zeitlich
unabhéngigen komplexen Wechselstromwiderstand Z

1=

(t) (8.18) Q glot

. t) iejwt

=Zi. (8.22)

1>

:Z_)

I~
I->|I:>

In den beiden Darstellungen der Impedanz durch Real- und Imaginérteil bzw. durch
Betrag und Phase

Z=B+jX=|§|ei“’ mit |Z|='\/R2+X2 und tan<p=% (8.23)

bezeichnet man den Realteil R des komplexen Widerstandes als Wirkwiderstand
(Resistanz), den Imaginérteil X als Blindwiderstand (Reaktanz). Der Betrag |§| heibt
Scheinwiderstand.

Den Kehrwert der Impedanz bezeichnet man als Admittanz Y , ihr Realteil G heilt
Leitwert (Konduktanz), der Imaginérteil B heiBit Blindleitwert (Suszeptanz) und der
Betrag |Z| wird als Scheinleitwert bezeichnet

Y =G+jB=[Y|¢” mit [Y|=VG*+B* und tany =% (8.24)

Impedanz Z und Admittanz Y haben zwar die gleiche Einheit Q bzw. 1/Q wie ein
Wirkwiderstand R bzw. dessen Kehrwert, sie haben jedoch im allgemeinen Fall keine
physikalische Bedeutung. Enthalten Z und Y auch Blindanteile, dann treten die
Maximalwerte von Strom und Spannung phasenversetzt, d.h. nicht mehr zeitgleich
auf. Impedanz und Admittanz stellen also nicht das Verhiltnis der zeitabhédngigen
Groben dar (Z #u(t)/i(t) und Y # i(t)/u(t)) und sind daher als reine Rechengréfen
anzusehen. Thre Bedeutung erhalten sie dadurch, dass die Wechselstromnetzwerke
durch Verwendung dieser Grofen genauso wie die Gleichstromnetzwerke behandelt
werden konnen.

Fir die Umrechnungen zwischen Impedanz und Admittanz in der algebraischen
Schreibweise gelten die Beziehungen

1 1 G -B (8.23)
Z=5= = i
- Y G+jB G°+B G*+B
(8.25)
G G -B -B
R=——=ry X=mm=1n
G°+B |Y| G'+B |Z|
und
1 1 R -X (8.24)
Y=—= v . p2 Ttz 2
— Z R+jX R+X +X
(8.26)
R R -X -X

CCEx g UTEAX o
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Wir werden uns diese Beziehungen in Kap. 8.2.5 etwas detaillierter ansehen. In der
Exponentialdarstellung gilt der Zusammenhang

= |X|1ew = éeﬁw - |Z| =ﬁ und p=—1. (8.27)

|Z|eifp

Das Produkt der Betrdge von Impedanz und Admittanz ergibt den Wert 1 und die beiden
Phasenwinkel unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen. Die Kehrwertbildung in
Gl. (8.27) kann auch auf grafischem Wege durchgefiihrt werden. Wir werden dazu in
Kap. 8.7.2 zwei unterschiedliche Vorgehensweisen kennen lernen. Stellen wir aber
zunédchst einmal die an den Netzwerkelementen R, L und C geltenden Gleichungen
zZusammen:

Tabelle 8.2

Strom- und Spannungsbeziehungen an den linearen,
passiven Netzwerkelementen

Komponente Spannung Strom Impedanz Admittanz Gl.
i R . . .
—1 — H=Ri i=d/R Z,=R Y,===G (8.28)
= - - - - - R
u
i=joli j=-L 2z =joL'= X, ¥,=—=iB, (829
iz u=joli L_]wL 4, =0 _]L_L_ij_]L 0
—_ Y Y
—>
u B 1
mit =——
L oL
. 2 1 2 . . 1 . o D)
L "C u=-ct i=joCu ZC=].G)—C=JXC Y. =jwC = jB; 830)
a 1
& mit X, =——+
oC

Entsprechend den Beziehungen (8.28) bis (8.30) ist der ohmsche Widerstand ein reiner
Wirkwiderstand, wéhrend die Induktivitdten und Kapazitdten reine Blindwiderstande
sind. Es ist zu beachten, dass Blindwiderstand und Blindleitwert von der Frequenz
abhéngen.

Betrachtet man z.B. die Gl. (8.29) fiir die Induktivitdt, dann findet man die komplexe
Amplitude der Spannung 4, indem die komplexe Amplitude des Stromes i zundchst
mit dem Faktor wL multipliziert wird. Dies ist die gleiche Vorschrift wie bei den Spit-
zenwertzeigern (vgl. Gl. (8.12)). Die zusétzliche Multiplikation mit j entspricht in der
komplexen Ebene nach Abb. E.6 einer Drehung in mathematisch positiver Richtung
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um 90° bzw. /2. In dem Faktor j kommt also die Tatsache zum Ausdruck, dass die
Spannung an einer Induktivitdt dem Strom um #/2 voreilt, wie z.B. im Zeigerdia-
gramm in Abb. 8.6 dargestellt.

Die Division durch j bei der Kapazitét ist gleichbedeutend mit einer Multiplikation mit —j,
d.h. einer Drehung in mathematisch negativer Richtung um 90° bzw. /2 und beschreibt
das Nacheilen der Spannung gegeniiber dem Strom entsprechend dem Zeigerdiagramm in
Abb. 8.7.

Nachdem die Beziehungen fiir die Komponenten angegeben sind, wollen wir uns noch
die Kirchhoff'schen Gleichungen ansehen. Setzt man die Spannungen entsprechend der
GL. (8.18) in die Maschenregel ein, dann kann der Zeitfaktor e’ jeweils ausgeklammert
werden, so dass diese Beziehung auch fiir die komplexen Amplituden gilt

(8.18)

> ou(t) = Y (@)=t Y d=0 > Y d=o0. (8.31)
Masche Masche Masche Masche

Eine Bemerkung muss aber an dieser Stelle angefiigt werden. Bei den Gleichstrom-
netzwerken konnten die Spannungen an den einzelnen Widerstdnden einer Reihen-
schaltung separat mit einem Voltmeter gemessen werden. Thre Addition war dann
identisch zur gesamten an der Reihenschaltung anliegenden Spannung. Bei der
Messung mit Wechselgréfen an einer Reihenschaltung, die nicht ausschlieBlich aus
ohmschen Widerstinden besteht, liefert die einfache Addition der gemessenen Span-
nungswerte an den einzelnen Komponenten falsche Gesamtspannungen. Misst man
z.B. bei einer RL-Reihenschaltung an jeder der beiden Komponenten die Teilspannung
U, dann ist die gemessene Summenspannung nicht 2U, sondern lediglich+/2U. Die
Phasenbeziehungen zwischen den Spannungen (7/2 im vorliegenden Beispiel) miis-
sen also, so wie es bei der Addition der komplexen Amplituden automatisch
geschieht, berticksichtigt werden.

Bei der Knotenregel kann der Zeitfaktor auf die gleiche Weise ausgeklammert werden
und wir erhalten die entsprechende Beziehung

> i=o. (8.32)

Knoten

Die Kirchhoff'schen Gleichungen gelten auch fiir die komplexen Amplituden.

Die Rechenregeln fiir die Impedanzen und Admittanzen bei der symbolischen Rech-
nung sind also die gleichen wie fiir die Widerstdnde und Leitwerte bei den Gleich-
stromnetzwerken. Fiir die Darstellung dieser komplexen GroBen wird daher auch das
Schaltsymbol des ohmschen Widerstandes verwendet. Die wichtigsten Formeln sind
im Zusammenhang mit den folgenden beiden Abbildungen nochmals angegeben.
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1 Zl Zz Zn 1
o H +--1_+ o———
— —» —>
i, a i

de: = ZZk
k=1

Abbildung 8.11: Reihenschaltung von komplexen Widerstanden

Bei der Reihenschaltung werden die Impedanzen addiert. Wegen des gleichen Stromes
stehen die Spannungen im gleichen Verhiltnis wie die Impedanzen, d.h. es gilt auch
wieder die Spannungsteilerregel. Mit den Bezeichnungen in »Abb. 8.11 gelten z.B. die
Beziehungen

(8.33)

Lges
des = ZZk
k=1
i z, =>  i| Z, H

¢ 1 51

i - = P

|z, Az

(o2 --= o—

Abbildung 8.12: Parallelschaltung von komplexen Widerstanden

Bei der Parallelschaltung werden die Admittanzen addiert. Wegen der an allen Kompo-
nenten gleichen Spannung stehen die Stréme im gleichen Verhéltnis wie die Admittan-
zen, d.h. bei der Parallelschaltung gilt wieder die Stromteilerregel. Fiir das Netzwerk in
»Abb. 8.12 kénnen beispielsweise die folgenden Gleichungen angegeben werden

L;;_Lzé oder #zé_
Y Z 1

=2 =1

(8.34)

—ges

Z

Y
=2 Lges —ges =2

Die Berechnung des Netzwerks erfolgt genauso wie bei den in Kap. 3 behandelten
Gleichstromnetzwerken. Mithilfe der dort besprochenen Vorgehensweisen werden die
benoétigten linear unabhédngigen Gleichungen aufgestellt, deren Anzahl durch Anwen-
dung der Strom- und Spannungsbeziehungen an den linearen passiven Netzwerkele-
menten gemdl Tab. 8.2 auf die Anzahl der Zweige in dem Netzwerk reduziert werden
kann. Aus dem verbleibenden linearen Gleichungssystem werden die unbekannten
komplexen Amplituden ermittelt.
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3. Schritt: Riicktransformation aus dem Bildbereich in den Zeitbereich

Im dritten Schritt erfolgt der Ubergang von den komplexen Amplituden zu den zeitab-
héngigen Stromen und Spannungen und zwar in umgekehrter Reihenfolge wie bei der
Einfiihrung der komplexen Amplituden, ndmlich durch

EM Multiplikation der komplexen Amplituden mit dem Zeitfaktor e’ nach Gl. (8.18)
und

A anschlieBende Realteilbildung dieses komplexen Ausdruckes entsprechend
Gl. (8.16).

8.2.3 Gegeniiberstellung der unterschiedlichen Vorgehensweisen

Die »Abb. 8.13 zeigt die beiden unterschiedlichen Rechenabldufe mit der konventio-
nellen Methode (Rechnung mit den zeitabhéngigen GréBen) und mit der symbolischen
Methode (Rechnung mit komplexen Amplituden) nochmals im Uberblick. Ausgangs-
punkt ist das Schaltbild mit den unbekannten zeitabhéngigen Strémen und Spannun-
gen. Fiir ein Netzwerk mit n Zweigen werden 2n linear unabhéngige Gleichungen fiir
die Strome und Spannungen aufgestellt. Mit jeweils einer bekannten GroBe bei den
Quellen und mit den bekannten Zusammenhéngen zwischen Spannung und Strom bei
den Komponenten nach Tab. 7.1 bzw. Tab. 8.2 kann das Gleichungssystem auf n Glei-
chungen reduziert werden.

Transformation in den
Bildbereich, Tab. 8.1

1| =
Netzwerk mit komplexen
Strémen und Spannungen

) .
)
Beschreibung des Netzwerks Beschreibung des Netzwerks
durch gekoppeltes durch komplexes, algebraisches
Differentialgleichungssystem 2. Gleichungssystem
TT ~ |
Lésung des Gleichungssystems [ Lésung des Gleichungssystems ]

I
—

[ Rucktransformation in den ]

Zeitbereich, Gln. (8.16), (8.18)

Abbildung 8.13: Gegeniiberstellung der beiden unterschiedlichen Vorgehensweisen

Die Rechnung mit den zeitabhédngigen Grofen fiihrt mit den Beziehungen zwischen den
Stromen und Spannungen bei den Induktivitdten und Kapazitdten nach Tab. 7.1 auf ein
gekoppeltes Differentialgleichungssystem, dessen (eventuell mithsame) Losung unmit-
telbar die gesuchten zeitabhédngigen Grofien liefert.
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Die drei bereits im vorangegangenen Abschnitt besprochenen Schritte bei der Rech-
nung mit der symbolischen Methode sind auf der rechten Seite der Abb. 8.13 darge-
stellt. Der wesentliche Vorteil dieser Methode liegt in der relativ einfachen Auflésung
des algebraischen Gleichungssystems.

Zur Verdeutlichung der unterschiedlichen Vorgehensweisen wird im folgenden Bei-
spiel eine einfache Schaltung zundchst mit den zeitabhédngigen Funktionen berechnet
und anschliefend durch Anwendung der komplexen Wechselstromrechnung. Da wir
nur eine RL-Reihenschaltung, d.h. eine einzige Masche betrachten, reduzieren sich
die Gleichungssysteme jeweils auf eine einzige Gleichung. Der Vorteil der symboli-
schen Methode wird dennoch deutlich werden.

Beispiel 8.2: Vergleich zweier Losungsverfahren

An eine Wechselspannungsquelle u(t) = tcos(wt+¢,) mit der Spannungsampli-
tude 0 und der konstanten Kreisfrequenz o ist die Reihenschaltung aus einem
ohmschen Widerstand R und einer Induktivitdt L angeschlossen. Zu berechnen
sind der in der Masche flieBende Strom i(f) sowie die Spannungen ug(t) an dem
Widerstand und u;(t) an der Induktivitt.

R i(t)

— >
uy(t)
lu(t) L %l u, (t)

Abbildung 8.14: Reihenschaltung von Widerstand und Induktivitat an Wechselspannung

Losung im Zeitbereich:

Mit der Maschengleichung und den an den Komponenten geltenden Zusammen-
hédngen erhalten wir eine Differentialgleichung, in der sowohl der Strom als auch
seine Ableitung nach der Zeit auftritt

(7.3,7.4

u(t) = uy (1)1, (£) = ]Ri(t)+L%1’(t). (8.35)

Da alle zeitabhédngigen GroBen periodisch mit der Kreisfrequenz o sind, wird
wegen der Reihenschaltung der in allen Komponenten gleiche Strom in der Form

i(t)=icos(wt+g,) (8.36)
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mit der zunichst unbekannten Amplitude ; und dem ebenfalls unbekannten
Phasenwinkel ¢; angenommen. Mit diesem Ldsungsansatz nimmt die Gl. (8.35)
eine Form an, in der die Zeitableitung nicht mehr auftritt

ucos(wt+¢,)=R fcos(a)t+<pi) —wasin(wt+<p,-). (8.37)

Im nédchsten Schritt werden die trigonometrischen Funktionen mithilfe der
Additionstheoreme (H.4) und (H.5) zerlegt, so dass auf beiden Seiten der Glei-
chung die linear unabhédngigen Funktionen cos(wt) und sin(wt) auftreten
dcos(wt+¢,) = ticos(p,)cos(wt)—tsin(p,)sin (o t)
=R fcos(<pi)cos (wt) -R fsin(<pi)sin (wt) (8.38)
—wacos(wi]sin(wt) —wasin[wi]cos(wt) .
Diese Beziehung kann fiir alle Werte ¢ nur erfiillt sein, wenn die Vorfaktoren von

sin(wt) und cos(wt) auf beiden Seiten der Gleichung iibereinstimmen, d.h. Gl.
(8.38) zerfillt in zwei unabhédngige Bedingungen

Gcos(p,) = R icos(p,) —w Lisin(p,) (8.39)

usin(p,)= R ;Sin((pi)+a)L1A'COS((pi) , (8.40)
aus denen die beiden Unbekannten i und ¢; bestimmt werden kénnen. Zur

Berechnung der Amplitude werden die beiden Gleichungen jeweils quadriert

u’ cos’(p,) = (R ;)2 cos’(p;) —2R fcos(<pl.) a)L1A'sin(<pl.)+<wL17)2 sin®(p,) (8.41)

i*sin®(p,) = (H f)zsinz(<pi]+zB isin(p,) wL;cos(<pi)+(wa)2cosz(<pl.) (8.42)

und anschlieBend addiert. Dabei fallen die gemischten Glieder auf der rechten
Seite weg und wegen des Additionstheorems (H.1) erhalten wir unmittelbar die
Stromamplitude

ﬁ2=(R ;)Z-I-((,()Lf)z e ;=#wl‘)z (8-43)

Zur Bestimmung des Phasenwinkels ¢; werden die Gln. (8.39) mit cos(p;) und
(8.40) mit sin(yp;) multipliziert

ucos(p,)cos(p;) = R fcosz(<pi] —wasin(<pi]cos(<p1.) (8.44)

usin(p,)sin(p;) = Rfsinz(gol.) +a)L}COS(<pi)SiH((p1-) (8.45)
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und anschliefend addiert

(H.5)

fl[ cos(¢p,)cos(p;)+ sin((pu]sin&pi)] = lcos(p,—¢;)=R i. (8.46)
Aus den Gln. (8.43) und (8.46) konnte man bereits mithilfe der Umkehrfunktion
arccos den Phasenwinkel ¢; bestimmen. Wir werden aber noch einen Schritt wei-
tergehen und die mit —sin(¢p,;) multiplizierte Gl. (8.39) zu der mit cos(y;) multi-
plizierten Gl. (8.40) addieren, wobei wir das Zwischenergebnis

- (H4) .

u[ —cos(p,)sin(p;)+ sin(%)cos((pi)] = usin(p, —¢p;) = wLi (8.47)
erhalten. Die Division der so erhaltenen Gleichung durch die Gl. (8.46) liefert
unmittelbar das gesuchte Ergebnis

Sin(gou - (px]
COS((pu - (pl)

oL

oL
— —Q.= tan—. 8.48
R ¢, ;= arctan—p (8.48)

= tan(p, —¢,) =
Damit ist der Strom (8.36) vollstindig bestimmt und die Spannungen an den
Komponenten kénnen entsprechend Gl. (8.35) ebenfalls angegeben werden. Die
Gesamtspannung u(t) eilt dem Strom um den Differenzwinkel (8.48) vor. Diese
Phasenverschiebung nimmt in den beiden Grenzfillen R — 0 bzw. wL — 0 die
Werte /2 bzw. 0 an. Ist also kein Widerstand vorhanden, dann eilt der Strom der
Spannung um /2 nach, so wie in Abb. 8.6 dargestellt. Ohne Induktivitidt sind
Strom und Spannung in Phase. Die Phasenverschiebung zwischen Strom und
Spannung hédngt von dem Verhéltnis wL /R, d.h. also auch von der Frequenz ab.

Losung mit der komplexen Wechselstromrechnung:

Zum Vergleich wollen wir jetzt das Netzwerk aus »Abb. 8.14 mit der symboli-
schen Methode berechnen. Der grofle Vorteil dieser Vorgehensweise besteht
darin, dass die algebraischen Bestimmungsgleichungen fiir die Zeigergrofien
direkt aus dem Netzwerk (ohne den Umweg iiber die Differentialgleichungen)
ermittelt werden kénnen.

Abbildung 8.15: Netzwerk aus Abb. 8.14 mit komplexen GréBen
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1. Schritt:

Wir beginnen die Betrachtung mit der Transformation der Aufgabenstellung in
den Bildbereich und erhalten die » Abb. 8.15, in der bereits alle komplexen Gro-
Ben eingetragen sind. Fiir die komplexe Amplitude der Quellenspannung
u(t)=tcos(wt+¢,) gilt mit Tab. 8.1

u=ie . (8.49)

2. Schritt:
Der Maschenumlauf (8.31) liefert

(8.22) A~ ~ (8.28,8.29) A

+0, = Z,i+Z,i = (R+joL)i=Zi. (8.50)

1=>
|<>

R

Mit der Impedanz der Serienschaltung nach GlI. (8.23)
. N 2 . oL
Z=R+joL =R +(wL) ¢’ mit ¢ =arctan—- (8.51)

und der allgemeinen Darstellung fiir die komplexe Amplitude des Stromes nach
GL. (8.18) erhalten wir die Beziehung

G=Zi=R+(olL) e”i N

e =,/R? +(w L)Z o ielt = i.,|R? +(w L)2 o) (8.52)
Ein Vergleich der Amplituden und der Phasenwinkel in der Beziehung (8.52) liefert

bereits in Ubereinstimmung mit den Gleichungen (8.43) bzw. (8.48) die Ergebnisse

% (8.51) L
4 und ¢,—¢;,=¢ = arctan%. (8.53)

S
R*+(wl)
3. Schritt:

Den zeitabhédngigen Stromverlauf erhalten wir durch Riicktransformation der
komplexen Amplitude entsprechend der Beschreibung in Kap. 8.2.2

i(t)= Re{ i'ej“’t} = Re{ fej“"ej“”} =icos(wt+p,) (8.54)

beziehungsweise in ausfiihrlicher Schreibweise

u oL
i(t) =—cos(a)t+<pu —arctan—).
R +(wL)” R

Zur Ubung wollen wir noch den zeitabhiingigen Spannungsverlauf an der Induk-
tivitdt ur(t) berechnen. Fir die komplexe Amplitude dieser Spannung gilt mit
den bereits angegebenen Gleichungen

(8.55)
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B N B S 5 ilprearz)
= Z i=joLi=e""wLie" =wlie" . (8.56)

|<>

L

Den zeitabhédngigen Spannungsverlauf finden wir durch Realteilbildung aus der
mit ¢ multiplizierten komplexen Amplitude

u, (t) = Re{ u, ej“”} = Re{ ioL ei(‘"H“"'”m)}
. (8.57)
w

S el

- J

4 wlL
cos|wt+—+ ¢, —arctan——| .
2 R

8.2.4 Strom-Spannungs- und Widerstandsdiagramm

Die Darstellung der komplexen Amplituden in der Gaul'schen Zahlenebene fiihrt auf
eine dem Zeigerdiagramm entsprechende Abbildung, aus der sowohl die Amplituden
der Stréme und Spannungen als auch die Phasenbeziehungen zwischen den einzel-
nen GroBen abgelesen werden konnen. Als Beispiel soll das Strom-Spannungsdia-
gramm fiir die Schaltung in Abb. 8.15 gezeichnet werden.

Da bei der Reihenschaltung in allen Netzwerkelementen der gleiche Strom fliefit, wird
dieser als BezugsgréBe parallel zur horizontalen Achse gezeichnet®. Die Spannung am
Widerstand hat die gleiche Phase wie der Strom, wihrend die Spannung an der
Induktivitdt nach Abb. 8.6 dem Strom um 7/2 voreilt. Diese Phasenverschiebung lasst
sich auch an den Ergebnissen (8.55) und (8.57) erkennen. Mit den Amplitudenverhalt-
nissen nach Gl. (8.10) bzw. (8.12)

4, =Ri, 0,=owLi (8.58)

erhalten wir z.B. das in »Abb. 8.16a dargestellte Strom-Spannungsdiagramm.

jImT jIm

|<>
<>

L4
—

[~
I
e
|
>
~
(¢}

Abbildung 8.16: a) Strom-Spannungsdiagramm und b) Widerstandsdiagramm

3 Diese Vereinbarung ist gleichbedeutend mit der Festlegung ¢, = 0. Das ist aber keine Ein-
schrankung, da wir das fertig gestellte Diagramm zum Schluss insgesamt um den Winkel
¢; #0 in der komplexen Ebene drehen kénnen.
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Der Phasenwinkel ¢ = ¢, — ¢; zwischen Strom und Quellenspannung kann unmittelbar
aus dem Diagramm abgelesen werden.

Betrachten wir noch einmal die Gl. (8.22). Offenbar bestimmt die Impedanz Z, welche
Phasenlage zwischen Strom und Spannung an einem Zweipol auftritt

(8.23)

= Zi = |Z|eiwi e10 |Z|ej‘” Teln (8.59)

[~

Wird der Zeitpunkt ¢ = 0 so gewdhlt, dass der Strom i als Bezugszeiger parallel zur reel-
len Achse liegt (¢; = 0), dann stimmt die Phasenlage der Spannung im Spannungsdia-
gramm mit dem Argument ¢ der Impedanz tberein. Werden also alle Spannungen
durch den Wert des Stromes i dividiert, dann geht das Spannungsdiagramm in ein
Widerstandsdiagramm mit den gleichen Phasenbeziehungen iiber (»Abb. 8.16b), bei
dem sich lediglich die Amplituden um einen konstanten Faktor unterscheiden.

Die Impedanzen konnen auf die gleiche Weise wie die Strom- und Spannungszeiger
grafisch dargestellt werden. Wahrend jedoch die Impedanzen nach Tab. 8.2 in der
komplexen Ebene eine fest vorgegebene Lage einnehmen, besteht bei der Darstellung
der zeitabhidngigen GroBen ein Freiheitsgrad, der sich in der willkiirlichen Wahl eines
Bezugszeigers ausdriickt.

8.2.5 Umrechnung zwischen Impedanz und Admittanz

Bevor wir in den folgenden Kapiteln einfache Wechselstromnetzwerke untersuchen,
wollen wir noch einmal die hadufig wiederkehrende Umrechnung zwischen Impedanz
und Admittanz betrachten. Die nach GI. (8.23) aus Wirkwiderstand R und Blindwider-
stand X bestehende Impedanz Z kann als Reihenschaltung dargestellt werden, die
aus Leitwert G und Blindleitwert B bestehende Admittanz Y als Parallelschaltung.
Die in »Abb. 8.17 dargestellten Netzwerke sind entsprechend den Umrechnungsfor-
meln (8.25) und (8.26) dquivalent. Sie besitzen beide die gleiche Impedanz und die

gleiche Admittanz.

o .
|1 R
rR=_C R +X?
G*+B?
z, v >  Z.Y
X =i _X
G°+B B=|j——
! JR2+x2
o, . 2
1 1
Z=R+jX=—= :
- Y G+jB

Abbildung 8.17: Umrechnung zwischen Reihen- und Parallelschaltung

An den Formeln ist zu erkennen, dass X und B entgegengesetzte Vorzeichen besitzen.
Nach den Gleichungen (8.29) und (8.30) weisen aber Impedanz und Admittanz
sowohl bei der Induktivitdt als auch bei der Kapazitdt zueinander entgegengesetzte



8.2 Komplexe Wechselstromrechnung

Vorzeichen auf. Das bedeutet, dass eine RL-Reihenschaltung in eine RL-Parallelschal-
tung tibergeht und umgekehrt. Das gleiche gilt fiir die RC-Schaltungen.

Ausgehend von den Formeln in Abb. 8.17 kénnen die Komponenten auch direkt ange-
geben werden. In den »Abb. 8.18 und 8.19 sind die beiden Fille mit induktivem bzw.
kapazitivem Blindanteil dargestellt.

° .
1+iRp/(00 ) <)::> zZ. Y R, L,
p
Tt @, p/R
o &

L) R’
Rp:&+§ﬁ4lg L=L +—:
R, o, L

\AANS

-

Abbildung 8.18: Umrechnung zwischen Reihen- und Parallelschaltung bei induktivem Blindanteil

o °
R,
"1+ (@C,R, ) __
e <:::> Z’ Z Rp —— Cp
1
= C, =C,+———
@, C,R,
o— (e, \ 4
1 C,
R =R +———, C
' a)Ozcrer ! 1+(a)0 )2

Abbildung 8.19: Umrechnung zwischen Reihen- und Parallelschaltung bei kapazitivem Blindanteil

In dem berechneten dquivalenten Netzwerk hdngen sowohl Wirk- als auch Blindkom-
ponente von der Frequenz ab. Die Umrechnung zwischen Reihenschaltung (Index r)
und Parallelschaltung (Index p) gilt daher nur fiir eine feste, in den Abbildungen mit
wq bezeichnete Kreisfrequenz.

Zur Veranschaulichung dieser Aussage betrachten wir ein konkretes Zahlenbeispiel. Die
Reihenschaltung aus einem Widerstand R, = 12Q und einer Induktivitdt L, = 1,2mH soll
bei der Frequenz f, = 1kHz in eine dquivalente Parallelschaltung umgewandelt werden.
Die durchgezogenen Linien in den beiden Teilbildern der »Abb. 8.20 zeigen Real- und
Imaginérteil von der Impedanz Z = R, +jwL, der gegebenen Reihenschaltung. In der
doppelt logarithmischen Darstellung ist jeweils eine Frequenzdekade oberhalb und
unterhalb der Frequenz f; beriicksichtigt. Fiir die Komponenten der dquivalenten Paral-
lelschaltung erhalten wir mit den in Abb. 8.18 angegebenen Beziehungen und mit der
Kreisfrequenz w, = 27f, die Werte R, = 16,74Q und L, = 4,24mH. Die Impedanz Z  dieser
Parallelschaltung kann mit der in Abb. 8.12 angegebenen Beziehung berechnet werden.
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Thr Real- und Imaginérteil sind zum Vergleich als gestrichelte Kurven in Abb. 8.20 einge-
zeichnet. Beide Anteile hidngen in unterschiedlicher Weise von der Frequenz w ab und
stimmen erwartungsgemal nur bei der Frequenz f;, mit der Reihenschaltung iiberein.

100 100
Py RN AR oL,
10 == 10
///RC{Zp} Im{ZP}
1 1
0,1 1 10 0,1 1 10
—» f/kHz —» f/kHz

Abbildung 8.20: Frequenzabhangige Impedanz von Reihen- und dquivalenter Parallelschaltung

8.3

Die frequenzabhédngige Impedanz von Induktivititen und Kapazititen kann z.B. zum
Autbau ebenfalls frequenzabhéngiger Spannungsteiler verwendet werden. Wir betrach-
ten noch einmal das Netzwerk aus Abb. 8.14, das in »Abb. 8.21 in einer leicht gednder-
ten Form dargestellt ist. Wahrend die Spannungsquelle in Abb. 8.14 mit dem aus einer
RL-Reihenschaltung bestehenden Zweipol belastet wird, besitzt das gleiche Netzwerk in
Abb. 8.21 jetzt insgesamt vier Anschlussklemmen, zwei fiir den Anschluss der Eingangs-

Frequenzabhdngige Spannungsteiler

spannungsquelle und zwei weitere zum Anschluss zusétzlicher Komponenten an die
Ausgangsklemmen, d.h. parallel zur Induktivitit. Eine solche Kombination von Netzwer-
kelementen wird allgemein als Vierpol bezeichnet. Enthélt ein Vierpol eigene Quellen,
dann wird er als aktiver Vierpol, im anderen Fall als passiver Vierpol bezeichnet.

o, Il Il . 4 O
R
u, (1) L u,(t)
o, L 4 O

Abbildung 8.21: Frequenzabhangiger Spannungsteiler

Bei einem Vierpol ist vor allem die Frage interessant, welche Abhédngigkeiten zwi-
schen den Eingangs- und Ausgangsgrofen bestehen. Bei der betrachteten Schaltung
werden sich die beiden Spannungen u,(t) und u,(#) nach Betrag und Phase unterschei-
den. Das Verhéltnis der komplexen Amplituden fiihrt auf einen Ausdruck

n jPuy ~ ~

8.18) [} .
u, B e U lp,-v) _ U jag,
e =x€ B

= e (8.60)
u, ue" i, o
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in dem das Verhéltnis der beiden Spannungsamplituden 4, /1, und die Differenz der
beiden Phasenwinkel Agp,=¢, —¢, auftritt. Diese beiden Informationen werden
iiblicherweise in zwei getrennten Diagrammen als Funktion der Frequenz dargestellt.
Bei dem vorliegenden Beispiel entspricht das Verhéltnis der Amplituden dem bisheri-
gen Verhiltnis 4, /¢ und kann aus Gl. (8.57) iibernommen werden

L___ ol (8.61)
o, R +(oL)"
Die Phasenverschiebung Ap, = ¢, —¢, ist ebenfalls aus Gl. (8.57) ablesbar
Ap, =%—arctan%. (8.62)

Diese beiden Ergebnisse sind fiir die Zahlenwerte R=1Q und L= 1puH als Funktion der
Frequenz f=w/2x in »Abb. 8.22 dargestellt.

90°
Ap

T60°\

i, |

i, 0,8

Pl

0,4
/ 300 \

0,2
[ —
0 0°
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
—» f/MHz —>» f/MHz

Abbildung 8.22: Amplituden- und Phasenbeziehung zwischen Ausgangs- und Eingangsspannung

Wir wollen uns die beiden Grenzfille f— 0 und f — « etwas genauer anschauen.
Grenzfall f — 0:

Bei Gleichstrom stellt die Induktivitét einen Kurzschluss dar, d.h. die Ausgangsspan-
nung verschwindet. Der Strom wird allein durch den Widerstand bestimmt und ist
daher in Phase mit der Eingangsspannung. Die Phasenverschiebung Ay, zwischen
Ausgangs- und Eingangsspannung entspricht deshalb im Grenziibergang f — 0 der
Phasenverschiebung zwischen Ausgangsspannung und Strom und diese nimmt an der
Induktivitdt den Wert 90° an.

Grenzfall f — oo:

Bei sehr hohen Frequenzen wird die Induktivitdt zum Leerlauf, d.h. der Wert des
Widerstandes R kann gegeniiber der Impedanz oL vernachldssigt werden und die Aus-
gangsspannung nahert sich der Eingangsspannung. Der Spannungsabfall am Wider-
stand ist vernachlédssigbar, so dass die Phasendifferenz Ap, wegen gleicher Spannun-
gen u; = u, verschwindet.
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Der prinzipielle Kurvenverlauf in Abb. 8.22 ist auf diese Weise zwar zu verstehen,
iiber den Frequenzbereich zwischen den beiden Bereichsgrenzen lassen sich aber
keine weiteren nennenswerten Erkenntnisse gewinnen. Wir wihlen daher eine alter-
native Darstellung fiir die bisherigen Ergebnisse. Um von den konkreten Zahlenwer-
ten fiir die Netzwerkelemente unabhédngig zu werden, wird die bisherige Frequenz-
achse umskaliert. Mit der Festlegung

wlL
=— 8.63
x=— (8.63)

gelangen wir zu einer normierten Darstellung fiir die bisherigen Ergebnisse

n ' (8.62) g7
Uy ©50 wL/R X und Ap, = E—arctanx. (8.64)

i i+(wL/R) RS

Zusitzlich werden die beiden Achsen sowohl fiir die normierte Frequenz als auch fiir
das Verhéltnis der beiden Spannungsamplituden, nicht mehr linear, sondern logarith-
misch eingeteilt. Der Grenzfall f — 0 kann jetzt natiirlich nicht mehr erfasst werden.
Die resultierenden Darstellungen in »Abb. 8.23 werden allgemein als Frequenzgange
bezeichnet. Die doppelt logarithmische Darstellung in Abb. 8.23a heiflt Amplituden-
gang, die einfach logarithmische Darstellung in Abb. 8.23b heifit Phasengang.

<>

1 90°

AP 450 ™

T 60° \

— __:>|M >

0,1 45°
30°
I\
0,01 0°
0,01 0,1 1 10 100 0,01 0,1 1 10 100
—» x=wL/R —» x=wL/R

Abbildung 8.23: Amplituden- und Phasengang der Hochpass-Schaltung

In dieser normierten Darstellung ldsst sich der Amplitudengang durch zwei Geraden
sehr gut annédhern. Fiir x << 1 kann der Wurzelausdruck in Gl. (8.64) ndherungsweise
durch 1 ersetzt werden, fiir x >> 1 durch x. Resultierend gelten die Approximationen

>

(8.65)

T Z .
1 x>>1 wlL>>R

X x<<1 wlL<<R
L~ fii
u

"l"’
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Diese Gleichung beschreibt im unteren Frequenzbereich einen linearen Anstieg und
im oberen Frequenzbereich eine Konstante. Der Schnittpunkt dieser beiden Néherun-
gen liegt bei x = 1 bzw. bei wL = R. An dieser Stelle sind Wirk- und Blindwiderstand
gleich groB und das Spannungsverhéltnis nimmt nach GI. (8.64) den Wert

u, X 1 (8.66)

ﬁl V1+x? \/E

an. Der Phasenwinkel betrdgt hier 45° und liegt genau in der Mitte seines mdoglichen
Wertebereichs. Die zu x = 1 gehérende Frequenz trennt offenbar zwei Bereiche mit
unterschiedlichem Verhalten. Sie wird als Grenzfrequenz

f=te o B (8.67)
2n 2nL

bezeichnet. Unterhalb der Grenzfrequenz ist die Ausgangsspannung gegeniiber der

Eingangsspannung geddmpft, oberhalb der Grenzfrequenz wird die Eingangsspannung

praktisch unbeeinflusst an den Ausgang weitergeleitet. Der hier betrachtete frequenz-

abhédngige Spannungsteiler wird daher als Hochpass bezeichnet.

Werden die beiden Komponenten miteinander vertauscht, dann erhélt man die Schal-
tung in »Abb. 8.24.

o Y'Y o o
L

Ml(t) R u, ®

o o o
Abbildung 8.24: Frequenzabhangiger Spannungsteiler, RL-Tiefpass-Schaltung

Die Ausgangsspannung ist mit dem Strom nach Gl. (8.55) bereits bekannt

Ru,

u, (t)=Bi(t)= H2+((,UL)Z

wlL
cos(a)t+<pu —arctan? , (8.68)

so dass fiir diesen Vierpol die normierte Darstellung

-2 (828] R - (823] 1 und Ag, =—arctanx (8.69)
i \/HZ +(wL) J1+x°
gilt. Die beiden Approximationen
u, 1 i x<<1 b oL<<R
o, |1/x T ks N wL>>R (8.70)

sind in der doppelt logarithmischen Darstellung wieder Geraden mit dem Schnitt-
punkt bei x = 1 bzw. bei wL = R. Bei der Grenzfrequenz f,, die auch jetzt durch die
Beziehung (8.67) gegeben ist, nimmt das Spannungsverhéltnis wieder den Wert (8.66)
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an und die Phasenverschiebung betrdagt —45°. Bei sehr hohen Frequenzen ist wL >> R
und der Strom wird im Wesentlichen durch die Induktivitdat bestimmt, d.h. er ist um
90° gegeniiber der Eingangsspannung nacheilend. Die in diesem Bereich relativ kleine
Ausgangsspannung ist in Phase zum Strom und daher ebenfalls um 90° nacheilend.

i, 1 0°
W AP e ™
T bar \
0,1 -45°
-60° \
-75°
0,01 -90°
0,01 0,1 1 10 100 0,01 0,1 1 10 100
—» x=wL/R —» x=wL/R

Abbildung 8.25: Amplituden- und Phasengang der Tiefpass-Schaltung

Eingangsspannungen mit Frequenzen unterhalb der Grenzfrequenz werden mit
nahezu unverdnderter Amplitude an den Ausgang weitergeleitet, Spannungen mit
Frequenzen oberhalb der Grenzfrequenz werden geddmpft. Ein Vierpol mit dieser
Eigenschaft wird als Tiefpass bezeichnet.

Zum Abschluss betrachten wir noch einmal die beiden bisherigen Vierpole, in denen
aber jetzt die Induktivitdt durch eine Kapazitét ersetzt werden soll. Wir beginnen mit
der Schaltung in »Abb. 8.26.

—

C
u,(t) R u, (1)
(e, & O

Abbildung 8.26: Frequenzabhangiger Spannungsteiler, RC-Hochpass-Schaltung

Im Gegensatz zu den Beispielen mit den RL-Schaltungen haben wir die zeitabhidngige
Ausgangsspannung bei den RC-Kombinationen noch nicht berechnet. Wahrend wir
bisher die Informationen tiber Amplituden- und Phasengang aus den zeitabhidngigen
Spannungsverldufen entnommen haben, werden wir jetzt entsprechend Gl. (8.60)
lediglich das Verhiltnis der komplexen Amplituden bestimmen. Die Riickkehr in den
Zeitbereich ist zur Berechnung der Frequenzginge nicht erforderlich.

Wegen des in der Masche iiberall gleichen Stromes stehen die Spannungen in dem
gleichen Verhiltnis wie die Impedanzen, an denen sie abfallen. Mit der Spannungs-
teilerregel gilt also
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;_ Z, R joRC _ wRCe™*
Q1 ZH +ZC H+L 1+](1)HC \/1+(ch)2 ejarctaanC
wt (8.71)
— o RC ej(ﬂ/Z—arctaanC) — o RC ejaT51ﬂH wll?C .
./1+((uBC)Z 1+(a)HC)2
Mit der Festlegung
x=wRC (8.72)

gelangen wir zu der normierten Darstellung fiir den Amplitudengang

i o RC X (8.73)

\ i+(erc)  ViEx

|I\'I

=>

Dieser ist identisch zur Gl. (8.64), d.h. die Schaltung in Abb. 8.26 stellt einen Hoch-
pass dar, dessen Grenzfrequenz bei x =1 bzw. bei

f, = De __1 (8.74)
& 2w 2mRC
liegt. Der Phasengang
1 n
Ap, =, —¢p, =arctan—= 27 arctan x (8.75)

ist aber wegen der in Gl. (8.75) angegebenen Umrechnung der arctan-Funktionen
ebenfalls identisch zum Phasengang beim RL-Hochpass nach Gl. (8.64). Die Amplitu-
den- und Phasengédnge der beiden Hochpass-Schaltungen in den Abb. 8.21 und 8.26
haben den gleichen in Abb. 8.23 bereits dargestellten Verlauf. Der einzige Unterschied
besteht in der Bedeutung der Achsenbeschriftung x, die entweder durch die GI. (8.63)
oder durch die Gl. (8.72) festgelegt ist.

u, (1) C u, (1)

o o
Abbildung 8.27: Frequenzabhangiger Spannungsteiler, #C-Tiefpass-Schaltung

Fiir die in »Abb. 8.27 dargestellte Tiefpass-Schaltung gilt fiir das Verhéltnis der kom-
plexen Amplituden

1
u ZC ]a)C 1 1 —jarctan(wRC) , (876]

A = . = e
4 ZptZ; gyl IC HjwRC 14 (0RC)
jw




Wechselspannung und Wechselstrom

358

Auch in diesem Fall nehmen die Frequenzgénge mit Gl. (8.72) die gleiche Form wie
bei der RL-Tiefpass-Schaltung nach GI. (8.69) an

>

~ 1 672 q
i fi+(wrc)’  V1+x

|

und Ag, =—arctanx . (8.77)

Bei der Grenzfrequenz (8.74) gilt wegen x = 1 fiir das Spannungsverhiltnis wieder die
Beziehung (8.66).

Zum Abschluss dieses Kapitels sollen noch einige Bemerkungen im Hinblick auf eine
Realisierung frequenzabhdngiger Spannungsteiler angefiigt werden:

B Vierpole mit gleichem Hochpass- bzw. Tiefpassverhalten konnen offenbar auf
unterschiedliche Weise, z.B. durch RL- oder RC-Kombinationen, realisiert werden.

B Die den Berechnungen zugrunde gelegten Netzwerke stellen nur sehr einfache
Modelle fiir reale Bauelemente dar. Die unterschiedlichen parasitdren Eigenschaf-
ten von Spulen und Kondensatoren miissen aber fiir eine praxisgerechte Auslegung
solcher Vierpolschaltungen berticksichtigt werden.

B Die Impedanzen der eingangs angeschlossenen Spannungsquelle sowie der an den
Ausgang angeschlossenen weiteren Schaltung oder Messapparatur beeinflussen das
Gesamtnetzwerk und miissen in der Praxis ebenfalls beriicksichtigt werden.

8.4 Frequenzkompensierter Spannungsteiler

Die Spannungsteilung mithilfe eines rein ohmschen Netzwerks, wie in Kap. 3.5.1
beschrieben, ist unabhéngig von der Frequenz. In vielen praktischen Fillen besteht
aber einer der beiden Zweipole bereits aus einer RC-Parallelschaltung, so dass die
Spannungsteilung frequenzabhingig wird. In diesen Fillen muss der andere Zweipol
ebenfalls frequenzabhéngig aufgebaut werden, damit das Teilerverhéltnis bei allen
Frequenzen gleich bleibt.

Als konkretes Beispiel betrachten wir die Messanordnung in »Abb. 8.28. Mit einem
Oszilloskop soll eine Spannung u, () gemessen werden, deren Spitzenwert den maxi-
mal zulédssigen Eingangsspannungsbereich des Messgerites iiberschreitet. Zur Span-
nungsteilung wird daher ein Tastkopf verwendet, dessen Impedanz im Folgenden
bestimmt werden soll.

Tastkopf Oszilloskop

u, (t) —— A0

[e; g O

Abbildung 8.28: Realisierung einer frequenzunabhéngigen Spannungsteilung
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Die aus einer RC-Parallelschaltung mit den bekannten Werten Ry und Cj bestehende
Eingangsimpedanz Z, des Oszilloskops

1

R;-
j R
L= oG M (8.78)
- R +L 1+jw R,Cy
E A
joCp

wirkt wie ein Tiefpass. Die Spannung g, wird oberhalb einer Grenzfrequenz entspre-
chend der abnehmenden Impedanz Z, geddmpft. Die geforderte frequenzunabhéngige
Spannungsteilung

4 _ (8.79)

kann nur realisiert werden, wenn die Impedanz des Tastkopfes Z,, oberhalb der Grenz-
frequenz in der gleichen Weise abnimmt. Zu einem ohmschen Vorwiderstand Ry wird
daher ebenfalls eine Kapazitit Cy, parallel geschaltet. Das Spannungsverhiltnis

HE
_Zy 1+jo RyCyy R

E
a, Z,+Z, - R, R, 1+jwR,C;
1+joR.C, 1+jwR,C, * ~Vi1+joR,C,

(8.80)

soll aufgrund der Forderung (8.79) reell und unabhéngig von der Frequenz gleich 1/n
sein. An dem Ausdruck (8.80) ist ohne weitere Umformungen bereits zu erkennen,
dass die Frequenzunabhéngigkeit durch die Forderung

R,C, =R,C, bzw. Bv_GCr (8.81)

R, Gy
erfiillt wird. Die zweite Bestimmungsgleichung fiir die beiden Komponenten des Tast-
kopfes ergibt sich durch Gleichsetzen des infolge der Gl. (8.81) vereinfachten Ausdru-
ckes (8.80) mit der verbleibenden Forderung (8.79)

4__ B 1 o R =(m-1)R und C,=C,/(n-1). (8.82)
u B;+R, n

Durch diese Dimensionierung bleibt die Spannungsteilung auch oberhalb der Grenz-
frequenz des RC-Gliedes am Eingang des Oszilloskops erhalten, allerdings geht der
ohmsche Spannungsteiler in einen kapazitiven Spannungsteiler iiber und die Span-
nungsquelle u,(t) wird bei hoheren Frequenzen wegen der abnehmenden Impedanz

der beiden Kapazitdten zunehmend stdrker belastet.
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8.5 Resonanzerscheinungen

8.5.1 Der Serienschwingkreis

Wir untersuchen jetzt die als Serienschwingkreis (Reihenschwingkreis) bezeichnete
Reihenschaltung aus den drei Komponenten R, L und C der »Abb. 8.29. Unter der Vor-
aussetzung einer mit der konstanten Kreisfrequenz w zeitlich periodischen Quellen-
spannung fithren wir die Rechnung direkt mit den komplexen Amplituden durch.

Abbildung 8.29: Serienschwingkreis

Die Maschengleichung (8.31) fiihrt mit den in der Tab. 8.2 angegebenen Impedanzen
auf die Beziehung

L (831 A A 2 . 1 3 2
u = BR+EL+HCZ(ZH+ZL+ZC)12 H+]wL+ij 1=2i. (8.83)
Die Gesamtimpedanz der Reihenschaltung
1 ) (8:23) .
Z=R+jloL-—| = |z]¢” (8.84)
< oC <

besteht aus dem Wirkwiderstand R und dem Blindwiderstand w L—1/(»C). In der
Exponentialschreibweise (8.23) gelten fiir Scheinwiderstand und Argument die Bezie-
hungen

L_i
- 1 ’ _a) wC  o’LC-1
|Z|— R +|oL - und tang = = . (8.85)
)

R w RC

Legen wir bei der Reihenschaltung die komplexe Amplitude des Stromes als Bezugs-
wert auf die reelle Achse, dann erhalten wir das in der »Abb. 8.30 dargestellte Strom-
Spannungsdiagramm. Da bei der Reihenschaltung alle Komponenten von dem gleichen
Strom durchflossen werden, sind die Phasenbeziehungen bei den Spannungen iden-
tisch zu den Phasenbeziehungen bei den einzelnen Impedanzen. Die Zusammensetzung
der Impedanz Z aus den einzelnen Anteilen nach Gl. (8.84) ist auf der rechten Seite der
Abbildung dargestellt. Die realen Langen der Zeiger hdngen von den Werten der Netz-
werkelemente ab.
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0 i i Re 0 Z

=R

Re

Abbildung 8.30: Serienschwingkreis: Strom-Spannungsdiagramm und Widerstandsdiagramm

Der Phasenwinkel ¢ zwischen Strom und Spannung kann positiv, negativ oder im
Sonderfall w L =1/(wC) auch Null werden. Die Frequenz, bei der dieser Sonderfall
auftritt, wird Resonanzfrequenz f, genannt. Sie berechnet sich nach der Beziehung

(8.86)

1
=0 - w,=2nfy=

1
w,C JLC

w, L—

In Netzwerken mit Induktivitdten und Kapazitdten treten Resonanzerscheinun-
gen auf, wenn der Blindanteil von Impedanz bzw. Admittanz verschwindet.
Quellenstrom und Quellenspannung sind bei der Resonanzfrequenz in Phase.

Im néchsten Schritt wollen wir das Verhalten der Spannungen an den drei Kompo-
nenten etwas ndher untersuchen. Am Widerstand gilt fiir den Betrag der Spannung

| _ |2, . R .
u.

0] 4 = (8.87)
1] ! \/BZ+(wL—1/wC)2

Der Maximalwert dieser Spannung tritt bei der Resonanzfrequenz auf und hat den
gleichen Wert wie die Eingangsspannung.

Fiir die Betrdge der beiden Spannungen an Induktivitdt und Kapazitét erhalten wir

|Qf| = @ - = oL a (8.88)
Ll |Z| \/HZ+(wL—1/wC)Z
beziehungsweise
o] _Jz| A 1 :
el _ - (8.89)
|2| |Z| ” e wC'\/BZ+(wL—1/(cuC))Z !

Von besonderem Interesse sind die Spannungen bei den Frequenzen f— 0, f= f; und
f— . Diese Werte sind in der Tab. 8.3 zusammengestellt.
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Tabelle 8.3

Spannungen an den Komponenten bei ausgewahlten Frequenzen

f=0 f=fo fo

i, 0 i 0

A A1 ~1 |L 2

u; 0 u—ow,L=u—,— u
R R\NC

2 2 ﬁl 1 ﬁl L 0
u — =u—,|—=
te RoC R\C

Nach den Ergebnissen in dieser Tabelle entsprechen die Amplituden der Spannungen
an Induktivitdt und Kapazitét bei der Resonanzfrequenz der mit dem Wert

1 |L
Q= E\/g (8.90)

multiplizierten Amplitude der Quellenspannung. Diesen Wert bezeichnet man als die
Giite des Serienschwingkreises, sein Kehrwert

o], R\/E (8.91)
Q. L

heibt Verlustfaktor oder Dampfung. Da die Giite wesentlich grofer als 1 werden kann,
kann die Spannungsamplitude an Induktivitdt und Kapazitdt ein Vielfaches der Quel-
lenspannung betragen. Wegen dieser Spannungsiiberhohung an den Komponenten
bezeichnet man diese Resonanzerscheinung als Spannungsresonanz.

Die Maximalwerte der beiden Spannungen treten bei den Frequenzen w; = 2xf; bzw.
wc=27xfcauf, die aus der Forderung

da, ! 1 { 2
_=0 = — =
do - L 27\ 2LC — R*C? f”\/

beziehungsweise

da, ! 1 /1 R 1
—£ =90 = ———= /1——d2 it <2 8.93
do - L 2z VLC  2I* J g% dy <2 (8.93)

berechnet werden konnen. Bei groBen Schwingkreisgiiten bzw. kleinen Verlustfakto-
ren fallen diese beiden Frequenzen praktisch mit der Resonanzfrequenz zusammen.
Fiir Q, =4 nimmt der Wurzelausdruck z.B. den Wert 0,984 an. Erst bei noch kleineren
Schwingkreisgiiten nimmt der Abstand zwischen den beiden Frequenzen f; und f;

mit d,<v2  (8.92)

1
1
1-=d’
2
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erkennbar zu. Ein Grenzfall tritt ein bei d, =<2 bzw.Q,=1/+2. In diesem Fall
nimmt die Wurzel in den beiden vorstehenden Gleichungen den Wert Null an und fiir
die beiden Frequenzen ergeben sich die Grenzwerte f, — o und f; = 0. Fiir d, >+/2
bzw. Q, <1/ J2 tritt keine Resonanzerscheinung mehr auf.

Die maximalen Spannungen an den Reaktanzen kénnen aus den Gln. (8.88) und (8.89)
berechnet werden, wobei im Bereich Q, > 1/+2 die Gln. (8.92) und (8.93) einzuset-
zen sind

e = Qs Q > 1
Upmax _ Ucmax _ ds\/l—(ds/z)2 \/1—1/(2QS)2 fir R

u u 1
<
1 =2
Fir Q, > 4 kann die Wurzel ndherungsweise zu 1 gesetzt werden. Der dadurch verur-
sachte Fehler ist kleiner als 1%. Die Spannungsiiberh6hung entspricht dann der
Schwingkreisgiite. In dem gesamten Bereich Q, <1/~/2 nimmt das Ergebnis (8.94)
den Wert 1 an und die an Induktivitdt und Kapazitdt maximal auftretende Spannung

(8.94)

entspricht der Eingangsspannung. Dieses Ergebnis wird in der Abb. 8.37 nochmals
dargestellt. Zusammengefasst gilt die Aussage:

Eine Spannungsiiberh6hung kann beim Reihenschwingkreis nur auftreten, wenn
die Giite grofer als 1/+/2 ist. In dem Bereich Q, <1/ V2 kann die Spannung an
den einzelnen Komponenten maximal den Wert der Eingangsspannung annehmen.

Diskussion des Schwingkreisverhaltens an einem konkreten Zahlenbeispiel

Zum leichteren Verstdndnis betrachten wir einen aus den gegebenen Komponenten
R=4Q, L =1mH und C = 1uF aufgebauten Serienschwingkreis, dessen Verhalten als
Funktion der Frequenz untersucht werden soll. Die Resonanzfrequenz folgt direkt aus
der GI. (8.86)

A 1 1
* 2aJLC 21071070 s

und fiir die Giite erhalten wir

1 /L 1 /1073
- == =7,9. 8.96
Q. R\NC 4V10™° ( )

Betrag und Phase der Impedanz Z kénnen durch Einsetzen der Zahlenwerte in die Gl.
(8.85) berechnet werden. Das Ergebnis ist in »Abb. 8.31 als Funktion der Frequenz
dargestellt. Unterhalb der Resonanzfrequenz iiberwiegt der Einfluss der Kapazitét, der

=~ 5kHz (8.95)

Phasenwinkel ist negativ, bei Frequenzen oberhalb von f; gilt wL > 1/wC und der Pha-
senwinkel wird infolge der dominierenden Induktivitdt positiv.
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Abbildung 8.31: Impedanz des Serienschwingkreises, Betrag und Phase

Betrag und Phase der Admittanz ¥ =1/Z sind in »Abb. 8.32 dargestellt. Der Betrag
der Admittanz ist nach Gl. (8.27) gleich dem Kehrwert des Betrages der Impedanz,
d.h. beim Minimum der Impedanz besitzt die Admittanz ihr Maximum. Die Phasen-
winkel von Impedanz und Admittanz unterscheiden sich lediglich durch das umge-
kehrte Vorzeichen.

0,25 I /\ 90°
0.20 1o Y 600 A

TP I e A
\

0,15
\ / o - >~
0,10 .| kapazitives induktives
N @C-Q 30" Verhalten \ Verhalten |
0,05 o
’ -60
0 § -90°
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
i i
¢ > f/KHz " —» f/kHz

Abbildung 8.32: Admittanz des Serienschwingkreises, Betrag und Phase

Besitzt die Quellenspannung in Abb. 8.29 eine Amplitude 4 =1V, dann ist die Ampli-
tude des Stromes nach Gl. (8.83) durch das Verhiltnis i =1V / |§ | = 1V-|Z| gegeben. Die
Abhingigkeit der Stromamplitude von der Frequenz ist in »Abb. 8.33 dargestellt. Bei vor-
gegebener konstanter, d.h. frequenzunabhiingiger Amplitude der Quellenspannung @ sind
die Verldaufe von Admittanz |X| und Strom ; = | i | als Funktion der Frequenz identisch.

Das Resonanzverhalten ist sehr deutlich an den frequenzabhédngigen Verldufen von
Strom und Spannung zu erkennen. Der Strom verschwindet bei f= 0 infolge der Kapa-
zitdt und fiir f —» o infolge der Induktivitit. Bei der Resonanzfrequenz verschwindet
der Blindwiderstand, d.h. es gilt Z = R und der Strom ist in Phase mit der Quellen-
spannung. Seine Amplitude betréigt i =4/R.
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Abbildung 8.33: Strom- und Spannungsamplituden als Funktion der Frequenz, Qg = 7,9

Die Spannung an der Induktivitdt auf der rechten Seite der Abb. 8.33 verschwindet bei
f=0 (Kurzschluss) und nimmt bei f — « den Wert der Quellenspannung 1V an (Leer-
lauf). Im Gegensatz dazu entspricht die Spannung an der Kapazitdt der Quellenspan-
nung 1V bei f= 0 (Leerlauf). Fiir f — o zeigt die Kapazitdt Kurzschlussverhalten und
die Spannung an C verschwindet (vgl. die Werte in Tab. 8.3).

Bei der Resonanzfrequenz sind die Spannungen an Induktivitit und Kapazitdt betrags-
mébig gleich groB, aber entgegen gerichtet i1, = —i,., d.h. das LC-Netzwerk wird bei der
Resonanzfrequenz zum Kurzschluss und der Strom wird nur durch den ohmschen Wider-
stand R begrenzt. Ein kleiner Widerstand R hat einen grofien Strom 2 zur Folge und damit
auch sehr hohe Spannungen an Induktivitdt und Kapazitdt. In dem betrachteten Zahlen-
beispiel besitzen diese beiden Spannungen etwa den 7,9-fachen Wert der Quellenspan-
nung. Diese Spannungsiiberh6hung ist durch die Schwingkreisgiite festgelegt und muss
bei der Dimensionierung von Schaltungen beriicksichtigt werden (Uberschlag).

Infolge der frequenzabhingigen Impedanz (hoher Leitwert bei der Resonanzfrequenz)
bietet dieser Schwingkreis die Mdoglichkeit, aus einem Gemisch vieler verschiedener
Frequenzen einen bestimmten Frequenzbereich herauszufiltern. Er wird daher auch
als Saugkreis bezeichnet.

Unterhalb der Resonanzfrequenz wird das Verhalten des Serienschwingkreises
durch die Kapazitit bestimmt, oberhalb der Resonanzfrequenz durch die Induktivi-
tdt. Bei der Resonanzfrequenz wird die Impedanz minimal, sie besteht dann nur
aus dem Widerstand. Der Strom nimmt bei f; seinen Maximalwert an (Saugkreis).

An Induktivitdt und Kapazitdat konnen erhebliche Spannungsiiberh6hungen auf-
treten, die sich aus der Multiplikation von Amplitude der Quellenspannung und
Schwingkreisgiite berechnen lassen.
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Um den Einfluss der Giite Q, auf das frequenzabhéngige Verhalten des Serienschwing-
kreises nochmals zu verdeutlichen, betrachten wir die »Abb. 8.34, in der genauso wie
in der Abb. 8.32 die Admittanz nach Betrag und Phase dargestellt ist. Der Wert des
Widerstandes R und das Produkt LC, d.h. die Resonanzfrequenz f; nach Gl. (8.95), sind
gegeniiber dem bisherigen Zahlenbeispiel unverdndert. Allerdings wurde das Verhiltnis
L/C so gewdhlt, dass sich die in der Abbildung angegebenen Giiten Q; einstellen.

0,25 — 90°
-0 | Vo NG
0,20 : | 8
T i/\2 T 30° 2
0,15 1/\2
N e | @
0,10 Hrg a0
0,05 2-5\/ \
: 2 60°
0 / | X\: 90° \ﬁ
o 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
fo —» f/kHz fo —» f/kHz

Abbildung 8.34: Admittanz des Serienschwingkreises bei unterschiedlichen Giiten, aber gleichem Widerstand

Das Resonanzverhalten ist umso stdrker ausgeprégt, je grofer die Schwingkreisgiite
ist. Die Frequenzen in unmittelbarer Ndhe der Resonanzfrequenz werden praktisch
mit unverdnderter Amplitude an den Widerstand weitergeleitet, wiahrend die von f;
weiter entfernt liegenden Frequenzen umso mehr unterdriickt werden, je grofer ihr
Abstand zu f; und je groBer die Schwingkreisgiite ist.

In der »Abb. 8.35 sind nochmals die gleichen Kurven wie in Abb. 8.33 dargestellt,
jetzt aber fiir eine Giite Q, = 2. Die Spannungen an Induktivitidt und Kapazitdt haben
bei der Resonanzfrequenz jetzt nur noch den doppelten Wert der Quellenspannung
und die Verschiebung der Maximalwerte gegeniiber f; entsprechend den Gleichungen
(8.92) und (8.93) ist jetzt auch im Diagramm erkennbar.

0,25
0, =2 0,=2 |ch
0,20 2 N U, —
0,15 L —Uc
A i v T
0,10 1 / \
0,05 Y iy ==
d i
0 : 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
fo —»  f/kHz fo —»  f/kHz

Abbildung 8.35: Strom- und Spannungsamplituden als Funktion der Frequenz, Q, = 2
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Die »Abb. 8.36 zeigt die gleichen Kurven fiir den Grenzfall Q, = 1/ V2 . Die Span-
nungsiiberhchung tritt jetzt nicht mehr auf.

0,25 :
0, - 0 -
0,20 - s T TS oL s
’ 2 2 2
|\/_ L A'\/_ . .
0,15 T A — Uc Up u,
u i i
0,10 1 >*</
0,05
—
0 0
o 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
fo —» f/kHz fo —» f/kHz

Abbildung 8.36: Strom- und Spannungsamplituden als Funktion der Frequenz, Q, = 1/J§

Verallgemeinerte Darstellung des Schwingkreisverhaltens

Ahnlich wie bei den Vierpolschaltungen in Kap. 8.3 wollen wir jetzt eine von den
Werten der Komponenten unabhéngige normierte Darstellung fiir die Kennlinien des

Schwingkreises angeben.

In der »Abb. 8.37 soll zunichst noch einmal die bereits in Gl. (8.94) berechnete, maxi-
male Spannungsiiberhthung an Induktivitdt und Kapazitit als Funktion der Giite darge-
stellt werden. Dieser Kurvenverlauf kann durch zwei Geraden approximiert werden,
deren Schnittpunkt bei Q, =1 liegt. Bei groBen Giiten weicht die Spannungsiiberhéhung
nur noch geringfiigig von dem Wert der Giite ab.
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Abbildung 8.37: Spannungsiiberhéhung in Abhangigkeit von der Giite

Zur Ableitung einer weiteren normierten Kennlinie werden die Impedanz Z nach Gl.
(8.84) auf den Widerstand R und zusétzlich die Kreisfrequenz w durch Erweiterung
der Gleichung mit dem Faktor 1=w,+vLC auf die Resonanzkreisfrequenz w, bezogen

(8.86) (8.90)
1 .1 oL WV LC | @ +iQ, (wi

Z .1 @y
L o14j=|oL-——]| = 14j= - =
R R wC R \w,VLC wC 0

——). (8.97)

w
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Der Ausdruck
(i—&) =v (8.98)

wird als Verstimmung bezeichnet, das Produkt

Qv=2Q (8.99)

als normierte Verstimmung. Bei der Resonanzfrequenz w = w, nimmt die Verstimmung
den Wert 2 (wy) = v (wy) = 0 an. Unterhalb der Resonanzfrequenz wird sie negativ, bei
o =0 gilt £ (0) = v (0) = —~ und oberhalb der Resonanzfrequenz wird sie positiv, bei
= o gilt () =v () =+cw. Die normierte Impedanz ldsst sich damit auf sehr einfa-
che Weise darstellen

Z

R=1+stv=1+jQ, (8.100)

beziehungsweise in der Exponentialschreibweise

Z=|Z|ejw mit |Z|=B 1+92? und tangp=RQ. (8.101)

Die »Abb. 8.38 zeigt die normierte Impedanz nach GI. (8.101), aufgeteilt nach Betrag
und Phase. Der Betrag nimmt bei der Resonanzfrequenz, d.h. bei £2= 0 den Wert 1 an.
Die Funktion ist symmetrisch zu £ = 0 und néahert sich fiir betragsmaBig steigende
Werte €2 jeweils der Winkelhalbierenden |§ | /R= |_Q| . Die Phase ist auf einfache Weise
durch die arctan-Funktion gegeben und durchlduft den Wertebereich —90° < ¢ <+90°.

Q 5 (pgoo o, g
R 4

"
AN / Too “\

2 @y

V2 -45° “
/

0 -90°

-4 2 10 1 2 4 -4 2 10 1 2 4

—» 0 —» O
Abbildung 8.38: Normierte Impedanz als Funktion der normierten Verstimmung

Bei den frequenzabhédngigen Spannungsteilern in Kap. 8.3 haben wir die Frequenz, bei
der Real- und Imaginérteil betragsméafBig gleich groB waren, als Grenzfrequenz bezeich-
net. Nach Gl. (8.100) tritt dieser Fall beim Reihenschwingkreis an den beiden Stellen
2 =+1 ein. Die zugehorigen Kreisfrequenzen lassen sich aus den beiden Forderungen

o (8.99) Q (8.97) 1 L 1 “ , R 1
Sov = Mer-Llom o 2B, 1y 8.102
s R oC CITCTIC (6.102)
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bestimmen und nehmen die Werte

R R? 1
e T e &:-L.F 1+L2 (8.103)
2L 47 LC w, 2Q, 4Q,
und
2 1 1
w2=+£+ H2+i - &=+—+ 1+—2 (8.104)
2L 417 LC W, 2QQ, 4Q,

an. Bei diesen beiden Frequenzen gilt fiir Betrag und Phase der Impedanz

|Z(a)1)| = |§(w2)| =RJ2 und ¢(w,) =-45° bzw. ¢(w,) = +45°. (8.105)

Das aus den beiden Frequenzen gebildete geometrische Mittel entspricht der Reso-
nanzfrequenz
1 2
Wy 0y =T ==y -
Der Abstand zwischen den beiden Frequenzgrenzen f, und f; wird als Bandbreite B
bezeichnet?

(8.106)

1 R (8.86,8.90) fo

= P 2 (8.107)

B=f2—f1 =$(a)z—w1)

8.5.2 Der Parallelschwingkreis

Als zweites Beispiel betrachten wir jetzt den Parallelschwingkreis in »Abb. 8.39. Aus-
gehend von der Knotengleichung (8.32) und den Admittanzen in Tab. 8.2 erhalten wir
die Beziehung

A (8.32) A

A A A 1 A A
I=dp+i, +i,= (ZR +Y, +Zc) u= (_+]'a)_+jwc)g =Yu. (8.108)

Abbildung 8.39: Parallelschwingkreis

Die Admittanz des Gesamtnetzwerkes

1 (8.24) .
Y =G+jloC——| = Y]V (8.109)
Y 3 Y

4  Gelegentlich wird auch die Differenz der Kreisfrequenzen @, — @, als Bandbreite bezeichnet.
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besteht aus dem Wirkleitwert G=1/R und dem Blindleitwert wC - 1/(wL). In der Expo-
nentialschreibweise gelten fiir Scheinleitwert und Argument die Beziehungen

2
|X|=\/GZ+(wC—LL] und tanw=T=wCR—iL. (8.110)
)

Legen wir bei der Parallelschaltung die komplexe Amplitude der Spannung als Bezugs-
wert auf die reelle Achse, dann erhalten wir das in »Abb. 8.40 dargestellte Strom-
Spannungsdiagramm. Da bei der Parallelschaltung die Spannung fiir alle Komponenten
gleich ist, sind die Phasenbeziehungen bei den Strémen identisch zu den Phasenbezie-
hungen bei den einzelnen Admittanzen. Die Zusammensetzung der Admittanz Y aus
den einzelnen Anteilen ist auf der rechten Seite der Abbildung dargestellt.

jIm

\

Re 0 Y, Re

(B 4

Abbildung 8.40: Parallelschwingkreis: Strom-Spannungsdiagramm und Leitwertdiagramm

Eine Resonanzfrequenz tritt auf, wenn der Blindleitwert verschwindet, d.h. es gilt
wieder Y =G bzw. Z = R. Die aus der Gl. (8.109) resultierende Forderung

C E 0 - w,=2xf ! (8.111)
w —_ = = = — .
7w, L ’ ° JLC

liefert dieselbe Bestimmungsgleichung fiir die Resonanzfrequenz wie beim Serien-
schwingkreis.

Die Betrdge der Strome durch die einzelnen Komponenten sind, bezogen auf die Amp-
litude des Eingangsstromes 1, durch die folgenden Beziehungen gegeben:

|§R| |XR| 5 G 5
[2al _ _ , (8.112)
i |Z| oo \/GZ+(wC—1/a)L)Z 1

i |ZL| 2 1 2

Ll _ - , (8.113)
i |Z| ook a)L\/G2+(a)C—1/a)L)2 1

|i6| |ZC| 5 wC )

== = (8.114)
A JG +(0C-1/0L)’ 1

Die Werte dieser Strome bei den Frequenzen f— 0, f=f, und f— o sind in der Tab. 8.4
zusammengestellt.
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Tabelle 8.4

Strome durch die Komponenten bei ausgewahlten Frequenzen

f=0 f=1o foe
i 0 5 0
2 - 1 A |C
i i =IiR,[— 0
0,LG L

i 0 198 _in (O ;

Nach den Ergebnissen in dieser Tabelle entsprechen die Amplituden der Stréme
durch Induktivitdt und Kapazitit bei der Resonanzfrequenz der mit dem Wert

Q,= R /= (8.115)

multiplizierten Amplitude des Eingangsstromes. Diesen Wert bezeichnet man als die
Giite des Parallelschwingkreises, sein Kehrwert

1 1 (L
d = = = 8.116
»~qQ, R\C (6.116)

heiit wieder Verlustfaktor oder Dampfung. Da die Amplitude des Stromes durch
Induktivitdt und Kapazitit um den Faktor Q, gréBer werden kann als die Amplitude
des Eingangsstromes, tritt eine Stromilberhdhung an den Komponenten auf. Diese
Resonanzerscheinung wird daher als Stromresonanz bezeichnet.

Die Maximalwerte der Strome treten bei den Frequenzen w; = 27f; bzw. o= 27f; auf,
die aus der Forderung

di, ! 1 [1 @ [T1 .
—L=0 =— |———=f.1--d? t d, <+/2 8.117
do - 2\ LC 2C? J 2% P 2 )

beziehungsweise
dig 1y fom—2 o p L mit d,<2 (8.118)
do ¢ axNa2LC-Gr [ 1 P '

- d;?
berechnet werden kénnen. Bei grofen Schwingkreisgiiten bzw. kleinen Verlustfakto-
ren fallen diese beiden Frequenzen praktisch mit der Resonanzfrequenz zusammen
(Abb. 8.43). Erst bei kleinen Schwingkreisgiiten im Bereich Qp < 4 nimmt der Abstand
zwischen den beiden Frequenzen f; und f¢ erkennbar zu. In dem Grenzfall d, = V2
bzw. Q, =1/ J2 nimmt die Wurzel in den beiden vorstehenden Gleichungen den Wert
Null an und fiir die beiden Frequenzen ergeben sich die Grenzwerte f; = 0 und f — .
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Unter Einbeziehung der Ergebnisse (8.117) und (8.118) fiir den Bereich Qp >1/2
erhalten wir die maximal durch Induktivitdt und Kapazitit flieBenden Strome

1 Qp 1
e 7 z RNt
LTax _ Crgax — dp\/l—(dp/Z) \/1_1/(2Qp) fiir L (8.119)
i i . Q, SE

Diese Beziehung hat den gleichen Aufbau wie die Gl. (8.94), so dass wir unmittelbar
zu der folgenden Aussage gelangen:

Eine Stromiiberh6hung kann beim Parallelschwingkreis nur auftreten, wenn die
Giite groBer als 1/+/2 ist. In dem Bereich Qp <1/ V2 kann der Strom durch die
einzelnen Komponenten maximal den Wert des Eingangsstromes annehmen.

Die Darstellung der maximal moglichen Stromiiberhéhung als Funktion der Schwing-
kreisgiite (), liefert den gleichen Kurvenverlauf, wie bereits in der Abb. 8.37 fiir die
Spannungsiiberhhung angegeben.

Diskussion des Schwingkreisverhaltens an einem konkreten Zahlenbeispiel

Auch dieser Schwingkreis soll fiir ein Zahlenbeispiel R = 250, L = 1mH und C = 1uF
untersucht werden. Der Widerstand muss jetzt wesentlich grofer sein, da er sonst als Kurz-
schluss wirkt und die Resonanzerscheinungen iiberdeckt. So wie beim Reihenschwing-
kreis ein moglichst kleiner Widerstand eine groBe Giite und damit eine steile Resonanz-
kurve ergibt, so tritt dieser Effekt beim Parallelschwingkreis nur bei einem moglichst
groBen Parallelwiderstand auf. Mit den angegebenen Daten hat dieser Parallelschwingkreis
die gleiche Resonanzfrequenz f, = 5kHz und auch die gleiche Giite (), = 7,9 wie der Seri-
enschwingkreis im vorhergehenden Kapitel. Die entsprechenden Diagramme der beiden
Schaltungen kénnen also unmittelbar miteinander verglichen werden.

250 90°
] ”
200 11 2| 60° \
@C Q Q T 30°
150
N\ ot
100 @z _30°|_induktives kapazitives |
\\ Q Verhalten \ Verhalten
50 o
-60
0 : -90°
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
f f
" —» f/kHz  —» f/kHz

Abbildung 8.41: Impedanz des Parallelschwingkreises, Betrag und Phase
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8.5 Resonanzerscheinungen

Die »-Abb. 8.41 zeigt die Impedanz Z =1/Y nach Betrag und Phase. Unterhalb der
Resonanzfrequenz flieBt fast der gesamte Strom durch die Induktivitdt, der Phasen-
winkel ist positiv und die Spannung eilt dem Strom vor. Fiir f — 0 geht die Impedanz
nach 0 (Kurzschluss infolge L). Bei Frequenzen oberhalb von f gilt 1/wC < wL und der
Phasenwinkel wird infolge der dominierenden Kapazitdt negativ. Fiir f — c geht die
Impedanz ebenfalls nach 0 (Kurzschluss infolge C). Bei der Resonanzfrequenz f, ver-
hilt sich die Parallelschaltung aus L und C wie ein Leerlauf, die Impedanz besteht
allein aus dem Parallelwiderstand R.

0,15 T 90° —
1 v //_
0 60°
oL [
0,10 | 30°
§< Yo | @ Cc-Q 0° - >
o |__induktives kapazitives |
0,05 ><>< / -30 Verhalten / Verhalten
T e
0 : -90°
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
I
 —» f/kHz fo _y f/kHz

Abbildung 8.42: Admittanz des Parallelschwingkreises, Betrag und Phase

Betrag und Phase der Admittanz Y =1/Z sind in »Abb. 8.42 dargestellt. Ein Ver-
gleich der Ergebnisse der beiden Schwingkreise zeigt, dass jeweils die Impedanz des
einen und die Admittanz des anderen Resonanzkreises das gleiche frequenzabhéngige
Verhalten aufweisen.

Zum Abschluss betrachten wir noch die Spannung und die Strome fiir den Fall, dass
der Parallelschwingkreis an eine Stromquelle mit verdnderlicher Frequenz, aber kons-
tanter Amplitude i =1A angeschlossen ist.

250 /\ 8
200 i /\
%k 6 ’
150 -
/\ 4 = L
100 L &
N oL/ ,
50
—
o 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
Jo —» f/kHz Jo —»  f/kHz

Abbildung 8.43: Strom- und Spannungsamplituden als Funktion der Frequenz, i=1A = const
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Die Spannung an der Parallelschaltung verschwindet bei f= 0 infolge der Induktivitat
und fiir f — o infolge der Kapazitit. Bei der Resonanzfrequenz verschwindet der
Blindwiderstand, d.h. es gilt Y =G und die Spannung ist in Phase mit dem Quellen-
strom. Thre Amplitude betrigt &= Rj .

Die Betrdage der komplexen Amplituden der Strome sind auf der rechten Seite der
»Abb. 8.43 dargestellt. Bei kleiner Frequenz f — 0 wird der gesamte Strom von der
Induktivitédt {ibernommen, bei sehr hoher Frequenz f — o« von der Kapazitdt. Obwohl
der gesamte Quellenstrom bei Resonanz durch den Widerstand flieBit, verschwinden
die Strome durch Induktivitdt und Kapazitdt nicht. Sie sind entgegengesetzt gleich
groB iL = —zc und nehmen bei dem zugrunde gelegten Zahlenbeispiel den 7,9-fachen
Wert des Quellenstromes an. Diese Stromiiberh6hung kann entsprechend den in der
Tab. 8.4 angegebenen Formeln aus dem Produkt von Eingangsstromamplitude und
Schwingkreisgiite berechnet werden.

Dieser Schwingkreis bietet bei einem Gemisch von vielen verschiedenen Frequenzen
fiir einen bestimmten Frequenzbereich einen sehr hohen Widerstand (vgl. Abb. 8.41).
Da diese Frequenzen nicht durchgelassen werden, wird dieser Schwingkreis auch als
Sperrkreis bezeichnet.

Unterhalb der Resonanzfrequenz wird das Verhalten des Parallelschwingkreises
durch die Induktivitdt bestimmt, oberhalb der Resonanzfrequenz durch die Kapa-
zitdt. Bei der Resonanzfrequenz wird die Impedanz maximal. Sie entspricht dann
dem Wert des Parallelwiderstandes und der Strom nimmt seinen Minimalwert an
(Sperrkreis).

An Induktivitdt und Kapazitdt kénnen erhebliche Stromiiberh6hungen auftreten,
die sich aus der Multiplikation von Amplitude des Quellenstromes und Schwing-
kreisgiite berechnen lassen.

Verallgemeinerte Darstellung des Schwingkreisverhaltens

Zur Ableitung der von den Werten der Komponenten unabhéngigen normierten Darstel-
lung fiir die Kennlinien des Parallelschwingkreises wird jetzt von der Admittanz in Gl.
(8.109) ausgegangen, fiir die die nachfolgende Darstellung angegeben werden kann

Y 1 1 ) (111 1 C LG ) (8115)
Y_... (a)C— ) . ( wC o )z 1+iQp[w w,

BRI DU - ———01. (8.120
oL ) 0w, LC oL w, a)) ( )

G
Mit der in Gl. (8.98) definierten Verstimmung v und der normierten Verstimmung £
als das Produkt von Schwingkreisgiite und Verstimmung

Q=2 (8.121)

kann die normierte Admittanz in der gleichen Form wie die Impedanz beim Serien-
schwingkreis in Gl. (8.100) dargestellt werden



8.6 Wechselstrom-Messbriicken

Q=

=1+jQ,v=1+j£2. (8.122)
Die Kurvenverlédufe fiir Betrag und Phase sind die gleichen wie in Abb. 8.38, mit dem

einzigen Unterschied, dass die Ordinatenbezeichnungen jetzt |Z|/G und y lauten. Die
Grenzfrequenzen werden aus der Gleichung

1 1
.Q:—[wC——]:J_rl (8.123)
bestimmt und nehmen die Werte
G G 1 w, 1 1

- f— > =t 1+— (8.124)
=T aer T e w,  2Q, aQ,’

G G 1 1 1
0, =t —t, gt - Leoy + 1+— (8.125)
2C Vac*  LC w,  2Q, 4Q,

an. Bei diesen beiden Frequenzen gilt fiir Betrag und Phase der Admittanz

und

[Y(0,)=]Y(@,)|=Gv2 und y,)=-45° bzw. ylw,)=+45°.  (8.126)

Das aus den beiden Frequenzen gebildete geometrische Mittel entspricht wieder der
Resonanzfrequenz

1
E=woz (8.127)

und die Bandbreite ist beim Parallelschwingkreis durch die folgende zur Gl. (8.107)
analoge Beziehung gegeben

W, W, =

1 1 G (8.111,8.115) f
Bzfz_ﬁzﬁ(wz_wl)zgz = Q_O- (8.128)
P

8.6 Wechselstrom-Messbriicken

Eine in der Messtechnik hédufig eingesetzte Schaltung ist die Wechselstrom-Messbrii-
cke nach »Abb. 8.44. Das grundlegende Prinzip haben wir bereits in Beispiel 3.3 ken-
nen gelernt. Wir werden diese Schaltung jetzt dahingehend verallgemeinern, dass die
Gleichspannungsquelle in Abb. 3.19 durch eine Wechselspannungsquelle und die
ohmschen Widerstdnde R, bis R, durch die Impedanzen Z, bis Z, ersetzt werden.

Im abgeglichenen Zustand der Briicke zeigt das zwischen den Punkten P, und P,
angeschlossene Voltmeter keine Spannung. Da in diesem Zustand auch kein Strom
durch das Messinstrument flieB3t, spielt der in der Praxis endliche Widerstand des
Messinstruments beim Abgleich keine Rolle.
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Die Voraussetzung fiir den Abgleich ist, dass die Spannungsteilung zwischen Z, und
Z, im linken Briickenzweig gleich ist zur Spannungsteilung zwischen Z, und Z,
im rechten Briickenzweig. Fiir die Impedanzen muss also gelten

Z, — Z, oder Z, — Z, oder é=é (8.129)
Z,+Z, Z,vZ, Z,t4, Z,tZ, Z, Z

2 —4

Diese Bedingungen sind alle gleichwertig, wie sich durch einfache Kehrwertbildung
bei den ersten beiden Gleichungen leicht tiberpriifen ldsst.

Abbildung 8.44: Briickenschaltung

Die Produkte der jeweils diagonal gegeniiberliegenden Impedanzen miissen also
gleich sein. Diese komplexe Gleichung

Z.Z,=2,Z, (8.130)

kann in zwei unabhéingige reelle Gleichungen zerlegt werden, indem wir entweder die
Realteile und die Imaginérteile getrennt voneinander betrachten oder alternativ die
Betrdge und die Argumente.

In der Praxis werden oft zwei der Impedanzen als ohmsche Widerstinde ausgefiihrt,
wodurch sich die Gl. (8.130) wesentlich vereinfacht. Im Folgenden werden wir zwei
unterschiedliche Fille etwas genauer untersuchen.

8.6.1 Die Wien-Briicke

Wir beginnen mit dem Fall, dass die beiden Impedanzen in einem Lidngszweig rein
ohmsche Widerstinde sind, zB. Z, =R, und Z, =R,. Fir die Argumente in GL
(8.130) muss dann ¢, = ¢, gelten, d.h. die Impedanzen Z, und Z, miissen vom glei-
chen Typ sein, entweder sind beide kapazitiv oder beide induktiv. Der Sonderfall,
dass Z, und Z, ohmsche Widerstédnde sind, soll hier nicht wiederholt werden.



8.6 Wechselstrom-Messbriicken

Betrachten wir zunéchst den Fall, dass die beiden Impedanzen Z und Z, aus der
Reihenschaltung von einer Kapazitdt und einem Widerstand bestehen. Mit

Z, =R+ und Z, =R, + 8.131
=T eg =272 500, ( )

nimmt die Gl. (8.130) die folgende Form an
RR, + ,B‘* =RB,R, +- By , (8.132)

joC; joCy

aus der wir unmittelbar durch Vergleich der Real- bzw. Imaginérteile die beiden von
der Frequenz unabhéngigen Bedingungen

B_R 4 G_R (8.133)
HZ R4 Cl B4

erhalten. Diese beiden Forderungen lassen sich nicht gleichzeitig durch Verdndern
des Widerstandsverhéltnisses R3/R, erfiillen. Wird durch entsprechende Einstellung
von R; und R, die zweite Bedingung erfiillt, dann muss zusitzlich einer der Wider-
stdnde R, oder R, so eingestellt werden, dass auch die erste der beiden Bedingungen
erfiillt ist.

In Kap. 8.2.5 haben wir bereits gesehen, dass die Umrechnung einer RC-Reihenschal-
tung in eine RC-Parallelschaltung nur fiir eine Frequenz gilt. Verwenden wir also fiir
die Impedanz Z, die Parallelschaltung, dann muss der Briickenabgleich frequenz-
abhéngig werden. Die entsprechende Schaltung ist in » Abb. 8.45 dargestellt.

Abbildung 8.45: Die Wien-Briicke

Aus der Abgleichbedingung (8.130) folgt nach einfacher Umstellung die Beziehung

1 )1 R
Z,Y, =7 - R+——||=—+joC,|==>. (8.134)
=172 R, joC, \ R, R,
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Die getrennte Betrachtung von Real- und Imaginarteil fiihrt auf die beiden Bedingungen

k. .G_HR (8.135a)
Hz C1 B4
und
»’C,C,RR,=1. (8.135b)

Die Bedingung (8.135a) kann mit dem Verhiltnis R3/R, und die Bedingung (8.135b)
durch Wahl der Frequenz erfiillt werden. Fasst man die beiden RC-Netzwerke als
Modelle verlustbehafteter Kondensatoren auf, dann kénnen die Werte fiir einen ver-
lustbehafteten Kondensator auf diese Weise bestimmt werden, sofern die Werte fiir
den anderen Kondensator bereits bekannt sind.

Andererseits ldsst sich die Wien-Briicke wegen der Bedingung (8.135b) auch zur Mes-
sung der Frequenz verwenden. Fiir die praktische Durchfiihrung der Messungen ist es
vorteilhaft, wenn die beiden Abgleichbedingungen unabhingig voneinander eingestellt
werden kénnen und nicht durch Andern eines Parameters beide Bedingungen gleichzei-
tig beeinflusst werden. Legen wir fiir die Frequenzmessung in den Kondensatorzweigen
gleiche Werte R; = R, = R und C; = C, = C zugrunde, dann folgen aus der Gl. (8.135) die
beiden Bedingungen

R,=2R, (8.136a)

und

1
=2nf=——. 8.136b
w=2mf=—- (5.136b)
Mit den gleichen Werten C und dem fest eingestellten Verhdltnis (8.136a) gentigt es
also, die beiden Widerstdnde R; = R, = R gleichzeitig und in der gleichen Weise zu
verdndern, um den Abgleich herzustellen. In der Praxis lédsst sich das z.B. durch ein
Doppelpotentiometer mit gemeinsamer Drehachse auf einfache Weise realisieren.

8.6.2 Die Maxwell-Wien-Briicke

In diesem zweiten Fall sei angenommen, dass zwei diagonal gegeniiberliegende Impe-
danzen ohmsche Widerstinde sind, z.B. Z,=R, und Z,=R,. Die Betrachtung der
Argumente in Gl. (8.130) fithrt auf die Beziehung ¢4 + ¢4, = 0, d.h. eine der beiden
Impedanzen Z, und Z, muss kapazitiv und die andere induktiv sein. Eine mogliche
Ausfithrungsform ist in »Abb. 8.46 dargestellt.



8.7 Ortskurven

Abbildung 8.46: Die Maxwell-Wien-Briicke

Diese Briickenschaltung wird zur Messung einer verlustbehafteten Induktivitét einge-
setzt. Nach einer Umstellung der Gl. (8.130) erhalten wir den Zusammenhang
R +joL,

Zi_py. S _=R(
R =4 R s
2 2

1 .
B—4+]wC4]. (8.137)

Aus dem Vergleich der Real- bzw. Imaginérteile folgen die Ergebnisse

_ BB,

4

R, und L, =R,RC,, (8.138)

die von der Frequenz der Quellenspannung unabhingig sind.

8.7 Ortskurven

In der Netzwerkanalyse steht oft die Frage im Vordergrund, wie die Strom- und Span-
nungsverldufe und als Konsequenz davon auch die Verluste beeinflusst werden, wenn
sich einzelne Schaltungsparameter wie z.B. die Werte der Komponenten oder die Fre-
quenz dndern.

Eine Mdglichkeit zur Darstellung derartiger Zusammenhénge haben wir bereits in den
vorangegangenen Kapiteln kennen gelernt. In Abb. 8.31 ist z.B. die Impedanz Z des
Serienschwingkreises in zwei separaten Diagrammen, aufgeteilt nach Betrag und
Phase, als Funktion der Frequenz dargestellt. Ebenso kann die komplexe Grofie Z,
aufgeteilt nach Real- und Imaginirteil, als Funktion der Frequenz dargestellt werden.
Eine weitere Moglichkeit, einen schnellen Uberblick iiber das Verhalten einer Schal-
tung als Folge von Parametervariationen zu erhalten, bietet die so genannte Ortskurve.

Fiir eine bestimmte Frequenz kann man den komplexen Wert Z in der komplexen
Ebene durch einen Zeiger darstellen. Dieser enthilt sowohl die Information iiber die
Amplitude als auch iiber die Phase bei dieser Frequenz. Andert man nun die Frequenz
um einen bestimmten Wert, dann werden sich im allgemeinen Fall auch Amplitude
und Phase des zugehorigen Zeigers dndern, seine Spitze liegt dann an einer anderen
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Stelle in der komplexen Ebene. Bei einer kontinuierlichen Anderung der Frequenz
wird sich die Spitze des Zeigers auf einer Kurve in der komplexen Ebene bewegen.
Diese Kurve wird als Ortskurve bezeichnet.

Unter einer Ortskurve in der komplexen Ebene versteht man den geometrischen
Ort der Endpunkte aller Zeiger, die von einem reellen Parameter abhédngen.

Als Ortskurven lassen sich Impedanzen, Admittanzen, Strome oder auch Spannungen
darstellen. Man kann an ihnen sowohl den Amplitudengang als auch den Phasengang
ablesen und zwar als Funktion der Frequenz oder auch eines beliebig gewéahlten ande-
ren Parameters.

8.7.1 Ortskurve fiir die Impedanz einer RL-Reihenschaltung

Betrachten wir als erstes Beispiel die Impedanz der Reihenschaltung aus einem verén-
derbaren Widerstand und einer Induktivitdt nach »Abb. 8.47. Die Impedanz dieses
Netzwerks

. wl
jarctan——

Z=R+joL=R+(wL) e 7 (8.139)

ist bereits im Widerstandsdiagramm 8.16 dargestellt. Bei einer Anderung des Widerstan-
des R dndert sich lediglich der Wirkwiderstand von Z, der Blindwiderstand bleibt kons-
tant. Als Ortskurve erhalten wir eine Gerade, die parallel zur reellen Achse verlauft.

R i i jIm 4
. . joly
)| u joL

Abbildung 8.47: R/-Reihenschaltung mit Ortskurve fiir variablen Widerstand

Ist dagegen die Induktivitdt L variabel, dann dndert sich nur der Blindwiderstand und
die Ortskurve verlduft entsprechend »Abb. 8.48a parallel zur imagindren Achse. Als
dritte Moglichkeit 1dsst sich die Impedanz auch als Funktion der Frequenz darstellen. In
diesem Fall dndert sich ebenfalls nur der Blindwiderstand und die zugehérige Ortskurve
entspricht dem Teilbild a mit entsprechend geénderter Skalierung (» Abb. 8.48b).
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Da sich in dem betrachteten Beispiel entweder nur der Realteil oder nur der Imaginér-
teil andert, erhélt man Ortskurven, die parallel zu einer der beiden Achsen verlaufen.
Im allgemeinen Fall werden sie jedoch einen wesentlich komplizierteren Verlauf in
der komplexen Ebene aufweisen. Die Ortskurve fiir eine Impedanz oder eine Admit-
tanz kann aber nur im ersten und vierten Quadranten der komplexen Ebene liegen, da
der Wirkwiderstand einer passiven Schaltung nicht negativ werden kann.

jIm

@l jot

0 0
R R

R R

a D ¢

Abbildung 8.48: R/-Reihenschaltung mit Ortskurve fiir variable Reaktanz

Im néchsten Schritt wollen wir uns die Ortskurve fiir die Spannung 0 herleiten, wenn
der Strom durch die Schaltung konstant gehalten wird. In diesem Fall wird der Ver-
lauf des Spannungszeigers fiir die sich &ndernde Impedanz Z in der komplexen Ebene
dargestellt. Legt man den Strom so wie in Abb. 8.16 auf die reelle Achse, dann folgt
wegen I =i aus dem Ohm'schen Gesetz der Zusammenhang U= Z1 = Z1 , d.h. die
Ortskurve fiir die Spannung ist bis auf den Faktor i identisch mit der Ortskurve fiir die
Impedanz. Die in Kap. 8.2.4 festgestellte Proportionalitdt zwischen Spannungs- und
Widerstandsdiagramm bei einer Reihenschaltung bleibt auch erhalten, wenn die Zei-
ger als Funktion einer Variablen in der komplexen Ebene dargestellt werden, d.h. die
Proportionalitat gilt auch fiir die Ortskurven.

Bei einer Reihenschaltung stimmen bei konstantem Strom die Ortskurven fiir die
Spannung und fiir die Impedanz bis auf einen Skalierungsfaktor tiberein.

Analog gilt: Bei einer Parallelschaltung stimmen bei konstanter Spannung die
Ortskurven fiir den Strom und fiir die Admittanz bis auf einen Skalierungsfaktor
iiberein.

8.7.2 Umrechnung zwischen Impedanz und Admittanz

Bei der Ortskurvenberechnung von Zweipolnetzwerken miissen je nach Zusammen-
schaltung der Komponenten immer wieder Umrechnungen zwischen Impedanz und
Admittanz vorgenommen werden. Dieser Vorgang wird allgemein als Inversion
bezeichnet und kann rein formelmé&Big mit den Beziehungen (8.25) bis (8.27) durchge-
fithrt werden. Wir werden aber zeigen, dass der Kehrwert auch auf sehr einfache
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Weise grafisch ermittelt werden kann. Dabei lernen wir zwei Verfahren kennen, mit
deren Hilfe die Inversion zunéchst fiir einen festen Zeiger demonstriert werden soll.
Mit dieser Vorgehensweise wird dann anschliefend die komplette Ortskurve fiir die
Admittanz Y =1/Z ermittelt. Wir werden die beiden Verfahren am Beispiel der bis-
her betrachteten RL-Reihenschaltung vorstellen.

Bei der Inversion einer Ortskurve dndert sich notwendigerweise auch deren Dimen-
sion. Fir die Darstellung wahlt man im Allgemeinen zwei unabhdngige Diagramme
mit den jeweiligen Einheiten, z.B. Q fiir die Widerstandsebene und 1/ fiir die Leit-
wertebene.

Erstes Verfahren:

Ausgangspunkt ist eine Impedanz Z = R+jX , deren Imaginérteil X positiv oder auch
negativ sein kann. Zur Bestimmung der Admittanz werden die folgenden in der
»Abb. 8.49 dargestellten Schritte durchgefiihrt:

B Die Einzeladmittanzen von Wirkkomponente 1/R und Blindkomponente 1/(jX) = —j/X
werden entlang der beiden Achsen aufgetragen und ihre Enden miteinander ver-
bunden.

B Die gesuchte Admittanz entspricht einem Zeiger, der ausgehend vom Ursprung
senkrecht auf die eingezeichnete Hypotenuse fillt.

jIlm A Z=R+jX jlm A
Q 4 1/Q +
1/R
Re Re
1 Q —j 1/Q
X : 1
G+jB=—
T Z
Widerstandsebene Leitwertebene

Abbildung 8.49: Erstes Verfahren zur Ermittlung des Kehrwertes einer komplexen Zahl

Der Beweis fiir die Richtigkeit dieser Vorgehensweise wird in Anhang F.1 erbracht. Es
spielt keine Rolle, ob wir ausgehend von Z den Kehrwert 1/Z =Y, oder ausgehend
von Y den Kehrwert 1/Y =Z bestimmen. Die durchzufiihrenden Schritte sind
immer gleich.
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Beispiel 8.3: Reihen-Parallel-Umwandlung

Eine RL-Reihenschaltung bestehe aus den Komponenten R, = 0,5Q und L, = 1,25mH.

Bei der Kreisfrequenz w = 1000s™ entspricht die Impedanz Z =0,5Q+j1,25Q
dem in Abb. 8.49 dargestellten Wert (Skalierung 0,5/div). Welche Werte besitzen
die Komponenten R, und L, der &quivalenten Parallelschaltung?

Mit den Gleichungen in Abb. 8.18 ergeben sich auf rechnerischem Wege die Zah-
lenwerte R,=3,625Q und L,=1,45mH. Die Admittanz der aus diesen Komponen-
ten aufgebauten Parallelschaltung Y =G+jB =0,276/Q—j 0,69/Q entspricht
dem in der Abb. 8.49 ermittelten Zeiger.

N J

Zweites Verfahren:

Zur Demonstration dieses Verfahrens wihlen wir wieder die gleiche Impedanz Z aus
Abb. 8.49. Im Gegensatz zu dem ersten Verfahren, bei dem zumindest die Kehrwerte
von Real- und Imaginérteil der Ausgangsgrofe rechnerisch bestimmt werden mussten,
handelt es sich bei diesem 2. Verfahren um eine rein grafische Methode, bei der die in
der »Abb. 8.50a dargestellten Schritte durchzufiihren sind:

B Um den Ursprung wird ein Kreis mit dem Radius r =1 geschlagen (die Skalierung
ist die gleiche wie bei der Ausgangsgrofie Z ).
B Von dem Ausgangspunkt Z werden zwei Tangenten an den Einheitskreis gezeich-

net und die Berithrungspunkte P miteinander verbunden.

B Diese Verbindungslinie schneidet den Zeiger Z unter einem rechten Winkel an der
Stelle Y'. Die Spiegelung dieses Schnittpunktes an der reellen Achse entspricht
dem gesuchten Kehrwert Y.

P P

Z*
i P T /212 (%P
i
i / Re Re
i
| 4
I Y:i
- Z

.—/ -

Abbildung 8.50: Zweites Verfahren zur Ermittlung des Kehrwertes einer komplexen Zahl
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In dem Sonderfall |§| =1 liegt der Punkt bereits auf dem Einheitskreis und es gilt
Y  =Z . In diesem Fall verbleibt nur die Spiegelung an der reellen Achse.

Liegt der Ausgangspunkt Z innerhalb des Einheitskreises, dann kénnen die einzel-
nen Schritte in der umgekehrten Reihenfolge durchgefiihrt werden. (Es sei dem Leser
iiberlassen, den Wert Y in Abb. 8.50a als Startwert zu nehmen und dessen Kehrwert
Z zu ermitteln).

Die Bestimmung der Beriihrungspunkte P zwischen Einheitskreis und Tangenten ist
auf zeichnerischem Wege ungenau. Alternativ konnen diese Punkte, so wie in »Abb.
8.50b dargestellt, als Schnittpunkte des Einheitskreises mit einem weiteren Kreis vom
Radius |§| /2 gefunden werden, der um den Mittelpunkt Z /2 geschlagen wird. Die
Richtigkeit dieser Vorgehensweise wird in Anhang F.2 bewiesen.

8.7.3 Ortskurve fiir die Admittanz einer RL-Reihenschaltung
Wir wollen jetzt die Ortskurve fiir die Admittanz Y =1/Z der RL-Reihenschaltung

ermitteln, wobei zundchst wieder der Fall des variablen Widerstandes betrachtet wer-
den soll. Die Aufgabe besteht also darin, die Ortskurve der Abb. 8.47 zu invertieren.
Dies kann auf einfache Weise dadurch geschehen, dass die einzelnen Punkte der Orts-
kurve mit dem ersten Verfahren invertiert und die einzelnen Inversionspunkte mitein-
ander verbunden werden. Das Ergebnis ist in »Abb. 8.51 dargestellt und liefert einen

Halbkreis mit den beiden Endpunkten Y =1/jwL fir RB=0und Y =0 fiir R — .

Y(R) ij%

“R=0
Abbildung 8.51: Ortskurve fiir die Admittanz der R/-Reihenschaltung fir variablen Widerstand

Im néchsten Schritt invertieren wir die Ortskurven in Abb. 8.48. Mit der gleichen Vorge-
hensweise erhalten wir die Ortskurve der Admittanz der RL-Reihenschaltung fiir den
Fall einer variablen Reaktanz. Die »Abb. 8.52 zeigt die Inversion fiir die Ortskurve aus
dem Teilbild b der Abb. 8.48, bei dem die Frequenz variiert wurde. Auch in diesem Fall
erhalten wir einen Halbkreis mit den beiden Endpunkten Y =1/R firo=0und Y =0
fiir  — oo,
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R jlm
o —1 G=1/R

Y(w) joL §

1

jo L

Abbildung 8.52: Ortskurve fiir die Admittanz der #/-Reihenschaltung fiir variable Frequenz

8.7.4 Allgemeine GesetzmaBigkeiten bei der Inversion
von Ortskurven

Aus den betrachteten Beispielen ist zu erkennen, dass die punktweise Inversion einer
Ortskurve unter Umstdnden sehr mithsam sein kann. Andererseits sind aber bei der
Inversion der Geraden neue Ortskurven entstanden, deren geometrische Form (Kreis
bzw. Halbkreis) bereits durch wenige Angaben wie z.B. die Lage des Kreismittelpunk-
tes und den Kreisradius (und eventuell noch Anfangs- und Endpunkt bei einem Kreis-
ausschnitt) vollstdndig beschrieben werden kann. Es stellt sich daher die Frage nach
allgemein giiltigen Zusammenhédngen bei der Inversion von Ortskurven, die diesen
Vorgang vereinfachen.

Die folgenden GesetzmaéBigkeiten sind in den Kap. F.3 bis F.5 im Anhang bewiesen:

EN Eine Gerade, die durch den Ursprung geht, wird wieder in eine Gerade in-
vertiert, die ebenfalls durch den Ursprung geht.

FA Eine Gerade, die sich beidseitig nach Unendlich erstreckt und nicht durch
den Ursprung geht, wird in einen Kreis invertiert, der durch den Ursprung
geht (und umgekehrt). Erstreckt sich die Gerade nicht beidseitig nach Unend-
lich, dann liefert die Inversion auch nur den zugehdrigen Teil des Kreises.

EM Ein Kreis, der nicht durch den Ursprung geht, wird wieder in einen Kreis in-
vertiert.
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8.7.5 Ortskurven bei komplizierteren Netzwerken

Zur Erstellung einer Ortskurve bei komplizierteren Netzwerken geht man iiblicher-
weise so vor, dass die bereits bekannten Ortskurven fiir Teilnetzwerke punktweise,
d.h. bei jeweils gleichen Parametern, addiert werden. Als Beispiel soll die Ortskurve
fiir die Impedanz des Netzwerks in » Abb. 8.53 bei verdnderlicher Frequenz dargestellt

werden.
o
R
Z(w) —
¢ L
o

Abbildung 8.53: Resonantes Netzwerk

Wegen der Parallelschaltung der beiden aus der Kapazitdt C und aus der RL-Reihen-
schaltung bestehenden Zweipole miissen die beiden Admittanzen addiert werden

Y =joC (8.140)

.

R+jo L
Die Ortskurve der Admittanz joC beginnt im Ursprung und verlduft entlang der positi-
ven, imagindren Achse. Addiert man diese zu dem in der unteren Halbebene liegenden
Halbkreis nach Abb. 8.52, dann erhélt man beispielsweise den qualitativen Kurvenver-
lauf auf der rechten Seite der »Abb. 8.54. Der exakte Verlauf hdngt zwar von den Werten
R, L und C ab, an dem prinzipiellen Verlauf kann man aber bereits erkennen, dass eine
Resonanzfrequenz w, existiert, bei der der Phasenwinkel Null wird, d.h. der Imaginér-
teil von Admittanz und Impedanz verschwindet.

jIm 4 jlm 4

Abbildung 8.54: Konstruktion der Ortskurve fiir die Admittanz

Bei den Resonanzerscheinungen in Kap. 8.5 haben wir festgestellt, dass die Giite des
Schwingkreises grofen Einfluss auf das Resonanzverhalten hat. Wird die Giite zu
klein, dann verschwindet die Resonanz vollig und es tritt z.B. keine Strom- oder Span-
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nungsiiberhéhung an den Komponenten mehr auf. In diesem Fall darf in der resultie-
renden Ortskurve der Schnittpunkt mit der reellen Achse bei w, ebenfalls nicht mehr
auftreten, d.h. an der Ortskurve muss zu erkennen sein, ob das Netzwerk eine Reso-
nanzfrequenz besitzt oder nicht.

Der Schnittpunkt mit der reellen Achse tritt aber genau dann nicht mehr auf, wenn
die Ortskurve, die immer fiir o = 0 an der Stelle 1/R auf der reellen Achse beginnt und
sich fiir @ — « der positiven imagindren Achse asymptotisch nédhert, ausschlieBlich
durch den ersten Quadranten verlduft. Fiir die beiden Teiladmittanzen bedeutet das,
dass bei einer Erhéhung der Frequenz, ausgehend von w = 0, der Beitrag der Kapazitét
schneller in Richtung positiver Imaginérteile als die kreisférmige Ortskurve infolge
der RL-Reihenschaltung in Richtung negativer Imaginérteile anwéchst. In diesem Fall
wird die Ortskurve, beginnend bei 1/R, senkrecht zur reellen Achse direkt in Richtung
des ersten Quadranten verlaufen. Der Grenzfall zwischen dieser Situation und dem in
Abb. 8.54 dargestellten Fall besteht darin, dass der Zuwachs der beiden Teiladmittan-
zen in Richtung positiver bzw. negativer Imaginérteile bei wachsendem o gleich
schnell erfolgt. Die Ortskurve fiir die Gesamtadmittanz wird in diesem Fall zunéchst
parallel zur reellen Achse verlaufen, bevor sie in den ersten Quadranten eintritt.

Zum leichteren Verstdndnis wollen wir die Ortskurven fiir die drei Falle fiir ein kon-
kretes Zahlenbeispiel darstellen. Zundchst bendtigen wir aber den Widerstandswert
fiir den Grenzfall. Wird die Admittanz (8.140) durch die konjugiert komplexe Erweite-
rung in der Form

1 R—iwlL R
Y=joCt———=joC+——I22 = _+ijw|C
R+joL R*+(oLl)” R'+(wL)

L] (8141
R*+(wL)

geschrieben, dann ldsst sich die Resonanzfrequenz aus der Forderung nach dem Ver-
schwinden des Imaginarteils berechnen. Es muss also gelten:

1 L

L=C[HZ+(%L)Z] bzw. 0y =7 E—Rz. (8.142)

Die Wurzel besitzt nur eine reelle Losung, falls L/C > R? ist. Wir erhalten somit die
drei moglichen Fille

EM L/C>R? Resonanzfrequenz bei w, nach Gl. (8.142),
EM L/C=R? Grenzfall mitw,=0,

EM L/C<R? keine Resonanzerscheinungen.

Die berechneten Ortskurven fiir Admittanz und Impedanz fiir das Netzwerk in Abb.
8.53 mit den Komponenten L =1mH und C = 10uF sind mit der Frequenz als Parame-
ter in den »Abb. 8.55 bis 8.57 gegentibergestellt.
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Abbildung 8.55: Ortskurven fiir Admittanz und Impedanz, Fall 1 mit R =5Q
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Abbildung 8.56: Ortskurven fiir Admittanz und Impedanz, Fall 2 mit R=+/L/C =10Q

jIm A jIm A
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Re
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Abbildung 8.57: Ortskurven fiir Admittanz und Impedanz, Fall 3 mit R =20Q
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8.8 Energie und Leistung bei Wechselspannung

In diesem Kapitel wollen wir die Frage nach der in einem linearen Netzwerk gespei-
cherten oder verbrauchten Energie untersuchen, wenn das Netzwerk an eine Wechsel-
spannungs- bzw. Wechselstromquelle angeschlossen ist. Dabei soll die Einschrankung
gelten, dass das Netzwerk aus einzelnen Zweipolen aufgebaut ist. Da sich die insgesamt
in dem Netzwerk gespeicherte oder verbrauchte Energie aus der linearen Uberlagerung
der Beitrdge der einzelnen Zweipole zusammensetzt, kann die Untersuchung auf den in
»Abb. 8.58 dargestellten linearen Zweipol® beschriankt werden. Die an den Anschluss-
klemmen vorliegenden zeitabhdngigen Gr6en konnen in der allgemeinen Form

u(t)=dcos(wt+¢,) und i(t)=icos(wt+gp,) (8.143)

mit der Kreisfrequenz w = 27f und den gegeniiber einem beliebigen Bezugswert ange-
nommenen Phasenverschiebungen (Nullphasenwinkeln) ¢, der Spannung und ¢; des
Stromes dargestellt werden.

fcos(a)t+(p,.)

o—
beliebiger
o linearer
ucos(wt+
l ( ) Zweipol
[

Abbildung 8.58: Zweipol an Wechselspannung

Bei den zeitabhédngigen Signalverldufen u(f) und i(t) ist der Momentanwert der Leis-
tung, d.h. die bei Zugrundelegung des Verbraucherziahlpfeilsystems augenblicklich an
den Zweipol abgegebene Leistung, nach Gl. (7.12) durch das Produkt

p(t)=u(t)i(t)=1ii cos(wt+¢,) cos(wt+p;) (8.144)

gegeben. Diese Leistung kann abhédngig von dem Zeitpunkt ¢ positiv oder negativ sein.
Fiir p(t) > 0 nimmt der Zweipol augenblicklich Leistung auf, er verhélt sich wie ein
Verbraucher. Bei einem rein ohmschen Zweipol ist diese Bedingung zu jedem Zeit-
punkt erfillt. Gilt dagegen p(t) < 0, dann gibt der Zweipol augenblicklich Leistung ab,
er verhilt sich wie eine Quelle. Dieser Fall tritt widhrend eines Teils der Perioden-
dauer auf, wenn Blindenergie (vgl. Kap. 8.8.2) zwischen der Quelle und dem Zweipol
hin- und herpendelt.

Wir untersuchen zunichst die Sonderfille, bei denen der Zweipol lediglich eine der
Komponenten R, L oder C enthélt und verallgemeinern dann die Ergebnisse auf einen
aus diesen Komponenten beliebig zusammengesetzten Zweipol. Da die hier betrachte-
ten Zweipole keine Strom- oder Spannungsquellen enthalten, werden sie als passive
Zweipole bezeichnet. Die im zeitlichen Mittel {iber eine komplette Periode aufgenom-
mene Leistung ist bei den passiven Zweipolen immer gréfer oder gleich Null.

5 Beim linearen Zweipol sind alle Wirk- und Blindwiderstdnde unabhéngig von dem Strom
durch die Komponenten.

389



Wechselspannung und Wechselstrom

390

8.8.1 Wirkleistung

An einem ohmschen Widerstand sind Strom und Spannung immer in Phase. Wegen
¢; = ¢, setzt sich die zeitabhéngige Leistung aus einem zeitunabhdngigen Anteil und
einem mit doppelter Frequenz schwingenden Pendelanteil zusammen

H3) {37 7.14

p(t)y=ticos’(wt+gp,) = u?i[l+cos(2wt+2<pu)][=)UI[1+cos(2wt+2<pu)]- (8.145)

Das Ergebnis (8.145) beschreibt die momentan am Widerstand verbrauchte, d.h. in
Wiérme umgewandelte Leistung

p(t)=UI[1+cos(20t+2¢,)|=UI[ 1+cos(20t+2¢,)]. (8.146)

Von besonderem Interesse ist die im zeitlichen Mittel an dem Widerstand verbrauchte
Leistung. Bei der Integration iiber eine volle Periodendauer nach Gl. (7.8) verschwin-
det der Beitrag der Kosinusfunktion und es verbleibt der bereits in Gl. (7.13) angege-
bene Ausdruck

T
= 1
P=— t)dt=UTI, 8.147
[P0 (8.147

der als mittlere Wirkleistung oder kurz Wirkleistung P bezeichnet wird®

D — _ _ _ 2 _ 1 2
P=P=Ul=Uyly= I’ R=—2Uy". (8.148)

An einem ohmschen Widerstand ist die Wirkleistung durch das Produkt der
Effektivwerte von Strom und Spannung gegeben.

Der zeitliche Verlauf von Strom und Spannung nach Gl. (8.143) ist in »Abb. 8.59 fiir
eine komplette Periodendauer dargestellt. Die mit doppelter Frequenz schwingende,
zeitabhdngige Leistung p(f) pendelt um den Mittelwert P. Die markierte Flache unter-
halb der Leistungskurve ist ein Mab fiir die an dem Widerstand in Wérme umgewan-
delte Energie.

6 Vorsicht: Wihrend die Effektivwerte von Strom und Spannung tiblicherweise mit GroBbuch-
staben bezeichnet werden (Ueff= U, Ieﬁz I), bezieht sich der GroBbuchstabe P bei der Leistung
auf den zeitlichen Mittelwert.
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i(?) p(1)
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Abbildung 8.59: Signalverlaufe am ohmschen Widerstand bei Wechselspannung

8.8.2 Blindleistung

An der Induktivitét eilt der Strom der Spannung um /2 nach. Mit der jetzt geltenden
Phasenbeziehung ¢; = ¢, — 7/2 lédsst sich die zeitabhéngige Leistung (8.144) mithilfe
von Additionstheoremen auf die Form
o 7\ B
p(t) = dicos(wt+gp,) cos(a}t+<pu ——) = ticos(wt+g,)sin(wt+p,)
2 (8.149)

(H4)

= ﬁi%sin(Zwt+2<pu) =Ulsin(20t+2p,)=-UlIsin(2wt+2¢,)

bringen. Diese besteht nur aus einem mit doppelter Frequenz schwingenden Pendel-
anteil, der Mittelwert verschwindet. Der zeitliche Verlauf von Strom und Spannung
nach GI. (8.143) ist zusammen mit der zeitabhéngigen Leistung in »Abb. 8.60 fiir eine
komplette Periodendauer dargestellt.

; u(t)
i) i | W,
o——
/ \\ 7/ \
/ \ Vi \
/ \ 7 \
l u(t) 3 L /// \\\ /// \\\
0 7 N 7 N
or—
p()
0 /2 T 312 2r

—» 0Ot+Q,

Abbildung 8.60: Signalverldufe an einer Induktivitat bei Wechselspannung
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In den Zeitbereichen, in denen Strom und Spannung das gleiche Vorzeichen haben,
die Momentanleistung also positiv ist, wird aus der Quelle Energie entnommen und
an die Induktivitdt abgegeben. Die ebenfalls in der Abb. 8.60 gestrichelt dargestellte
im Magnetfeld gespeicherte Energie

W) 2 %Liz (t) =%L[ fcos(wt+g,)] Z=%L[;sin(wt+¢u)] ’ (8.150)

nimmt in diesen Zeitbereichen zu. Haben Strom und Spannung jedoch entgegenge-
setzte Vorzeichen, wenn die Momentanleistung also negativ ist, dann nimmt die Ener-
gie im Magnetfeld wieder ab und wird an die Quelle zuriickgeliefert. Die Energie wird
nicht verbraucht, sie pendelt lediglich zwischen Induktivitdt und Quelle hin und her.

Aus der Abb. 8.60 ist deutlich zu erkennen, wie die widhrend der ersten Viertelperiode
aus der Quelle entnommene Energie zu einer Erh6hung der im Magnetfeld gespeicher-
ten Energie beitrdgt, wihrend in der darauf folgenden Viertelperiode das Magnetfeld
wieder abgebaut und die Energie zur Quelle zurtickgeliefert wird. Diese hin und her
pendelnde Energie wird als Blindenergie bezeichnet.

Bei der Kapazitit sind die Verhéltnisse dhnlich wie bei der Induktivitdt. Da der Strom
jetzt der Spannung um n/2 voreilt, dndert sich beim Strom und somit auch bei der
zeitabhdngigen Leistung nur das Vorzeichen

p(t) = —Ulsin(20t+2¢,)=UIsin (20t +2¢;). (8.151)
i) “OF W | i)
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Abbildung 8.61: Signalverlaufe an einer Kapazitét bei Wechselspannung

Im Unterschied zur Abb. 8.60, in der die maximal gespeicherte Energie zeitgleich mit
dem Maximalwert des Stromes auftritt, erreicht die Energie bei der Kapazitdt ihr
Maximum zeitgleich mit dem Maximalwert der Spannung. Die gesamte der Kapazitit
zugefiihrte Energie ist identisch mit der im elektrischen Feld gespeicherten Energie

w,(t)= %Cu2 (1) =%C[ ﬁcos(wt+<pu)] ’ =%C[ ﬁsin(a)t+<pi)] g (8.152)
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Auch hier wird die Energie nicht verbraucht, sie pendelt zwischen Kapazitdt und
Quelle hin und her.

Bei dem Energieaustausch zwischen Wechselspannungsquelle und Induktivitdt bzw.
Kapazitit entstehen prinzipiell keine Verluste. Die der Quelle zeitweise entnommene
Energie wird zum Aufbau des magnetischen bzw. elektrischen Feldes verwendet,
beim Abbau des Feldes wird die Energie an die Quelle zuriickgeliefert. In der Praxis
existieren jedoch keine idealen Spulen oder Kondensatoren. In allen realen Bauele-
menten entstehen infolge des Stromes Verluste, sowohl in den Zuleitungen als auch
abhédngig von den jeweils verwendeten Materialien innerhalb der Komponenten selbst
(z.B. Hystereseverluste). Aus diesem Grund ist man in der Praxis oft bestrebt, diese
Blindstrome moglichst klein zu halten bzw. v6llig zu vermeiden.

8.8.3 Scheinleistung und Leistungsfaktor

Nachdem wir die Sonderfille mit nur jeweils einer Komponente untersucht haben, keh-
ren wir noch einmal zur Abb. 8.58 zuriick. Der Zweipol soll jetzt aus einem beliebigen,
aus den Komponenten R, L und C zusammengesetzten linearen Netzwerk bestehen, d.h.
die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung kann einen beliebigen Wert in
dem Bereich —7/2< ¢, —¢; <+x /2 annehmen. Die zeitabhéngige Leistung (8.144) for-

men wir zunédchst mithilfe von Additionstheoremen in der folgenden Weise um
ty=0i t t " ail 20t

p(t)=1i cos(wt+¢,) cos(ot+yp;) = u1§[cos(<p“ —¢,)+cos(2ot+op, +¢pi)] (8.153)

= UIcos(gou —<p,-)+UICOS(2wt+<pu +<p,.) .

Auch in diesem allgemeinen Fall setzt sich die zeitabhéngige Leistung aus einem zeit-
unabhédngigen Anteil und einem mit doppelter Frequenz schwingenden Pendelanteil
zusammen. Wir formen den Pendelanteil weiter um

cos(Zwt+ o, + goj) = cos[(ztmf+ 2%)— (% - 301)]
- cos (Za) t+ 2%) COS(‘Pu - ‘Pi) + sin (2“) t+ 2(pu) sin (‘pu - ‘pi)

(8.154)

und gelangen zu einer ersten Darstellung fiir die Momentanleistung
p(t)=UIcos(p, — <pi)[ 1+cos(2ot+ 2<pu)] +UIsin(p, — ;) sin (20t +2¢,), (8.155)

bei der im Argument der zeitabhdngigen Funktionen nur der Phasenwinkel der Span-
nung ¢, enthalten ist. Mit der gleichen Berechtigung ldsst sich der Pendelanteil auch
in der folgenden Weise umformen

Cos(2wt+<pu +<p1.) = Cos[(Zwt+2<,1>1.)+(gou —<pi)]
[15] cos(Zwt+2<pi) cos(<pu —<p1.) - sin(Zwt+2<pi) sin(<p“ —<pi) ,

(8.156)
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aus der eine zweite Darstellung fiir die Momentanleistung (8.153) resultiert
p(t)=Ulcos(p, —<pi)[ 1+cos(2a)t+2<pl.)] —Ulsin(p, —¢;) sin(2wt+2p,), (8.157)

bei der im Argument der zeitabhéngigen Funktionen nur der Phasenwinkel des Stro-
mes ¢; enthalten ist.

Setzen wir die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung zu Null ¢, —¢; =0,
dann entspricht der erste Summand in den Gln. (8.155) bzw. (8.157) wegen cos(0) = 1
der momentanen Wirkleistung in Gl. (8.146) und der zweite Summand verschwindet
jeweils. Sind Strom und Spannung um + 7/2 in der Phase gegeneinander verschoben,
dann verschwindet der erste Summand und der zweite Summand vereinfacht sich auf
die in den Gln. (8.149) bzw. (8.151) angegebenen Ausdriicke bei der Induktivitdt bzw.
bei der Kapazitdt. Offenbar beschreibt der erste Summand in den Gln. (8.155) und
(8.157) den momentanen Leistungsanteil, der im Zweipol irreversibel in eine andere
Energieform (Wédrme) umgewandelt wird und damit einer Wirkleistung entspricht, wah-
rend der zweite Summand den momentanen Leistungsanteil beschreibt, der fiir die
Anderung der im magnetischen bzw. elektrischen Feld gespeicherten Energie verant-
wortlich ist und damit einer Blindleistung entspricht.

In dem allgemeinen Fall, bei dem an dem linearen Zweipol Strom und Spannung ent-
sprechend der Beziehung (8.143) gegeben sind und die Phasenverschiebung zwischen
diesen beiden Grofien in dem Bereich —n/2 < ¢, —¢; < +x /2 liegt, kann die (mittlere)
Wirkleistung entsprechend Gl. (7.8) durch Integration der Ausdriicke (8.155) bzw.
(8.157) iiber eine volle Periode berechnet werden. Wegen cos(¢) = cos(—¢) ist dieser
Wert unabhéngig davon, ob der Strom vor- oder nacheilt

P= UICOS((pu—(pi). (8.158)

Die Wirkleistung héngt im allgemeinen Fall sowohl von den Amplituden von Strom
und Spannung als auch von dem Phasenwinkel zwischen diesen beiden GréBen ab.
Der iiblicherweise mit 4 abgekiirzte Faktor cos(p, —¢;)=4 wird als Leistungsfaktor
bezeichnet. Besteht der Zweipol nur aus ohmschen Widerstdnden, dann gilt ¢, = ¢;
und der Leistungsfaktor besitzt den Wert 4 = cos(0) = 1. Bei einem reinen Blindwider-
stand ist der Phasenwinkel ¢,—¢;=17/2 und fiir den Leistungsfaktor gilt
A=cos(tn/2)=0.

In Anlehnung an die Definition der Wirkleistung (8.158), diese entspricht der Ampli-
tude der um den Mittelwert schwingenden, momentanen Wirkleistung, bezeichnet
man die Amplitude bei dem zweiten Summanden

Q= UIsin(goH—(pj) (8.159)

als Blindleistung. Wahrend die Wirkleistung an einem aus den Komponenten R, L und
C aufgebauten Zweipol immer positiv ist, kann der Wert der in Gl. (8.159) definierten
Blindleistung sowohl positiv als auch negativ werden, je nachdem, ob sich der Zwei-
pol induktiv oder kapazitiv verhilt und die Spannung gegeniiber dem Strom vor- oder
nacheilt.



8.8 Energie und Leistung bei Wechselspannung

Bei einer genaueren Analyse der beiden Gln. (8.155) und (8.157) stellt man fest, dass
die Aufteilung der Momentanleistung p(t) in die beiden Summanden fiir die bereits
betrachteten Sonderfdlle von Widerstand ¢, — ¢; = 0, Induktivitit ¢, —¢; = 7/2 und
Kapazitét ¢, — ¢;=—n/2 zwar identisch ist, dass aber jeder andere mogliche Phasenun-
terschied zwischen Strom und Spannung zu einer unterschiedlichen Aufteilung fiihrt.
Die beiden zeitabhéngigen Summanden in den genannten Gleichungen besitzen zwar
gleiche Amplituden, die Phasen sind aber unterschiedlich.

Bevor wir die Frage ndher untersuchen, welcher der beiden Ausdriicke die an einem
Widerstand in Wéarme umgesetzte Leistung zu jedem Zeitpunkt richtig beschreibt,
stellen wir die beiden Gleichungen noch einmal gemeinsam dar. Mit den in den Gln.
(8.158) und (8.159) definierten Begriffen gelten die Beziehungen

o0 _P[1+cos(2wt+2<pu)} £0 sin (2wt +2¢,)

. . 8.160
[ 1+cos (20t +2¢;) ] sin (2wt +2¢;) ( )

Die weitere Untersuchung fithren wir an einem konkreten Beispiel durch. Fiir die in
»Abb. 8.62 dargestellte Reihenschaltung aus einem Widerstand R und einer Induktivitat
L sind bereits alle benétigten Zusammenhénge in Beispiel 8.2 abgeleitet. Wir wihlen
das Impedanzverhéltnis wL/R = V3 und erhalten mit Gl. (8.53) eine Phasenverschie-
bung zwischen Strom und Spannung von ¢, — ¢, = arctan~/3 = 7/ 3 bzw. 60°. Mit einer
angenommenen Spannungsamplitude 7 =2V und einem Widerstand R = 1Q stellt sich
nach Gl. (8.53) eine Stromamplitude i =1A ein. Die zugehérigen zeitabhiingigen Ver-
ldufe sind in Abb. 8.62 dargestellt.

2
i(t) R u(t)
o i(1)
1
l p(1)
u(t) L
" J
O
-1
-2
0 /2 T 3r/2 2

—» 0t+Q,

Abbildung 8.62: Signalverldufe an einer #/-Reihenschaltung bei Wechselspannung

Fiir die zeitabhédngige Leistung am Widerstand muss gelten

(H.3

pr(t) =1*(t)-R=1W-cos’ (vt +¢,) ] %W[l+cos(2wt+2(pi)]. (8.161)
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Mit P = (2V/x/§]~(1A/\/§] cos(m/3)=1/2W ist der erste Ausdruck in der unteren
Zeile der Gl. (8.160) identisch zur Gl. (8.161). Dieser beschreibt somit richtig die zeit-
abhdngigen Verluste im Widerstand. Der entsprechende Ausdruck in der oberen Zeile
ist demgegeniiber um 2(p, — ¢;) = 22/3 in der Phase verschoben. Wie ldsst sich dieser
Sachverhalt nun verstehen? Betrachten wir dazu das Zeigerdiagramm in »Abb. 8.63,
in dem der Strom zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit einem beliebigen Phasenwinkel ¢; und die
Spannung zum gleichen Zeitpunkt um 7/3 voreilend dargestellt sind. In der betrachte-
ten Reihenschaltung werden beide Komponenten vom gleichen Strom durchflossen.
Am Widerstand ist die Spannung up in Phase mit dem Strom und an der Induktivitét
ist die Spannung u; um zz/2 voreilend. Wir miissen also die Spannung u(t) zerlegen in
die beiden senkrecht aufeinander stehenden Komponenten up mit der Zeigerldnge
ucos ((pu - <pi) und u; mit der Zeigerldnge tisin ((pu - <p1.)

u(t) =ticos(wt+¢,)=ticos(p, —¢;) cos(wt+p;)+isin(p, —¢;) cos(wt+<p,. +%)
=ticos(p, —¢;) cos(wt+p;)—isin(p, —¢,) sin(wt+¢;) =u, (t)+u, () . (8.162)

Das Produkt dieser beiden Komponenten mit dem Strom (8.143) ist identisch zu der
unteren Zeile in Gl. (8.160). Wir kénnen also feststellen, dass die Zerlegung der
Momentanleistung in die beiden Anteile, in denen die zeitabhédngigen Funktionen die
Phasenverschiebung des Stromes ¢; im Argument enthalten, auch die Aufteilung der
Eingangsleistung auf die beiden Komponenten Widerstand und Induktivitdt bei der
Reihenschaltung zu jedem Zeitpunkt richtig wiedergibt. Diese Aufteilung der Momen-
tanleistung ist ebenfalls in der Abb. 8.63 dargestellt. Ein Vergleich der Abb. 8.62 und
8.63 zeigt, dass der Maximalwert der am Widerstand entstehenden Verluste py(t) zeit-
gleich mit dem Maximalwert des Stromes auftritt.

2 T

p()
dasin (g, —@,) 1 pr(t) /
\& \/
A /
p.(0)
-1
\
ﬁCOS (¢u _¢l)
-2
0 /2 V4 37/2 27

—» I+,

Abbildung 8.63: Zeigerdiagramm und Aufteilung der Momentanleistung fiir die #.-Reihenschaltung



8.8 Energie und Leistung bei Wechselspannung

Damit ist es auch naheliegend zu vermuten, dass die obere Zeile in Gl. (8.160) die Ver-
hiltnisse bei der Parallelschaltung richtig beschreibt. Wir {iberpriifen das, indem wir
die bisherige Reihenschaltung bei der gleichen Frequenz durch eine dquivalente Par-
allelschaltung aus einem Widerstand und einer Induktivitdt entsprechend den Bezie-
hungen in Abb. 8.18 ersetzen. Strom und Spannung an den Eingangsklemmen nach
Gl. (8.143) und auch die Leistung p(f) sind damit unverdndert gegeniiber dem bisher
betrachteten Fall. Da jetzt die Spannung an beiden Komponenten gleich ist, muss der
Strom in einen Anteil iz in Phase zur Spannung und in einen um 7/2 nacheilenden
Anteil i; zerlegt werden. Mit den in »Abb. 8.64 bereits angegebenen Zeigerldngen
icos ((pu - (pi) fiir iy und jsin ((pu - (p,.) fiir i; gilt die Zerlegung

i(t)= fcos(wt+<pi) = 1A'cos(<,ou —¢,)cos(wt+ (pu)+fsin(<pu -9 cos(a)t+ @, —%)

= 1fcos(<pu -9;) Cos(wt+<pu)+fsin(<pll —p,)sin(wt+g,) =1, (t)+i,(t), (8.163)
die mit der Spannung (8.143) multipliziert der oberen Zeile der Gl. (8.160) entspricht.
Diese Aufteilung der Momentanleistung fiir die Parallelschaltung ist ebenfalls in der
Abb. 8.64 dargestellt. In diesem Fall tritt der Maximalwert der am Widerstand entste-
henden Verluste py(t) zeitgleich mit dem Maximalwert der Spannung auf.

2 T
p()

u fCOS(?’u_(pi) pr@®)

; in 0, ~0) \ \
0
v{, -0, \_/ pL(0) "/

~

Pu * o, ! -1

0 /2 T 37/2 27
—» W+,

Abbildung 8.64: Zeigerdiagramm und Aufteilung der Momentanleistung fiir die R.-Parallelschaltung

Besteht der Zweipol aus der Reihenschaltung eines Widerstandes mit einer Reak-
tanz, dann sind die zeitabhédngigen Verluste im Widerstand in Phase mit dem
Quadrat des Stromes. Bei der Parallelschaltung aus einem Widerstand und einer
Reaktanz sind die zeitabhédngigen Verluste im Widerstand in Phase mit dem Qua-
drat der Spannung.
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Betrachten wir noch einmal die beiden Zeigerdiagramme in den Abb. 8.63 und 8.64.
Werden alle drei Seiten des aus den Spannungen gebildeten Dreiecks in Abb. 8.63 mit
dem Faktor i /2 oder aber alle drei Seiten des aus den Strémen gebildeten Dreiecks in
Abb. 8.64 mit dem Faktor &1/2 multipliziert, dann entsprechen die beiden Katheten
des jeweils neu entstehenden Dreiecks der Wirkleistung und der Blindleistung. Die

S=UI=P*+Q* (8.164)

wird als Scheinleistung S bezeichnet. Sie entspricht dem Produkt der Effektivwerte von

Hypotenuse

Spannung und Strom ohne Beriicksichtigung des Leistungsfaktors. Die Bezeichnung
Scheinleistung hédngt damit zusammen, dass sie keine Leistung im physikalischen
Sinne darstellt, da Strom und Spannung zu verschiedenen Zeitpunkten auftreten.

Mit dieser Definition kann der Leistungsfaktor auch aus dem Verhiltnis von Wirkleis-
tung zu Scheinleistung berechnet werden

A=cos(¢u—¢j)=§ . (8.165)

Die Einheiten fiir die Leistungen P, Q und S ergeben sich immer aus dem Produkt von
[U]-[I1=V-A . Um Verwechslungen bei der Leistungsangabe auf elektrischen Gerédten zu
vermeiden, werden daher vereinbarungsgemé0 die folgenden Einheiten verwendet:

Tabelle 8.5

Leistungseinheiten

Formel Einheit
Wirkleistung P=UIcos (% — ‘Pi) W (Watt)
Blindleistung Q=UIsin (‘Pu = ‘Pi) VAr (Voltampere, reaktiv)
Scheinleistung S=UI= lﬁ; VA (Voltampere)
2

8.8.4 Komplexe Leistung

In den bisherigen Formeln wurden die verschiedenen Leistungen aus den zeitabhédn-
gigen Strom- und Spannungsverldufen berechnet. Da bei den WechselgroBen iiblicher-
weise mit komplexen Amplituden gerechnet wird, sei hier der Begriff der komplexen
Leistung eingefiihrt. Sind die komplexen Amplituden von Strom i und Spannung u
nach Gl. (8.18) bekannt und kennzeichnet i * den konjugiert komplexen Wert von i’,
dann wird die komplexe Leistung definiert durch den Ausdruck

1., B8] a e 1 s oo
§=EE£ — Eue”’"(m]""') =Euewu Rl S8 IO

= UIcos((pu—goi) +j UIsin(gou—goi) =P+ijQ.

(8.166)



8.8 Energie und Leistung bei Wechselspannung

Der Realteil der komplexen Leistung’ entspricht der Wirkleistung, der Imaginrteil
entspricht der Blindleistung. Nach GI. (8.164) ist der Betrag der komplexen Leistung
gleich der Scheinleistung

S| =[P +jQ=P*+Q* =S. (8.167)

Die komplexe Leistung stellt offenbar eine Rechengr6fe dar, aus der sowohl Wirk-,
Blind- als auch Scheinleistung berechnet werden kénnen.

Beispiel 8.4: Komplexe Leistung am Widerstand

Ein Strom mit der komplexen Amplitude 2 flieBt durch einen ohmschen Wider-
stand R. Welche Leistung wird an dem Widerstand in Warme umgewandelt?

Die Wirkleistung an R kann nach Gl. (8.166) in der folgenden Weise berechnet
werden

P=Re{S} = Re{lgi*} oz Re{lﬂii*} . Re{lﬂﬁr} = lR|§|2. (8.168)
2 2 2 2

Die Realteilbildung entfdllt, da am Widerstand keine Blindleistung entsteht und
das Argument bereits reell ist. Zur Berechnung der Verluste stehen somit die bei-
den Moglichkeiten

A2
P=1B‘£’r _RP bow pot_ 15 (8.169)
2 2R R

zur Verfiigung, in Ubereinstimmung mit der Gl. (7.13).

N J

Allgemein ldsst sich die komplexe Leistung an einer Impedanz Z bzw. an einer
Admittanz Y durch die folgenden Zusammenhénge darstellen

1,0+, 8207 an (E19)] a2 1
S§=jui’ = -Zii' = JZ|i| =ZI'=_r
= (8.170)
1.0 .
——l==—U’ =Y U
2-Z =

7 Die komplexe Leistung kénnte ebenso als das Produkt von der komplexen Amplitude des
Stromes mit dem konjugiert komplexen Wert der Spannungsamplitude definiert werden. Bei
der oben gewihlten Definition ergibt die induktive Blindleistung einen positiven, die kapazi-
tive Blindleistung einen negativen Imaginarteil.
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8.9 Leistungsanpassung

In Kap. 3.7.2 haben wir die Frage nach der maximalen Leistungsabgabe an einen ohm-
schen Verbraucher (Lastwiderstand R;) in einem Gleichstromnetzwerk untersucht.
Wir wollen jetzt die gleiche Frage fiir den verallgemeinerten Fall beantworten, bei
dem der Verbraucher mit einer Impedanz Z, = R, +jX,; an eine Wechselspannungs-
quelle u(t) =tcos(wt) mit einer Innenimpedanz Z, = R, +jX, angeschlossen ist. Das
zugrunde liegende Schaltbild mit den komplexen Amplituden ist in »Abb. 8.65 darge-
stellt.

X,

=~

Abbildung 8.65: Zur Berechnung der maximalen Wirkleistung am Lastwiderstand

Wir wollen dabei zwei unterschiedliche Falle betrachten, bei denen sich jeweils maxi-
male Wirkleistung an R; einstellen soll. Im ersten Fall wird angenommen, dass bei der
Lastimpedanz sowohl R; als auch Xj einstellbar sind, beim zweiten Fall besteht der
Verbraucher nur aus einem verdnderbaren Wirkwiderstand R; und es gilt X; = 0.

Mit der komplexen Amplitude fiir den Strom

A

Yo (8.171)
R +R, +j(X,+X,)

i:

kann die Wirkleistung an R; nach GI. (8.169) berechnet werden

R 2

1 |14, R,

P=-R . (8.172)
HH T (R,+R,) +(x,+X,)*

2

Diese Leistung soll fiir die beiden zu betrachtenden Félle einen Maximalwert anneh-
men.



8.9 Leistungsanpassung

8.9.1 Lastimpedanz mit einstellbarem Wirk- und Blindwiderstand

Die Bedingung fiir X; ist ohne Rechnung aus der Gleichung ablesbar. Die Leistung
wird maximal, wenn der Nenner in Gl. (8.172) minimal wird, d.h. es muss gelten8

XL=—X1‘. (8173]

Die beiden Blindwiderstdnde miissen sich gegenseitig kompensieren. Wir haben hier
die gleiche Situation wie bei dem Serienschwingkreis in Kap. 8.5.1, der bei seiner
Resonanzfrequenz betrieben wird (Vorsicht: An der Innenimpedanz der Quelle und
am Verbraucher kann Spannungsiiberh6hung auftreten).

Fiir die weitere Betrachtung reduziert sich das Netzwerk auf die ohmschen Wider-
stdnde. Die Forderung, dass der verbleibende Ausdruck
A
(R, +R,)’

1

(8.174)

_ G

2
abhingig von R; maximal werden soll, fiihrt in Ubereinstimmung mit der Ableitung
bei den Gleichstromnetzwerken wieder auf die Bedingung

R =R,. (8.175)
Aus der Zusammenfassung der beiden Gleichungen (8.173) und (8.175) folgt

%, =7Z;} (8.176)

=i

Eine Wechselspannungsquelle mit der Innenimpedanz Z =R, +ijX; gibt die
maximale Wirkleistung an einen Verbraucher ab, wenn dessen Impedanz Z,
dem konjugiert komplexen Wert der Innenimpedanz Z, = Z,* entspricht.

Die am Ausgang verfiighare Wirkleistung betrdgt dann mit Gl. (8.172)

a,° 1 Uy

max o . (8.177)
2 4R, 4R,

Diese Beziehung hat den gleichen Aufbau wie bei den Gleichstromnetzwerken, wobei
jetzt allerdings U, den Effektivwert der Quellenspannung bezeichnet. Der Wirkungsgrad
betrdgt in diesem Arbeitspunkt wieder 50 %, d.h. die verbrauchte Leistung am Innen-
widerstand R; ist genauso groB wie die abgegebene Leistung am Lastwiderstand R;.

Wird der Lastwiderstand in dem moglichen Wertebereich 0< R; < variiert, dann
dndern sich auch die Ausgangsleistung und der Wirkungsgrad und zwar auf die gleiche
Weise, wie es bei den Gleichstromnetzwerken in den Abb. 3.26 und 3.27 dargestellt ist.

8 Der mathematisch exakte Beweis ldsst sich erbringen, wenn aus der Forderung dP/dX; =0
der Wert X; bestimmt wird und die zweite Ableitung fiir diesen Wert kleiner Null wird
d?p/dx,? <o.
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8.9.2 Reiner Wirkwiderstand als Verbraucher

Der bisherigen Rechnung soll jetzt der Fall gegeniibergestellt werden, dass der Ver-
braucher ausschlieflich aus einem Wirkwiderstand besteht. Die maximale Wirkleis-
tung in Abhéngigkeit von dem Lastwiderstand Z, = R, erhélt man aus der Forderung
nach dem Verschwinden der ersten Ableitung

(8.172) 13 2 !
dp G d BLZ =0. (8.178)
dR, 2 dR, (R, +R,) +X,*
Die Ausfiihrung der Differentiation liefert die Beziehung
2 5
R, +R,) +X,*-2R, (R, +R,) !
(R+F,) +X, At 5 L)=0, (8.179)
[(Hi +R,) +X1.2}
in der der Zahler verschwinden muss
(R,+R,) +X,2~2R, (R +R,)=R*~R’+ X,*=0. (8.180)

Fiir den hier betrachteten Fall X; = 0 erhalten wir aus der Forderung (8.180) das Ergeb-

nis®

Z, =R, =JR*+X*=|Z]. (8.181)

Eine Wechselspannungsquelle mit der Innenimpedanz Z, =R, +jX; gibt die
maximale Leistung an einen ohmschen Widerstand R; ab, wenn dieser einen
Wert aufweist, der dem Betrag der Quellenimpedanz |§ 1,| gleich ist.

Die am Lastwiderstand verfilghare Wirkleistung erhélt man, wenn der Wert (8.181) in
die Gl. (8.172) eingesetzt wird

a,’ 1 U, 1

Pmax == =2 . (8182)

4 R+R*+X,> 2 R+R+X}
Dieser Wert ist geringer als bei der konjugiert komplexen Anpassung und zwar umso
mehr, je groBer der Blindwiderstand X; wird. Bei X; = 0 sind die beiden Ergebnisse
(8.176) und (8.181) identisch.

9 Um zu liberpriifen, ob es sich bei dem Ergebnis wirklich um ein Maximum handelt, muss die
nochmalige Ableitung der Gl. (8.179) fiir den berechneten Lastwiderstand negativ sein. Diese
Kontrolle sei dem Leser iiberlassen.



8.10 Blindstromkompensation

Beispiel 8.5: Wirkleistungsanpassung

Eine Wechselspannungsquelle besitzt bei der eingestellten Frequenz eine Impe-
danz Z, =50Q+j20Q . Welche Impedanz muss der Verbraucher haben, um aus
der Quelle maximale Wirkleistung entnehmen zu kénnen?

Bei einer Anpassung mit konjugiert komplexer Quellenimpedanz muss die posi-
tive Reaktanz der Quelle nach Gl. (8.173) mit einer negativen Reaktanz des Ver-
brauchers kompensiert werden. Die Last besteht also aus der Reihenschaltung von
einem ohmschen Widerstand R; = 50Q nach Gl. (8.175) und einer Kapazitit, die
bei der gleichen Frequenz den betragsmébBig gleichen Blindwiderstand aufweist.

Besteht die Last lediglich aus einem angepassten ohmschen Widerstand, dann
muss dieser nach Gl. (8.181) den Wert R, = |§i| aufweisen. Die beiden unter-
schiedlichen Verbraucher sind in der »Abb. 8.66 eingetragen.

50Q wL=20Q i

.
! ! R, =50Q

i@lﬂo cos(wr) ! [] R, =5385Q
i | e _—200

| : wC

! 5 o |
____________________ ZL :Zi* RL = Zi

Abbildung 8.66: Zahlenbeispiel zur Wirkleistungsanpassung

- J

8.10 Blindstromkompensation

Eine zur Leistungsanpassung vergleichbare Situation liegt vor, wenn ein Verbraucher
mit einer fest vorgegebenen Impedanz an eine Quelle wie z.B. das 50-Hz-Versorgungs-
netz angeschlossen werden soll. Wir wihlen als Beispiel einen Motor, dessen Impe-
danz aus einem ohmschen und einem induktiven Anteil besteht. Zur Vereinfachung
soll die Impedanz der Quelle, die in der Praxis klein ist gegeniiber der Lastimpedanz,
bei der Betrachtung vernachldssigt werden. Das Netzwerk ist mit dem zugehorigen
Zeigerdiagramm in »Abb. 8.67 dargestellt. Der Strom eilt bei der RL-Reihenschaltung
der Spannung nach (vgl. Abb. 8.16).
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Abbildung 8.67: Beispiel zur Blindstromkompensation

Die Zerlegung des von der Quelle gelieferten Stromes i in einen Wirkanteil i’w = fw,
der sich in Phase mit der Quellenspannung befindet, und in einen Blindanteil
i 5= —]|£ B|, der der Quellenspannung um #/2 nacheilt, entspricht unmittelbar der
Zerlegung der von der Quelle abgegebenen komplexen Leistung in ihren Wirkanteil
und ihren Blindanteil
1.
)=

Zur Ubertragung der gleichen Wirkleistung von der Quelle zum Verbraucher wire ein
Strom mit der Amplitude 1A'W ausreichend. Infolge des geringen Leistungsfaktors muss
die Quelle aber zusétzliche Blindenergie zur Verfiigung stellen und die deutlich gréBere
Stromamplitude |£ | belastet in erh6htem Male die Leitungen und Transformatoren in
den Verteilungsnetzen.

iB i|(cos<p+jsin<p). (8.183)

1.4+, 1. (2 .
§=P+jQ=EUo£ =Euo(1w+]

Das Ziel besteht also darin, den Winkel ¢ in Abb. 8.67 durch weitestgehende Kompen-
sation der Blindstrome moglichst klein zu halten, so dass fiir den Leistungsfaktor
ndherungsweise cosgp = cos0=1 gilt. Dies ldsst sich bei dem betrachteten Beispiel
durch eine parallel geschaltete Kapazitdt erreichen, deren Strom der Quellenspan-
nung um x/2 voreilt. Das erweiterte Netzwerk ist mit dem dazugehorigen Zeigerdia-
gramm in »Abb. 8.68 dargestellt.

\
=

[ ] [0 i,

©
I_“
=

_—j jo L u L
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Abbildung 8.68: Teilkompensiertes Netzwerk

Der Netzstrom i ~ wird jetzt bei gleicher Leistung am Widerstand wesentlich geringer.
Zur vollstandigen Kompensation der Blindstréme werden in der Praxis oft sehr grofe
Kapazitdten bendtigt. Aus Griinden der Wirtschaftlichkeit wird daher in den meisten
Fédllen nur eine Teilkompensation, wie in der Abb. 8.68 dargestellt, durchgefiihrt.



8.11 Leistung beim Drehstromsystem

Durch gegenseitige Kompensation induktiver und kapazitiver Blindleistung kann
der Leistungsfaktor cos ¢ vergroBert werden. Die geringeren Blindstrome auf den
Versorgungsleitungen erlauben eine bessere Ausnutzung der Transformatoren
und fithren zu geringeren Verlusten in den Leitungen.

8.11 Leistung beim Drehstromsystem

In diesem Kapitel wollen wir die Fragen im Zusammenhang mit der Leistungsiibertra-
gung im Drehstromsystem untersuchen. Die drei um jeweils 120° phasenverschobe-
nen Spannungen auf der Generatorseite'? werden durch die Beziehungen

A A 2 A 4
u (t) =usinwt, u,(t)=1a sin(a)t—?n), u,(t)=1a sin(wt—Tﬂ) (8.184)

beschrieben. Die dem Verbraucher insgesamt zugefiihrte Leistung entspricht der
Summe der Leistungen an den drei Impedanzen. Mit den Effektivwerten fiir Strom I,
und Spannung Uy am Verbraucher und der Phasenverschiebung ¢ = ¢, — ¢; erhalten
wir mit Gl. (8.158) die allgemeine Darstellung

P=Uy,I,, cosp, +U,,I,, cosp, +U,.I,, cos g, (8.185)

fiir die gesamte Wirkleistung am Verbraucher.
8.11.1 Sternschaltung mit Sternpunktleiter

L1 L

oo
A
le Up | [Us Z,
Ly
L2 L
L3

I
Abbildung 8.69: Leistungsiibertragung bei der Vierleiter-Sternschaltung
Beim Drehstrom-Vierleitersystem nach »Abb. 8.69 liegen die Strangspannungen

(8.184) unmittelbar an den Impedanzen des Verbrauchers, so dass wir mit den jeweils
gleichen Effektivwerten fiir die Spannungen U = 1/+/2 den Ausdruck

10 Wir werden in dem folgenden Abschnitt die Generatorspannungen nicht durch die Symbole fiir
die Spannungsquellen darstellen, sondern der in der Literatur iiblichen Vorgehensweise folgend
weiterhin die Symbole fiir die spannungserzeugenden Transformatorwicklungen verwenden.
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P=U(Iy, cosp, +1,,cosp,+1I,,cosp,) (8.186)

fiir die Verbraucherleistung erhalten. Fiir den Sonderfall gleicher Impedanzen, man
spricht von symmetrischer Belastung, sind sowohl die Amplituden der Strome als
auch die Phasenwinkel gleich und das Ergebnis nimmt eine sehr einfache Form an

P=3UIcosg. (8.187)

Bevor wir zur Sternschaltung ohne Sternpunktleiter iibergehen, wollen wir uns
zunichst noch die komplexen Amplituden der Strome und Spannungen fiir die Schal-
tung in Abb. 8.69 ansehen. Die zeitabhdngigen Spannungen (8.184) besitzen nach Tab.
8.1 die komplexen Amplituden

(7, 2w
W5 g o
Z—UG s HS—UG

4
L - ﬂ+i)
2 2 3

=le 2,

12>

(8.188)

1=>

1

Diese sind in dem Teilbild a der » Abb. 8.70 dargestellt. Mithilfe des markierten Drei-
ecks ldsst sich aus diesem Diagramm unmittelbar die bereits in (6.77) abgeleitete
Beziehung

a.|=2|0,|cosa = 20cos 30°=+30 (8.189)
|| = 2|

zwischen den Amplituden der AuBenleiterspannungen und den Strangspannungen
ablesen. Auch das Voreilen der Spannung 4,, gegeniiber der Spannung 4, um /6
bzw. 30° ldsst sich der Abbildung entnehmen. Wegen der in Abb. 8.69 vorgegebenen
Zusammenschaltung der Strangspannungen wéhlt man tblicherweise die in Abb.
8.70b angegebene Darstellung, die durch einfache Parallelverschiebung der einzelnen
Zeiger aus dem Teilbild a entsteht. Die Amplituden und Phasenbeziehungen werden
dabei nicht veréndert.

Abbildung 8.70: Komplexe Amplituden der Stréme und Spannungen

Bestehen die Impedanzen des Verbrauchers aus ohmschen Widerstdinden und Indukti-
vitdten, dann sind die Strome gegeniiber den Spannungen nacheilend und die Strom-
zeiger haben je nach Amplitude und Phasenverschiebung z.B. die in Abb. 8.70b einge-
tragenen Werte. Im allgemeinen Fall sind die Stromamplituden unterschiedlich groB
und die Phasenverschiebungen zwischen den Strémen betragen nicht mehr zwangs-
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laufig 120°. Aus dem Kirchhoff'schen Knotensatz 2’1 +£’2 +2‘3 = iN kann der Strom 2‘N
im Neutralleiter entsprechend Abb. 8.70c direkt angegeben werden. Bei symmetri-
scher Belastung bilden die drei AuBlenleiterstrome ein gleichseitiges Dreieck und der

Strom |, verschwindet.

8.11.2 Sternschaltung ohne Sternpunktleiter

L1 -1
oo
A
Uy | [H4s
Uy
\ Lo L
u
Uy
L

Abbildung 8.71: Leistungsiibertragung bei der Dreileiter-Sternschaltung

Bei symmetrischer Belastung gibt es keinen Unterschied zu der Schaltungsanordnung
mit Sternpunktleiter. Bei verschwindendem Strom iN kann auf den Neutralleiter ver-
zichtet werden, ohne Konsequenzen fiir das Verhalten der Schaltung. Wir kénnen uns
also auf den Fall einer unsymmetrischen Belastung beschrdanken. Die Strangspannun-
gen auf der Generatorseite werden durch den Wegfall des Sternpunktleiters nicht
beeinflusst. Da wir die Innenwiderstdnde der Spannungsquellen und auch die Impe-
danzen der Zuleitungen vernachldssigen, sind die AuBenleiterspannungen beim Ver-
braucher unverdndert gegeniiber der Schaltung in Abb. 8.69. Zur Berechnung der
Strome und Spannungen an den drei Zweipolen werden insgesamt sechs Gleichungen
benétigt. Mit den Beziehungen an den Impedanzen

1>

=20, i==r, =20 (8.190)
3

IN

konnen die Strome durch die Spannungen ausgedriickt werden. Fiir die verbleiben-
den drei Unbekannten stehen die Knotenregel

i,+i,+1,=0 (8.191)
und zwei der folgenden drei Maschenumléufe
Uy, =Uy, ~Uyy» Uy T Uy, “Uyys Uy T Uyy — Uy, (8.192)

zur Verfligung (da die Summe der drei AuBenleiterspannungen verschwindet, sind nur
zwei der in Gl. (8.192) angegebenen Gleichungen linear unabhéngig, vgl. Kap. 3.9).

Infolge der ungleichen Verbraucherspannungen verschiebt sich das Potential im
Sternpunkt des Verbrauchers, d.h. es tritt eine Spannung @,, von dem Sternpunkt des
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Verbrauchers zu dem Sternpunkt des Generators auf (»Abb. 8.71). Wegen der ver-
schwindenden Stromsumme (8.191) kann die GI. (8.190) zunichst in der Form

EV1+EV2+EV3 _ 21_2M+22_2M +£3_EM =0 (8.193)

zZ 'z, Z, Z Z, @ Z

1 =2 =3 =1 =2 =3

geschrieben werden, deren Auflgsung nach a,, das folgende Ergebnis liefert

— 21Z1 +EZZZ +Eazg
. Y +Y,+Y,

a (8.194)

Die in dieser Gleichung auftretenden komplexen Amplituden der Strangspannungen
sind aus GI. (8.188) bekannt.

Beispiel 8.6: Unsymmetrischer Verbraucher

in Sternschaltung

Zur Verdeutlichung der Unterschiede bei den Sternschaltungen mit bzw. ohne
Sternpunktleiter betrachten wir ein einfaches Zahlenbeispiel. Drei Heizwider-
stinde R, = 1kQ, R, =0,75kQ und R, = 0,5kQ sollen an das Drehstromnetz mit der
Strangspannung {1 =+/2-230V angeschlossen werden. Zu bestimmen sind die
Leistungen an den Heizwiderstinden fiir die beiden Félle mit bzw. ohne Stern-
punktleiter.

a) Mit Sternpunktleiter:

In diesem Fall sind die Spannungen an den Widerstdnden bekannt und die
Gesamtleistung ergibt sich zu

v: v* U* (230V) (230V) (230V)’
P=—+—+—=
R, R, R, 1000Q  750Q 500Q (8.195)

=52,9W+70,5W+1058W =229,2W .

Fiir die komplexe Amplitude des Stromes im Neutralleiter erhalten wir nach
Zusammenfassung der Summanden das Ergebnis

A A A A u u 0, 8188) {§ —= 4 % A
fy=1, 41,41, == 4+=24=2 = —¢ '2|14+-¢ 3 +2¢ ?
WELTRTL TR TR TR R, 3

(8.196)

+j [1 - arctan@)

ie-i’é(_ﬁ
3

1

)= 0,287Ae
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Die komplexen Zeiger fiir die Strome und Spannungen sind in »Abb. 8.72 fiir
den betrachteten Fall dargestellt. Die Strome in den Widerstdnden sind in Phase
zu den Strangspannungen und somit gegeneinander um jeweils 120° phasenver-
schoben. Der Strom im Sternpunktleiter wird in diesem Beispiel allein durch die
unterschiedlichen Amplituden der Teilstrome verursacht.

i, =650mA

i, =325mA

i, =434mA

Uy

Abbildung 8.72: Komplexe Amplituden der Stréme und Spannungen
b) Ohne Sternpunktleiter:

Im ersten Schritt wird die Spannung 4, zwischen den beiden Sternpunkten
berechnet. Mit den Strangspannungen aus Gl. (8.188) und den angegebenen
Widerstandswerten liefert die Gl. (8.194) das Ergebnis

.2 L 4m
2 i
. -iZ1/R,+e 3/R,+e 3 /R
0, =230y2e 2 1 2 2V =(43,3+j50)V, 8.197
M V2 1/R,+1/R,+1/R, ( i50) ( )

mit dessen Hilfe die Effektivwerte der einzelnen Verbraucherspannungen
bestimmt werden kénnen

Gy, =0y =y Uvs =|Qv1|/‘/—= 2671V (8.198)
Gy, =0, 10, - Uy, = [dy,|/ V2 = 2432V
Gy, =0, 1, Uys =|dy,| /2 =186,V
Die Gesamtleistung
2 2 2 (267,1V) (243,2V) (186,4V)
p_Unt U Uf _(o7aV) a2V (woav)

R, R, R, 1000Q 750Q 500Q
=71,4W+78,9W+69,5W =219,8W .

unterscheidet sich um weniger als 5 % von dem Ergebnis in GI. (8.195). Allerdings
haben sich die Leistungen an den einzelnen Heizwiderstdnden sehr deutlich
gegeniiber der Situation mit dem Sternpunktleiter gedndert. Die Ursache liegt in
den unterschiedlichen Spannungen (8.198) an den einzelnen Widerstdnden
(»Abb. 8.73a) infolge der Potentialverschiebung im Sternpunkt des Verbrauchers
(»Abb. 8.73b). Die komplexen Zeiger der Strome sind in »Abb. 8.73c dargestellt.
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Verbraucher- Generator- A
spannungen spannungen ;- —527mA
i, =378/mA
i, =458 mA
oy
a (b ]
Abbildung 8.73: Komplexe Amplituden der Strdme und Spannungen
- J

Bei der Sternschaltung ohne Neutralleiter sind die Spannungen an den einzelnen
Verbrauchern abhéngig von den Impedanzen aller drei Verbraucher. Bei unsymmetri-
scher Belastung werden die einzelnen Verbraucherspannungen unterschiedlich grof.
Sie konnen kleiner oder grofer werden als die Strangspannungen bei angeschlosse-
nem Sternpunktleiter. Um einen sicheren Betrieb zu gewéhrleisten, wird die Schal-
tungsvariante ohne Neutralleiter nur bei symmetrischen Verbrauchern verwendet.

8.11.3 Dreieckschaltung

Bei der Dreieckschaltung in »Abb. 8.74 sind die Spannungen an den Impedanzen des
Verbrauchers identisch zu den Strangspannungen, so dass wir fiir die Gesamtleistung
am Verbraucher wieder die Gl. (8.186) erhalten

P=U(IV1 cosp, +1I,,cosp, + 1, cos<p3). (8.200)
S
A
Up | |Us
Z,
iy ,
o
L2 L
Uy
oo

| ~.
w

Abbildung 8.74: Leistungsiibertragung bei der Dreieckschaltung

Fiir den Sonderfall symmetrischer Belastung nimmt das Ergebnis wieder die einfache
Form

P=3UIcosg (8.201)
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an. Im allgemeinen Fall unsymmetrischer Belastung konnen die Strome in den Impe-
danzen des Verbrauchers unmittelbar berechnet werden. Fiir die komplexen Amplitu-
den gilt mit den Generatorspannungen nach Gl. (8.188)

. i o oL . O S L. I i 4
RS S B W St PO N s )
Z, Z Z, Z, Z, 4,
Mit diesen Ergebnissen sind dann auch die AuBenleiterstréme bekannt
L=l =iy, I, =1y, =1y, Ig=1,,—1,. (8.203)

Beispiel 8.7: Vergleich der Verbraucherleistung

bei Stern- bzw. Dreieckschaltung

Wir betrachten die »Abb. 8.75, in der zwei Verbraucher mit den jeweils gleichen
Impedanzen Z, = Z,=Z, =R einmal in Sternschaltung und einmal in Dreieck-
schaltung an ein Drehstromnetz angeschlossen sind. In welchem Verhiltnis ste-
hen die in beiden Fillen aufgenommenen Leistungen?

L1 oo
L2 512¢T
u
=31
g =»
O0—C
Vi, Vi Vi,

EV3

Abbildung 8.75: Vergleich der aufgenommenen Leistung bei Stern- bzw. Dreieckschaltung

Bezeichnen wir mit U, =0,,/+/2 die Effektivwerte der AuBenleiterspannungen,
dann ist die Gesamtleistung bei der Dreieckschaltung durch die Beziehung

U’

P
4 R

-3 (8.204)

gegeben. Die Spannung an den Widerstdnden ist bei der Sternschaltung um den
Faktor +/3 geringer, so dass die Gesamtleistung

(UL/\/g)Z _ U’ 1
7 =

iy
R 3°

P=3— =
%k

(8.205)

um einen Faktor 3 kleiner wird.

N
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8.11.4 Besondere Eigenschaften des Drehstromsystems

Aus den Ergebnissen der vorangegangenen Abschnitte ldsst sich zunédchst die fol-
gende Feststellung treffen:

Bei symmetrischer Belastung kann die Verbraucherleistung im Drehstromsystem,
unabhéngig davon, ob es sich um eine Dreileiter- oder Vierleiter-Sternschaltung
oder um die Dreieckschaltung handelt, mit der Gleichung

P=3UIcos¢p (8.206)

berechnet werden.

Mit den Bezeichnungen U; fiir die AuBenleiterspannung und I; fiir den AuBenleiter-
strom gelten die in Tab. 8.6 angegebenen Zusammenhénge zwischen den Auflenleiter-
grofBen und den StranggréBen bei Dreieck- bzw. Sternschaltung.

Tabelle 8.6

Zusammenhang zwischen Strang- und AuBenleitergréBen

Dreieckschaltung Sternschaltung
AuBenleiterstrom I, V31 I
AuBenleiterspannung Uy, U J3U

Da entweder U, oder I, um den Faktor /3 groBer ist als die zugehorige StranggroBe,
konnen wir die Gesamtleistung bei allen bisher betrachteten Schaltungen durch eine
Beziehung beschreiben, in der die Leistung bei symmetrischer Belastung durch die
AuBenleitergréBen ausgedriickt ist

P=3UIcos<p=J§ULILcos<p. (8.207)

Sind die Stranggréfen bei einem Verbraucher fiir eine Messung nicht zugénglich,
dann kann die Leistung auch mit den an den Anschlussklemmen vorliegenden Leiter-
grofBen bestimmt werden. Allerdings ist zu beachten, dass der Winkel ¢ noch immer
die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung an der Impedanz eines Ver-
brauchers bezeichnet.
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Konstante Ausgangsleistung:

An dieser Stelle wollen wir die Behauptung aus Kap. 6.6.2 beweisen, dass im Dreh-
stromsystem eine zeitlich konstante Leistungsabgabe an den Verbraucher erfolgen
kann. Unter der Voraussetzung einer symmetrischen Belastung sind bei allen Verbrau-
chern die Amplitude der Spannung, die Amplitude des Stromes und die Phasenver-
schiebung zwischen Strom und Spannung ¢ = ¢, — ¢; gleich. Die Phasenverschiebun-
gen zwischen den drei Verbraucherspannungen betragen jeweils 120°, die gleichen
Phasenverschiebungen bestehen zwischen den Verbraucherstromen.

Mit den zeitabhédngigen Spannungen in Gl. (8.184) kann die gesamte dem Verbraucher
zugefiihrte Leistung in der Form

Ao . . 27 27
pt)=ai [s1nwts1n(wt+<p)+sm(wt—?)sm(wt—?+<p)
4 4
+sin(wt—%)sin(a}t—?n+<p):| (8.208)

(H.6) %4 8w
= UlI|3cosgp —cos(Zwt+<p)—cos Zwt—?ﬂp —cos Zwt—?+<p

0

dargestellt werden. Mithilfe des Additionstheorems (H.5) kann leicht nachgewiesen
werden, dass die Zusammenfassung der zeitabhdngigen Kosinusfunktionen ver-
schwindet. Der verbleibende Ausdruck fiir die an den Verbraucher gelieferte Leistung
ist von der Zeit unabhéngig und entspricht dem in Gl. (8.206) angegebenen Wert fiir
die Wirkleistung.

Bei symmetrischer Belastung liefert der Drehstromgenerator eine zeitlich kons-
tante Leistung an den Verbraucher.

Als Folge der Gl. (8.208) konnte die Vermutung aufkommen, dass keine Blindenergie
zwischen Generator und Verbraucher ausgetauscht wird. Betrachten wir dazu noch
einmal die Sternschaltung in Abb. 8.69, in der wir jeden Strang zundchst unabhéngig
von den anderen beiden Strangen betrachten konnen. Besteht jeder Verbraucher aus
der Reihenschaltung eines ohmschen Widerstandes mit einer Induktivitdt, dann wird
im Magnetfeld der Induktivitdt Energie gespeichert, die auch anschlieBend wieder an
die zugehorige Generatorwicklung zuriickgegeben wird. Dies geschieht in allen drei
Strdngen, jedoch mit einer Phasenverschiebung von 27/3. Das Ergebnis (8.208) besagt
also lediglich, dass die vom Generator tiber einen Teil der Strdnge an die Impedanzen
des Verbrauchers abgegebene Blindenergie zeitgleich tiber die anderen Strédnge vom
Verbraucher an den Generator zuriickgeliefert wird.
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Erzeugung eines Drehfelds:

Als weiteren Vorteil bietet das Drehstromsystem die Mdglichkeit, ein mit konstanter
Geschwindigkeit umlaufendes Drehfeld zu erzeugen. Zu diesem Zweck wird ein
Verbraucher mit drei gleichen Wicklungen an die drei Phasen des Drehstromsystems
angeschlossen, so dass die Strome durch die Wicklungen jeweils um 27/3 zeitlich gegen-
einander phasenverschoben sind. Die drei Verbraucherwicklungen werden auBerdem
rdumlich um 27/3 gegeneinander versetzt angeordnet (> Abb. 8.76). Fiir die Betrachtung
wihlen wir den Zeitpunkt ¢ = 0 derart, dass die Stréme durch die Beziehungen

~ N 2 N 4
i,(t) = icoswt, iz(t)=icos(a)t—?n), 1'3(t)=icos(wt—Tn) (8.209)

beschrieben werden kénnen.

—» 27/3
—p ar/3 -«

Abbildung 8.76: Raumlich versetzte Wicklungen und zugehérige phasenverschobene Stréme

Die Wicklung 1 wird von dem Strom i; durchflossen und das von ihr erzeugte Magnet-
feld muss den gleichen zeitlichen Verlauf aufweisen wie der verursachende Strom.
Die zugehorige magnetische Flussdichte kann also in der Form

B, (%,t) = B, (F) cos(wt) (8.210)

geschrieben werden, wobei der Vektor B, (r) im allgemeinen Fall drei Komponenten
aufweist, die von allen drei Koordinaten abhéngen kénnen. Fiir eine senkrecht zur
Zeichenebene langgestreckte Anordnung koénnen wir uns das Magnetfeld dieser Wick-
lung dhnlich wie bei einer Doppelleitung vorstellen (»>Abb. 8.77). Zum leichteren
Verstdndnis betrachten wir nur den Bereich innerhalb der Leiterschleife, fiir den wir
vereinfachend ein homogenes Feld annehmen wollen. Dieses steht, wie in dem rech-
ten Teilbild angedeutet, senkrecht auf der von der Leiterschleife umfassten Fldche
und besitzt bei der Schleife 1 nur eine x-Komponente.

Werden die ortsabhédngigen Feldverteilungen der beiden anderen Schleifen in dhnli-
cher Weise durch einfache Vektoren beschrieben, dann setzt sich das gesamte Magnet-
feld aus drei Anteilen zusammen, die aufgrund der rdumlich versetzt angeordneten
Leiterschleifen jeweils um 27/3 gegeneinander verschoben sind.
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B, (f,1) = & B, (1)
=€, B cos (wt)
Abbildung 8.77: Annahme einer vereinfachten Feldverteilung
YA
B,
/3
——
- X
B,
B,

Abbildung 8.78: Vereinfachte Darstellung der Feldverteilung

Mit dem in »Abb. 8.78 angegebenen Winkel lassen sich diese Vektoren in ihre x- und
y-Komponenten zerlegen. Es gilt

El (i:’t) =€, B (t)’

B, (t,t) = (—éx cos%—éy sin%) B,(t)= —%(éx +4/3 éy) B,(t), (8.211)

B, (r,t) = (—éx (:os%+éy sin%)B3 )= —%(éx —\/§éy) B,(t).

Bei der Uberlagerung der drei Teilfelder ist zu beachten, dass die Lingen der Vektoren
zeitabhdngig sind. Mit den Stromen nach Gl. (8.209) erhalten wir die Amplituden der
Flussdichtevektoren

B, (t)=Bcos(wt),
~ (H.5) ~
Bz(t)=Bcos(wt—2?n) = %B(—coswt+\/§sinwt), (8.212)

. (1L5)
B,(t)= Bcos(a)t—%{) = EB( —cosa)t—\/gsina)t).
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Die Zusammenfassung dieser Ergebnisse liefert den einfachen Ausdruck

A~

B(F,t) =B, (5,t)+B,(5,t)+B, (5,t) = %B [ &, cos(wt)—&, sin(wt)] (8.213)

fiir die gesamte Flussdichte. Die Lange dieses Vektors ist wegen Gl. (H.1) unabhéngig
von der Zeit und betrégt 1,5B . Der Ausdruck in der eckigen Klammer beschreibt eine
mit der Zeit linear fortschreitende Drehbewegung in Richtung des Uhrzeigers. Eine
Vertauschung von zwei Strdngen in Abb. 8.76, z.B. der Strdnge 2 und 3, liefert eine
Drehbewegung in entgegengesetzter Richtung. Die einzelnen Flussdichtekomponen-
ten mit den Richtungen nach Gl. (8.211) und den Lingen nach Gl. (8.212) sowie die
Richtung des Gesamtfelds (8.213) sind fiir einige ausgewdhlte Zeitpunkte in
»Abb. 8.79 dargestellt.

B, 5\ B /\ B, /B,
B3 o D D o
B, B, B, B,
| i I —>
0 /4 /2 3r/4 T ot

Abbildung 8.79: Felddarstellung zu verschiedenen Zeitpunkten



Zusammenfassung

ZUSAMMENFASSUNG

B Sinusformige Strome und Spannungen konnen in der zweidimensionalen Ebene
entweder in der bekannten Weise als sinusformiger Kurvenverlauf u(t) bzw. i(t)
grafisch dargestellt werden oder aber als rotierende Zeiger, deren Lange die Amplitude
der darzustellenden GroBe beschreibt und deren Phasenlage sich gegeniiber einem
Bezugswert linear mit der Zeit andert.

B Die Addition und Subtraktion von Zeigern (entsprechend der Addition und
Subtraktion von Stromen und Spannungen bei den Kirchhoff'schen Gleichungen) kon-
nen auf elegante Weise mit der komplexen Rechnung durchgefiihrt werden.

B Die im Zeitbereich auftretenden Netzwerkgleichungen enthalten neben den
Stromen und Spannungen auch deren zeitliche Ableitungen. Mithilfe der symbolischen
Methode werden diese Differentialgleichungen zuriickgefiihrt auf einfache lineare, jetzt
aber komplexe Gleichungen. Zeitliche Ableitungen werden durch eine Multiplikation mit
dem Faktor jo ersetzt, die Integration iiber die Zeit durch eine Division durch jw.

B Da alle Strome und Spannungen im Netzwerk die gleiche Frequenz aufweisen,
die Zeiger also mit der gleichen Geschwindigkeit rotieren, bleiben die Phasenlagen
der einzelnen GroBen zueinander zeitlich konstant. Zur Losung der Netzwerkgleichun-
gen kann die Drehbewegung (Faktor /') daher unberiicksichtigt bleiben.

B Die Kombination der Komponenten R, L und C ermdglicht den Aufbau frequenz-
abhangiger Spannungsteiler.

B In Netzwerken, die gleichzeitig Induktivitaten und Kapazitaten enthalten, konnen
Resonanzerscheinungen auftreten. Wie stark diese Resonanzen ausgepragt sind,
hangt vor allem von der Giite bzw. deren Kehrwert, dem Verlustfaktor ab. Diese Giiten
werden wesentlich durch die im Netzwerk enthaltenen Widerstande bestimmt.

® Wahrend der Strom durch einen Widerstand immer mit der Umwandlung elektrischer
Energie in Warme einhergeht, findet bei den reinen Blindelementen L und C aufgrund
der Phasenverschiebung von 90° zwischen Strom und Spannung lediglich ein Energie-
austausch statt. Kapazitaten speichern elektrische Energie, Induktivitaten magnetische
Energie. Diese Energie wird bei einer Abnahme der Spannung an der Kapazitat bzw. einer
Abnahme des Stromes durch die Induktivitat wieder an die Schaltung abgegeben.

B Die von einer Wechselspannungsquelle abgegebene Leistung ist zeitabhangig. Die
Zusammenschaltung von drei Quellen mit jeweils 120° Phasenverschiebung zu einem
Drehstromsystem ermdglicht bei symmetrischer Belastung eine zeitlich konstante
Leistungsabgabe an den Verbraucher.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 8.1 Zeigerdiagramm
Losungen

Gegeben ist das Netzwerk in »Abb. 8.80 mit den folgenden Daten:

31:45Q,RZZ6OQ,RSZZOQ,(DL2:3OQund ﬁ =90 V.

/Y'Y YN *
Ll

@ lﬁsin(a)t) &

Abbildung 8.80: Netzwerk mit zwei Induktivitaten

1. Bestimmen Sie mithilfe des Zeigerdiagramms auf grafischem Wege das Ver-
héltnis L,/L, so, dass die Spannung an dem Widerstand R, in Phase mit der
Quellenspannung ist.

2. Berechnen Sie mit dem Ergebnis aus Teilaufgabe 1 den Strom i, (t) durch L,.

3. Bestimmen Sie mithilfe der komplexen Wechselstromrechnung das Verhalt-
nis L;/L, so, dass die Spannung an dem Widerstand R, in Phase mit der Quel-
lenspannung ist.

Aufgabe 8.2 Frequenzweiche

Das Ausgangssignal eines Audioverstirkers soll mithilfe einer Lautsprecherwei-
che an drei unterschiedliche Lautsprecher, einen Hochtoner, einen Mitteltoner
und einen Tieftoner verteilt werden. Die Lautsprecher werden jeweils durch
einen Widerstand von R = 8 Q charakterisiert.
1. Berechnen Sie die komplexen Amplituden der Stréme iy, i, und is.
Fiir die Netzwerkelemente gilt jetzt: C; =8,2 pF, C, =27 pF, L, =0,25 mH und
L3 = 0,75 mH.
2. Welche Eckfrequenz gilt fiir den Zweig mit Tiefpasscharakter?
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@ lu(t):ﬁsin(a)t) R, =380 R, =8Q H Ry =380

Abbildung 8.81: Schaltung zur Trennung verschiedener Frequenzbereiche

3. Welche Eckfrequenz gilt fiir den Zweig mit Hochpasscharakter?

4. Welche Resonanzfrequenz besitzt der Zweig fiir den Mitteltoner?

Aufgabe 8.3 Impedanztransformation

Die Schaltung in »Abb. 8.82 zeigt einen idealen Ubertrager mit dem Uberset-
zungsverhiltnis i = N,/N; und mit einer auf der Sekundérseite angeschlossenen
Impedanz Z .

IN

(o,

i
Abbildung 8.82: Schaltung zur Impedanztransformation
1. Bestimmen Sie die Eingangsimpedanz Z, des Netzwerks.

2. Welche Eingangsimpedanz stellt sich ein, wenn fiir die Impedanz Z ein ochm-
scher Widerstand R, eine Spule mit der Induktivitdt L oder ein Kondensator
mit der Kapazitidt C verwendet wird?

3. Welche Resonanzfrequenz weist die Eingangsimpedanz auf, wenn am Ausgang
ein Serienschwingkreis mit den Komponenten R, L, C angeschlossen wird?
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Aufgabe 8.4 Phasenbriicke, (Ortskurvenberechnung)

Eine aus zwei gleichen Widerstinden und zwei gleichen Kondensatoren beste-
hende Briickenschaltung soll durch das Netzwerk in »Abb. 8.83 mit idealen

Komponenten modelliert werden.

Abbildung 8.83: Phasenschiebernetzwerk

Wie dndert sich das Verhéltnis von Briickenspannung zu Quellenspannung 4,/ ,
wenn die Kapazitit C der beiden Kondensatoren den Wertebereich 0 < C < =
durchléduft? Das Ergebnis ist als Ortskurve darzustellen.

J
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Einfiihrung

> In diesem Kapitel werden wir die Harmonische Analyse, auch als Fourier-Ent-

wicklung bekannt, verwenden, um einen beliebigen periodischen Signalverlauf
in eine Summe einzelner sinus- bzw. cosinusférmiger Schwingungen zu zerlegen. Die
Grundschwingung oder erste Harmonische besitzt die gleiche Periodendauer T wie
das Ausgangssignal. Die Frequenz der Grundschwingung ist also durch den Kehrwert
f=1/T festgelegt. Prinzipiell treten unendlich viele Harmonische auf, wobei allgemein
die n-te Harmonische die Frequenz f,, = nf, also ein ganzzahliges Vielfaches der
Grundfrequenz, aufweist. In der Praxis tritt hdufig der Fall auf, dass bestimmte Har-
monische je nach vorgegebenem Kurvenverlauf den Wert Null annehmen. Die Frage,
mit welcher Anzahl von Harmonischen welche Genauigkeit bei der Ubereinstimmung
mit der Ausgangskurve erreicht wird, wird durch die Konvergenzbetrachtungen in
Kapitel G im Anhang beantwortet.

Bei den voraussetzungsgemél linearen Netzwerken darf die Berechnung fiir jede ein-
zelne Harmonische separat durchgefiihrt werden. Die Gesamtlsung ist dann durch
einfache Uberlagerung der Teillssungen gegeben. Da die Schaltungsanalyse fiir eine
einzelne Harmonische mit der komplexen Wechselstromrechnung durchgefiihrt wer-
den kann, eréffnet die Harmonische Analyse jetzt auch die Mdoglichkeit, lineare Schal-
tungen zu analysieren, bei denen die Strom- und Spannungsformen einen belie- ((
bigen, zeitlich periodischen Verlauf aufweisen.

LERNZIELE

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels und dem Losen der Ubungsaufgaben werden
Sie in der Lage sein,

B beliebige periodische Strom- und Spannungsformen in eine Summe von
Schwingungen mit diskreten Frequenzen zu zerlegen,

B bestimmte Symmetrieeigenschaften der Signalformen auszunutzen, um die
Berechnung der einzelnen Summanden zu vereinfachen,

B Strom- und Spannungsverldufe in den Netzwerken zu berechnen, auch fiir die
Fille, bei denen die Quellen periodische, aber nicht mehr unbedingt sinusf6r-
mige Zeitverldufe aufweisen,

B die Ergebnisse in Spektraldarstellung anzugeben,
B Leistungsbetrachtungen anzustellen und

B weitere KenngréBen wie Klirrfaktor, Formfaktor oder Welligkeit zu berechnen.



9.1 Grundlegende Betrachtungen

In Kap. 8 haben wir uns auf zeitlich periodische sinusférmige Signalverldufe beschrankt.
Die Anwendung der komplexen Wechselstromrechnung setzte auflerdem eine einheit-
liche Frequenz bei allen Strom- und Spannungsverldufen im Netzwerk voraus. Durch
Anwendung des Uberlagerungsprinzips sind wir aber bereits in der Lage, Netzwerke zu
behandeln, in denen sich Gleichspannungs- und Wechselspannungsquellen und ebenso
Stromquellen unterschiedlicher Frequenzen befinden, indem wir jeweils nur eine Quelle
betrachten und die iibrigen Quellen zu Null setzen, d.h. Spannungsquellen durch Kurz-
schluss und Stromquellen durch Leerlauf ersetzen. Die Uberlagerung der so berechneten
Teillosungen stellt die Gesamtlosung fiir das betrachtete Netzwerk dar.

Im folgenden Kapitel werden wir zunéchst zeigen, dass durch geeignete Uberlagerung von
WechselgréBen, deren unterschiedliche Frequenzen zueinander in einem bestimmten
Verhiltnis stehen, andere periodische Signalformen erzeugt werden kénnen, die inner-
halb der Periodendauer T einen beliebigen, nicht mehr sinusformigen Verlauf annehmen.

Mit der anschliefend zu behandelnden harmonischen Analyse werden wir dann ein
mathematisches Verfahren kennen lernen, mit dessen Hilfe der umgekehrte Weg
beschritten werden kann, ndmlich die Zerlegung einer beliebigen periodischen Funk-
tion in eine Summe von Sinus- und Kosinusfunktionen unterschiedlicher Frequenzen.
Die bereits erwidhnte Vorgehensweise, ndmlich die separate Berechnung des Netzwerks
fiir jede einzelne Frequenz mithilfe der komplexen Wechselstromrechnung und die
anschlieBende Uberlagerung der Teillésungen, wird uns in die Lage versetzen, Strome
und Spannungen in den Netzwerken auch dann zu berechnen, wenn die Quellen belie-
bige, zeitlich periodische Kurvenformen aufweisen.

9.1 Grundlegende Betrachtungen

Zum leichteren Einstieg in diese Thematik betrachten wir als Beispiel die RL-Reihen-
schaltung in »Abb. 9.1, die an eine Quelle mit der zeitabhéngigen Spannung

u(t) =U, +1, cos(w,t) +1,cos(w,t) (9.1)

angeschlossen ist. Dieses Netzwerk ldsst sich auf einfache Weise behandeln, indem
wir uns die Spannungsquelle, wie auf der rechten Seite der Abbildung dargestellt, in
drei einzelne in Reihe liegende Quellen zerlegt denken. Auf dhnliche Weise kann man
sich Stromquellen in parallel liegende Einzelquellen zerlegt denken.

R i(f) it)

Abbildung 9.1: Uberlagerung von Quellen mit unterschiedlichen Frequenzen
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Betrachten wir nur die Gleichspannungsquelle, dann erhalten wir als erste Teill6sung
den zeitlich konstanten Strom I = Uy/R (die Induktivitat stellt bei der Frequenz Null
einen Kurzschluss dar). Die Teillsungen infolge der beiden Wechselspannungsquel-
len kénnen ebenfalls unabhéngig voneinander berechnet werden. Wir iibernehmen
diese Losungen aus Gl. (8.55) und erhalten den Gesamtstrom

. U() ﬁ] wl L
i(t)= 7 +——————-cos| w, t —arctan 7
[R*+(w, L) @.2)
U, w,L
+—————co0s| w,t —arctan .
R +(w,L) R

Damit haben wir den allgemeinen Stromverlauf im Netzwerk auf der linken Seite der Abb.
9.1 mit der dort angegebenen zeitabhédngigen Spannung berechnet. Wenn es also gelingt,
einen beliebig vorgegebenen zeitlichen Verlauf der Quellenspannung bzw. des Quellen-
stromes durch eine Uberlagerung von Sinus- und Kosinusfunktionen unterschiedlicher
Frequenzen mit eventuell noch einem zusétzlichen Gleichanteil darzustellen, dann kon-
nen wir jedes lineare Netzwerk mit den bereits bekannten Methoden berechnen.

Im Folgenden soll an drei charakteristischen Beispielen die additive Uberlagerung
zweier Kosinusfunktionen mit unterschiedlicher Frequenz gezeigt werden. Dabei
werden wir feststellen, dass die Summensignale sehr unterschiedliche Eigenschaften
aufweisen kénnen. Die Uberlagerung zweier Frequenzen, die in einem ganzzahligen
Verhiltnis zueinander stehen, wird uns den Weg zeigen zu einer Behandlung allge-
meiner periodischer Signalformen.

1. Fall: 0, << w,

Wir betrachten zunéchst den einfachen Fall, dass die Kreisfrequenz w, = 2xf; in Gl. (9.1)
wesentlich kleiner als die Kreisfrequenz w, ist. Die »Abb. 9.2 zeigt eine Auswertung fiir
Uy=0, 0, =0,50, U, =u sowie f; = 10Hz und f, = 100Hz.

2
u(t)
u 1 A
N i 7 N ‘ i
T o DN N , /]
\. / N W
U v
-1
u
v —cos(w,t)
2
-2
0 0,05 0,1 0,15 0,2

—» /s

Abbildung 9.2: Uberlagerung zweier Wechselspannungen mit sehr unterschiedlichen Frequenzen

Das Summensignal besteht aus der héherfrequenten Schwingung, die im Rhythmus und
mit der Amplitude der kleineren Frequenz in Richtung der Ordinate ausgelenkt ist.



9.1 Grundlegende Betrachtungen

2. Fall (Schwebung): v, = w,

Ein weiterer, interessanter Fall liegt vor, wenn sich die beiden Kreisfrequenzen w, und
w, nur geringfiligig voneinander unterscheiden. Wir setzen den Gleichanteil wieder zu
Null und formen die Quellenspannung (9.1) zunéchst in der folgenden Weise um

u(t) =1, cos(w, t)+1, cos(w,t)

=1 [cos (w,t)+cos(w,t) ] +(, —1,) cos(w,t) (9.3)

(H.10) w,+o 0, — A A
= 2u1cos( 12 21.‘)005( 12 Zt)+(u2—ul)cos(a)2t).

Fir den Sonderfall gleicher Amplituden 4, =u, besteht die Summenspannung aus
einer Schwingung der mittleren Frequenz (w; + w,)/2, deren Amplitude von der hal-
ben Differenzfrequenz (w, — w,)/2 beeinflusst ist. Bei ungleichen Ausgangsamplituden
tritt noch eine weitere Kosinusfunktion im Summensignal (9.3) auf. In » Abb. 9.3 sind
zwei Auswertungen mit den Frequenzen f; = 90Hz und f, = 100Hz dargestellt. In Teil-
bild a sind die Amplituden der beiden Ausgangsspannungen gleich 0, =4, =u, in
Teilbild b sind die Amplituden @, =a/2 und 4, =34/2 zugrunde gelegt. Eine derar-
tige Signalform wird allgemein als Schwebung bezeichnet. Die Einhiillende der hoch-
frequenten Schwingung schwankt zwischen der Summe 4, +u, und der Differenz
u, —ﬁz| der beiden Amplituden. Fir 4, =1, geht die Einhiillende bis auf Null

zuriick, die Schwebung ist in diesem Fall am stdrksten ausgepragt.

2
u(t)
i

iltuli |

-2

—
—
—
—

—
—
—

p— C
=

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0 0,05 0,1 0,15 0,2

Abbildung 9.3: Uberlagerung zweier Wechselspannungen mit annhernd gleicher Frequenz

—» /s —» /s

Da die Kreisfrequenzen w, und w, in den beiden bisher betrachteten Fillen in einem
beliebigen Verhiltnis zueinander stehen kénnen, ldsst sich im Allgemeinen keine Perio-
dendauer T finden, nach deren Ablauf sich das Summensignal entsprechend der Gl. (7.6)
exakt wiederholt. Diese Fille werden wir im Folgenden nicht weiter betrachten.
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3. Fall (Grund- und Oberschwingung): w, = nw,; mit n=2,3, ...

Wesentlich wichtiger fiir unsere weiteren Betrachtungen ist der Fall, bei dem die Kreis-
frequenz w, ein ganzzahliges Vielfaches der Kreisfrequenz w, ist. Die Schwingung mit der
kleineren Frequenz f; wird als Grundschwingung oder 1. Harmonische bezeichnet, die
Schwingung mit der Frequenz nf, als n-te Harmonische. Haufig werden auch die Bezeich-
nungen Grund- und Oberschwingungen verwendet. Die 2. Harmonische entspricht dann
der 1. Oberschwingung, die 3. Harmonische entspricht der 2. Oberschwingung usw.

Als Beispiel betrachten wir die in »Abb. 9.4 dargestellte Auswertung fiir den Span-

nungsverlauf
1 4 1
u(t) = —U, —U, —| cos(w,t) + = cos(3w,t) |- (9.4)
2 .4 3
1 .
u(t) Summen‘signal
U, Gleichanteil
T 05
7/ \\\ //// \\\
/// \\\ J/ \\\
o ¥ \ /! \
~ = 7 |
// \\\ // \< \
\
/,’ \\ // 2. Oberschwingung N
L- SL =3.Harmonische =~~~
0,5 %
< >t »t Grundschwingung
T,/3 " T,/13 " T, /3 = 1. Harmonische
-1
0 0,5 1 1,5
—» /T

Abbildung 9.4: Uberlagerung zweier Harmonischer mit einem Gleichanteil

Die Periodendauer der 1. Harmonischen ist durch die Grundfrequenz T, = 1/f; gege-
ben. Die 3. Harmonische besitzt die Frequenz 3f;, und daher gilt fiir ihre Perioden-
dauer Ty = T,/3. Aus der Abbildung ist unmittelbar zu erkennen, dass das aus einer
Grundschwingung und ihren Harmonischen gebildete Summensignal die gleiche Peri-
odendauer wie die Grundschwingung aufweist. Die zusitzliche Uberlagerung eines
Gleichanteils verschiebt das Summensignal lediglich entlang der vertikalen Achse.

Aus der Abbildung ist weiterhin zu erkennen, dass es uns offenbar gelungen ist, durch
die Uberlagerung von drei Anteilen mit geeignet gewihlten Amplituden eine nicht
sinusformige periodische Summenspannung mit ndherungsweise dreieckférmigem
Verlauf zusammenzusetzen. Die Synthese gegebener periodischer Spannungsverldufe
durch Ausprobieren verschiedener Werte bei den Amplituden und Phasen der einzel-
nen Harmonischen ist natiirlich mithsam. In den folgenden Kapiteln werden wir uns
daher mit der als Harmonische Analyse bzw. Fourier-Analyse (nach Jean Baptiste
Fourier, 1768 — 1830) bezeichneten Methode beschiftigen, mit deren Hilfe wir die
Amplituden und Phasen der einzelnen Harmonischen fiir eine gegebene, zeitabhédn-
gige periodische Funktion gezielt berechnen kénnen.
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9.2 Die Harmonische Analyse

Der franzosische Mathematiker J. B. Fourier hat gezeigt, dass eine mit 2z periodische
Funktion f(x), die die Dirichlet'schen Bedingungen erfiillt, d.h.

B die Funktion ist endlich und

B das Intervall 0 < x < 27 ldsst sich in endlich viele Teilintervalle zerlegen, in denen
flx) stetig und monoton ist,

durch eine Summe von trigonometrischen Funktionen dargestellt werden kann

f(x) =a, + a,cos(x) + a,cos(2x) + a,cos(3x) + ...
N A N (9.5)
+ b, sin(x) + b, sin(2x) + b, sin(3x) +... .
Wir kénnen davon ausgehen, dass die genannten Bedingungen bei den in der Praxis auf-
tretenden Problemen immer erfiillt sind. Da wir fast ausschlieBlich mit zeitabhédngigen
Stromen i() und Spannungen u(t) rechnen, deren Periodizitdt durch die Gl. (7.6), d.h.
durch die Periodendauer T = 27/w beschrieben wird, werden wir fiir die folgenden
Betrachtungen die Reihenentwicklung (9.5) mit den entsprechend angepassten Bezeich-
nungen verwenden. Die Darstellung mit den beiden trigonometrischen Funktionen

u(t)=ay + Z[&n cos (nwt)+l;H sin(nwt)]
n=1 (9.6)
= 2 t & t
=ay+ a, cos| n2x— |+b, sin| n2x—
021{ ( Tj ! [ Tﬂ
wird als Normalform der Fourier-Entwicklung bezeichnet. Durchlauft die Zeit ¢t den
Bereich 0 <t < T, dann durchlduft das Argument x = wt den Bereich 0 < wt < 2. Die
beiden Darstellungen (9.5) und (9.6) sind also dquivalent.

Liegt die Funktion u(f) nur in einem abgeschlossenen Intervall der Lange T vor, ohne
aber periodisch zu sein, dann kann man sich die Funktion auBlerhalb des Intervalls
nach beiden Seiten periodisch fortgesetzt denken und genauso durch die Summe (9.6)
darstellen. Die Reihendarstellung erlaubt dann zwar auch die Berechnung von Funk-
tionswerten aullerhalb des Intervalls, diese sind aber nicht von Interesse.

Die vorgegebene Funktion u(t) wird nach Gl. (9.6) in einen von der Zeit unabhéngigen
Gleichanteil (Mittelwert) g, und in eine Summe von Sinus- und Kosinusfunktionen
zerlegt. Die Frequenz der Grundschwingung f= 1/T = w/2x wird durch die Lange des
Zeitintervalls T festgelegt. Glieder mit der Ordnungszahl n (n-te Harmonische) besit-
zen die Periodendauer 7/n und damit die Frequenz nf.

Wir wollen zunéchst die Gleichwertigkeit der Normalform (9.6) mit der als Spektral-
form der Fourier-Entwicklung bezeichneten Beziehung

u(t) = ag+ ) C,sin(nwt+¢,) =ay+ Y ¢, cos (nwt—y,) (9.7)
n=1 n=1

nachweisen, indem wir die Umrechnungsformeln von den Koeffizienten der Normal-
form zu den Koeffizienten der Spektralform angeben. Aus der geforderten Uberein-
stimmung der phasenverschobenen Sinusfunktion in GI. (9.7)
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¢,sin(nwt+¢,) i ¢,cos(p,) sin(nwt) +¢,sin(p, ) cos(nwt) (9.8)

mit den beiden Funktionen in Gl. (9.6) folgen unmittelbar die beiden Bestimmungs-
gleichungen
¢,sin(p,)=a, und ¢, cos(p,)= b (9.9)

n

fiir die Werte ¢, und ¢,,. Mit elementarer Rechnung erhalten wir die Zusammenhénge

a.2+b?*=¢ ?sin? (p,) +¢,7cos* (¢,) o ¢l > C,=+a,.+ b,? (9.10)
und
a:_n= éﬂ Sin((pﬂ) 4 tan((pn)za:—”. (911)
b, C,cos ((pn b,

Auf die gleiche Weise lédsst sich mit dem Additionstheorem (H.5) nachweisen, dass
die Amplitude bei den phasenverschobenen Kosinusfunktionen ebenfalls durch die
Gl. (9.10) gegeben ist, wihrend fiir den mit negativem Vorzeichen im Argument einge-
fiihrten Phasenwinkel ¢, die folgende Beziehung gilt

tan(t/)n)= (9.12)

Q>|=D~>

n

Bei der Auflésung der beiden Gleichungen (9.11) und (9.12) nach den Winkeln ¢, und
¥, ist die Periodizitédt der tan-Funktion zu beachten (siehe Gl. (E.4)).

Die Entwicklung der zeitlich periodischen Funktion u(f) in die Fourier-Reihe (9.6)
erfordert die Berechnung der Koeffizienten q,, a, und IEK. Bei der Ableitung der dazu
benétigten Bestimmungsgleichungen machen wir von einer besonderen Eigenschaft
der in Gl. (9.6) enthaltenen trigonometrischen Funktionen Gebrauch?. Integriert man
ndamlich das Produkt zweier beliebiger Funktionen iiber die komplette Periodendauer,
dann verschwindet das Integral immer dann, wenn es sich entweder um verschiedene
Funktionen (Konstante oder Sinus- oder Kosinusfunktion) oder um gleiche Funktio-
nen, aber mit unterschiedlichen Ordnungszahlen n handelt. Bezeichnen wir mit g,(t)
und g,(t) zwei beliebige Funktionen aus der Fourier-Reihe (9.6), dann lédsst sich der
Zusammenhang formelméBig folgendermalen darstellen

g 0 &1 %8
g, (t)dt= fii e 9.13
ng()gZ() {>0 {ir g =g, ( )

Diese fiir die folgenden Betrachtungen auBlerordentlich wichtige Beziehung wird als
Orthogonalitatsrelation bezeichnet. Zur Veranschaulichung betrachten wir das
Produkt der beiden Kosinusfunktionen mit den Ordnungszahlen 1 und 2. Es ist offen-
sichtlich, dass das Integral iiber die Funktion in »Abb. 9.5 wegen der gleichen Fla-
chen oberhalb und unterhalb der #-Achse verschwinden muss.

1 Das konstante Glied vor der Summe ist in die Aussagen einbezogen, da es wegen cos(0) = 1
als Kosinusfunktion mit der Ordnungszahl n = 0 angesehen werden kann.
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Abbildung 9.5: Zur Veranschaulichung der Orthogonalitatsrelation an einem Beispiel

Diese Situation trifft in den genannten Fallen immer zu. Handelt es sich dagegen um
das Produkt zweier gleicher Funktionen mit der gleichen Ordnungszahl, also um das
Quadrat einer Funktion, dann ist der Integrand immer positiv und liefert im Ergebnis
einen positiven Wert. Alle méglichen, durch Gl. (9.13) erfassten Kombinationen sind
in den Gleichungen (H.19) bis (H.25) zusammengestellt und ausgewertet. Die Integrale
iiber die Quadrate der Funktionen liefern unterschiedliche Ergebnisse, je nachdem, ob
iiber die Konstante oder iiber die trigonometrischen Funktionen integriert wird

T
jlzdtzT und

Ot_.’ﬁ

T T
sin nwt J nwt =— . (9.14)
& 2

Nach diesen Voriiberlegungen sollen jetzt die Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffi-
zienten abgeleitet werden. Dabei konnen wir folgendermaflen vorgehen:

B Wir wihlen eine Funktion g(t) aus der Reihendarstellung (9.6) aus und multiplizie-
ren damit beide Seiten der GI. (9.6).

B Wir integrieren diesen Ausdruck tiber die komplette Periodendauer 0 <t < T.

B Auf der linken Gleichungsseite erhalten wir ein Integral iiber das Produkt der
gewdhlten Funktion g(f) mit der zu entwickelnden Funktion u(t).

B Auf der rechten Gleichungsseite verschwinden alle Integrale mit einer einzigen
Ausnahme. Lediglich das Integral tiber das Quadrat der gewéhlten Funktion liefert
einen von Null verschiedenen Wert. Damit verbleibt auf der rechten Gleichungs-
seite nur ein einziger Koeffizient, ndmlich genau derjenige, der vor der gewéhlten
Funktion g(f) steht. Mit der Auswahl von g(t) erhalten wir also die Bestimmungs-
gleichung fiir den betreffenden Koeffizienten.

Zur Bestimmung des Mittelwertes a, multiplizieren wir die Gl. (9.6) mit der Konstan-
ten g(t) = 1 und integrieren tiber die komplette Periodendauer

o T .
u(t)dt = J.aodt+z J.[a cos(nwt +bnsin(na)t)}dt
n=1g (9~15]

=GDT+Zl:anICOS (nwt)dt+ I n(nwt) }
0

n=1 0

[SE—
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Da die tiber die Periode T berechneten Integrale der trigonometrischen Funktionen
nach Gl. (H.20) verschwinden, liefert die Summe auf der rechten Seite der Gl. (9.15)
keinen Beitrag und fiir den Mittelwert a, verbleibt in Ubereinstimmung mit Gl. (7.8)
die Bestimmungsgleichung

1 T
=—[u (9.16)
oo e

Im néchsten Schritt soll der Koeffizient g bestimmt werden. Der Index m steht stell-
vertretend fiir einen Wert aus der Reihe n = 1,2, ... . Zu diesem Zweck wird die GI.
(9.6) zunichst mit der Funktion cos(mw t) multipliziert und anschlieBend iiber die
komplette Periodendauer integriert

u cos ma)t os ma)t dt

Sy
Ov._."]

., (9.17)
+z _[cos not) cos(mwt)dt+l;n jsin(nwt) cos(mwt)dt|.
0 0

Das erste Integral auf der rechten Seite verschwindet wegen Gl. (9.13) bzw. (H.20). In
der Summe verschwinden nach Gl. (9.13) ebenfalls alle Integrale, bei denen der Integ-
rand aus dem Produkt einer Sinus- und einer Kosinusfunktion besteht. Das Integral
uber das Produkt der beiden Kosinusfunktionen liefert nur fiir den Sonderfall n = m
einen von Null verschiedenen Wert, so dass auf der rechten Gleichungsseite nur der
Ausdruck mit a,, verbleibt

T T (014) T
Iu(t)cos(mwt mjcos (mot)dt = -
0

0

(9.18)

Lassen wir den Wert m jetzt der Reihe nach alle Werte 1,2, ... durchlaufen, dann erhal-
ten wir nacheinander die Bestimmungsgleichungen fiir alle Koeffizienten g, Diese
Gleichung hat immer denselben Aufbau und kann durch Umstellung der Beziehung
(9.18) auf die folgende Form gebracht werden

T
ju COS nwt dt. (9.19)
0

'ﬂIN

Damit verbleibt noch die Frage nach der Bestimmung der Koeffizienten l;n. Der einzige
Unterschied zu bisher besteht darin, dass wir die Ausgangsgleichung (9.6) jetzt mit
der entsprechenden Sinusfunktion multiplizieren. Mit den gleichen Rechenschritten
erhalten wir die vollig analog aufgebaute Beziehung

T
2
b, :?Iu sm na)t dt. (9.20)
0

Wir fassen die Ergebnisse nochmals iibersichtlich zusammen: Abhéngig von der Wahl
der Integrationsvariablen t bzw. wt konnen die Fourier-Koeffizienten durch Auswer-
tung der folgenden Integrale bestimmt werden
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1TJ- 1 %%

— |u( ay=— |u(wt) d(wt)

T0 2m

2T 1271

?J.ll cos(nwt)dt bzw. a,=— Iu(wt) cos(nwt) d(wt) (9.21)
0 Ty
T 2

%Iu sin(nwt) dt b, S .[u(wt) sin(nwt) d(wt) .
0 T

Handelt es sich bei der Funktion u(#) nicht nur um eine im Intervall 0 < ¢ < T vorgege-
bene, sondern um eine mit der Periodendauer T periodische Funktion, dann kénnen
die Integrale (9.21) auch in dem Bereich t, < t < f; + T bzw. ¢, < wt < ¢, + 27 mit belie-
bigen Anfangswerten ¢, und ¢, berechnet werden. Der Integrationsbereich wird dann
meistens im Hinblick auf einfacher auszuwertende Integrale festgelegt.

Beispiel 9.1: Reihenentwicklung einer

Dreiecksfunktion

Der in »Abb. 9.6 dargestellte dreieckformige periodische Spannungsverlauf, der
in dem Bereich 0 < ¢ < T durch die Beziehung

R { t/T B 0<t<T/2
u(t)=2a-

9.22
1-t/T Yorie<i<T (9.22)

beschrieben wird, soll in eine Fourier-Reihe nach GI. (9.6) entwickelt werden.

u(r) g

i

-T 0 T/2 T or !
Abbildung 9.6: Dreieckfdrmiger periodischer Spannungsverlauf

Fiir den Gleichanteil erhalten wir mit der Fldache unter dem Dreieck das Ergebnis

T
-1 J'u LLE (9.23)
T, 2

Bei der Berechnung der iibrigen Koeffizienten muss das jeweilige Integral ent-
sprechend der abschnittsweise unterschiedlich definierten Funktion (9.22) in
zwei Teilintegrale aufgespalten werden. Damit gilt
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(9.21) 9 L
a, = %J‘u(t)cos(nwt)dt
0
(9.22) ~ T/2 A~ T A T
= 4u tcos(nwt)dt+ﬂ cos(na)t)dt—4—u tcos (nwt) dt
= 3 Ty, ’ T2
re
0
T/2 T (9.24)
(H.18) 44| cos (nwt) . tsin(na)t)} 40 [COS (nwt) . tsin(not)
) 2 T2 2
T (na)) nw o T (nw) nw s
40 20
=———|2cos(nw)-2|= cos (nm)—1
i faon o) 2) 2o )]
und
A 9.21) o T.
= E'[u sm nwt dt
Ty
(922) S AT A T
4u ftsm na)t)dt+4— Ism(nwt) dt—4—;l jtsin(nwt) dt (9.25)
0 T T/2 T/2 ’
(H17) 44 Tcos(nn) +4ﬁ cos(nm)-1 40 Tcos(nZn)+Tcos(nn)
- T2 2nw T nw T2 nw 2nw

+cos(nn)-1+cos(n2x) -

4t | cos(nm)
noT

Beriicksichtigt man noch, dass der Ausdruck cos(nw)—1 fiir gerade n ver-
schwindet und fiir ungerade n den Wert —2 annimmt, dann ist die Dreiecksfunk-
tion in Abb. 9.6 resultierend durch die nachstehende Fourier-Reihe gegeben

u_4a 1 1
t)=——— t) +— 3wt) +— 5wt) +...
u(t) 2 7 [cos (wt) 7 cos (3wt) - cos (5wt) } o
_o_4i i iCos(nwt). '
2 7t

Ein Vergleich dieser Beziehung mit der Gl. (9.4) zeigt, dass das Summensignal in
Abb. 9.4 nicht zufillig die Form eines Dreiecks annimmt. Es wurde ndmlich aus
dem Gleichanteil und den beiden ersten Harmonischen der exakten Reihenent-
wicklung nach GI. (9.26) berechnet. Die bereits gute Ubereinstimmung zwischen
dem Summensignal und der Dreiecksfunktion in Abb. 9.6 resultiert aus dem
schnellen Abklingen der Amplituden der Oberschwingungen, die im vorliegenden
Beispiel mit dem Quadrat der Ordnungszahl n abnehmen. Im Allgemeinen héngt
die Konvergenz von dem Verlauf der Ausgangsfunktion ab. Auch wenn eine exakte
Ubereinstimmung zwischen der urspriinglichen Funktion und der Fourier-Darstel-
lung erst bei unendlich vielen Gliedern erreicht wird, ist fiir die Praxis die Verwen-
dung einer geringen Anzahl von Summanden hinreichend genau.

- J
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9.2.1 Die komplexe Form der Fourier-Reihe

Ausgehend von der Euler'schen Formel (E.6) konnen die trigonometrischen Funktio-
nen in der Form

cos (nwt) = %(ej"“”+ e"j"“”) und  sin(not) = Zij(ej“‘”’—e’j”“”) (9.27)

geschrieben werden. Damit lédsst sich die trigonometrische Fourier-Reihe (9.6) auf die
komplexe Form

_ao+z|: (e]nwt —jnwt)_l;nl(ejnwt_e—jnwt):}

. (9.28)

:a0+i an _jbn ejnwt+ CAln +jbn e—jnwt
— 2 2

bringen, die mit den Abkiirzungen

N

c=a, ¢ =—2—2=" und ¢ =-——T"=¢" (9.29)

folgendermalen geschrieben werden kann

u(t) =+ Y[ E,€" +E 0™, (9.30)
n=1

Lasst man die Summation nicht von 1 bis «, sondern von —« bis o« laufen, dann ergibt
sich mit ¢, = ¢, die kompakte Schreibweise

= > g™, (9.31)

n=—oo

Die komplexen Koeffizienten ¢, werden aus der Gleichung

(9. 29) (9.21) q T 1 T
C.p = In +]b = —Ju cos(nwt)dt ¥ —j sin(nwt) dt
o Ty Ty
r (9.32)
= = Ju(t) ™ dt
T
0
bzw. mit der vereinfachten Darstellung
17 ;
Gy=o fu() et dt (9.33)
0
bestimmt. Der Index n durchlduft jetzt den Wertebereich der ganzen Zahlen n=...-2,
-1,0,1,2, ... . Die Gl. (9.33) hat gegentiber den Bestimmungsgleichungen (9.21) den

Vorteil, dass nur ein Integral auszuwerten ist. Die reellen Koeffizienten kénnen aus
diesem Ergebnis mithilfe der Gl. (9.29) auf einfache Weise ermittelt werden

a,=¢c, a,=¢C +§7n=2Re{én} und I;H=j(§n—é7n)=—2hn{én}. (9.34)
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Beispiel 9.2: Reihenentwicklung einer

Rechteckfunktion

Fir die in »Abb. 9.7 dargestellte Rechteckfunktion sollen die komplexen Koeffi-
zienten ¢, und daraus die reellen Koeffizienten a, und b, der Fourier-Reihen
(9.31) bzw. (9.6) bestimmt werden.

u(t) A
u
t =t
-T 0 T/2 T 2T
|
Abbildung 9.7: Rechteckférmiger periodischer Spannungsverlauf
Aus Gl. (9.33) erhalten wir das Integral
ﬁ T/2 . ﬁ T )
C,=— J‘ elmeltqr—— j emlqt
- T T
0 T/2 (9.35)
_ u |:e—jan/Z_eO_e—jan+e—jnu)T/2:| _ ] |:e—]'mt_1_1+e—jnn:| )
—-jnoT n2m

Die eckige Klammer verschwindet fiir gerade Werte n und liefert —4 fiir ungerade
n. Die resultierenden komplexen Koeffizienten

. jad
P

—=n

mit n=..-3-1,1,3, ... (9.36)
nmw

sind rein imaginédr. Mit Gl. (9.34) erhalten wir die reellen Koeffizienten

4,=0, 4,=2Re{¢}=0 und b,=-2Im{¢} =i—l;1r (9.37)
und daraus die Reihenentwicklung in Normalform
u(t) = 4Fﬁ[sin(wt) + %sin(Bwt) + %sin(Swt) + ] (9.38)
- J
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Im Zusammenhang mit den Fourier-Entwicklungen in den beiden vorangegangenen
Beispielen fallen einige Besonderheiten auf, auf die wir etwas detaillierter eingehen
wollen:

B Die Berechnung der Koeffizienten (9.21) ist unter Umstédnden recht aufwéndig. Da
aber nicht immer alle Koeffizienten benétigt werden (siehe Gl. (9.25)), werden wir
uns im nédchsten Kapitel mit den Kriterien beschéftigen, unter denen eine verein-
fachte Berechnung moglich ist.

B Zur exakten Darstellung der Ausgangsfunktion werden theoretisch unendlich viele
Oberschwingungen benétigt. Fiir eine Auswertung konnen aber immer nur endlich
viele Glieder der Summe berticksichtigt werden. Je schneller die Amplituden der
Oberschwingungen abklingen, desto weniger Glieder aus der Summe miissen zur
Unterschreitung einer gegebenen Fehlerschranke tatsdchlich beriicksichtigt wer-
den. Diese Konvergenzfragen stehen insbesondere fiir die Praxis nicht so sehr im
Vordergrund und sind auch fiir das Verstdndnis der weiteren Kapitel nicht unbe-
dingt erforderlich. Die Frage, wie der Verlauf der zeitabhédngigen Ausgangsfunktion
die Konvergenz der Reihenentwicklung und damit den Fehler beeinflusst, der bei
einem Abbruch der Summation nach n,,,, Gliedern entsteht, ist daher fiir den inte-
ressierten Leser in Kap. G im Anhang beantwortet.

9.2.2 Vereinfachungen bei der Bestimmung der Fourier-Koeffizienten

In Gl. (9.25) haben wir mit groBem Aufwand das triviale Ergebnis l;n =0 berechnet.
Hitten wir das nicht einfacher haben kénnen? Um diese Frage zu beantworten, miis-
sen wir uns die Bedeutung der einzelnen Funktionen in der Fourier-Entwicklung (9.6)
etwas ndher ansehen.

Beginnen wir mit dem Gleichanteil a,. Die Bestimmungsgleichung fiir diesen Koeffizi-
enten ist identisch mit der Gl. (7.8) zur Berechnung des Mittelwertes der gegebenen
Funktion. Das zu bildende Integral entspricht der Flache, die zwischen der Funktion
und der horizontalen Achse eingeschlossen ist (vgl. » Abb. 9.8). Das Rechteck mit der
festen Seitenldnge T und der zu bestimmenden Seitenldnge aq, besitzt den gleichen
Flacheninhalt. Sind also gleich grofe Fldchen oberhalb und unterhalb der horizonta-
len Achse zwischen der Funktion und der Achse eingeschlossen, dann verschwindet
das Integral und es gilt g, = 0. Diese Situation ist in vielen Féllen unmittelbar an dem
Verlauf der gegebenen Funktion zu erkennen, wenn diese z.B. symmetrisch zur hori-
zontalen Achse verléduft (vgl. z.B. die Rechteckfunktion in Abb. 9.7).

u(t) g A

~

u

a,T

\

T
t u(t)dt =a,T
s T J :

Abbildung 9.8: Zur Berechnung des Mittelwertes
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Symmetrieeigenschaften

Subtrahieren wir von der Ausgangsfunktion den Gleichanteil, dann muss die verblei-
bende Kurvenform allein durch die Sinus- und Kosinusfunktionen beschrieben werden.
Die Frage, welche der Koeffizienten a, und l;n in der Fourier-Reihe benétigt werden,
hédngt entscheidend von den Symmetrieeigenschaften der gegebenen Funktion ab.
Betrachten wir unter diesem Aspekt zundchst die trigonometrischen Funktionen.

cos(nwt) sin (n wt)
N N N

—T/n 0| \/T/n’ —T/n \/Io \/T/n

Abbildung 9.9: Gerade und ungerade Funktion

Aus der Abbildung ist unschwer zu erkennen, dass die Kosinusfunktionen symmet-
risch beziiglich der vertikalen Achse sind, d.h. es gilt

cos (nwt) =cos (—nwt) . (9.39)

Allgemein wird eine Funktion mit der Eigenschaft u(t) = u(—t) als gerade Funktion
bezeichnet. Diese Namensgebung hidngt damit zusammen, dass ganze rationale Funk-
tionen mit ausschlieBlich geraden Exponenten diese Eigenschaft aufweisen. Die Kons-
tante q, ist in diesem Sinne auch eine gerade Funktion, man konnte sie wegen
a,cos(0wt) =a, auch als ein Glied der Summe mit dem Zahlindex n = 0 auffassen.
Die in Gl. (9.39) beschriebene Eigenschaft heilit Symmetrie erster Art.

Demgegentiber sind die Sinusfunktionen schiefsymmetrisch beziiglich der vertikalen
Achse, d.h. es gilt
sin(nwt) = —sin(—nwt). (9.40)

Funktionen mit der Eigenschaft u(f) = —u(-t) werden als ungerade Funktionen bezeich-
net, da ganze rationale Funktionen mit ausschlieBlich ungeraden Exponenten genau
dieses Verhalten aufweisen. In diesem Fall spricht man von der Symmetrie zweiter Art.

In welcher Weise konnen uns diese unterschiedlichen Eigenschaften der beiden Funk-
tionen jetzt weiterhelfen? Zunéchst gilt die fiir die einzelne Kosinusfunktion geltende
Eigenschaft (9.39) auch fiir die Summe aller Kosinusfunktionen in der Fourier-Ent-
wicklung (9.6), einschlieBlich des Gleichanteils. Es ist leicht einzusehen, dass durch
diese Summe gerader Funktionen auch nur eine andere gerade Funktion dargestellt
werden kann. Ebenso kann durch die Summe aller Sinusfunktionen mit der Eigen-
schaft (9.40) auch nur eine andere ungerade Funktion dargestellt werden. Daraus lasst
sich folgender Umkehrschluss ziehen:

Bei der Entwicklung einer geraden Funktion in eine Fourier-Reihe verschwinden
alle Koeffizienten b_, bei der Entwicklung einer ungeraden Funktion in eine Fou-
rier-Reihe verschwinden die Koeffizienten a, und a, .
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AuBerdem lasst sich in beiden Fallen der Integrationsbereich halbieren. Das Produkt
aus einer geraden Funktion u(t) mit der geraden Kosinusfunktion in Gl. (9.21) ist wie-
der eine gerade Funktion. Ebenso ist das Produkt aus einer ungeraden Funktion mit
der ungeraden Sinusfunktion eine gerade Funktion. Berechnen wir also das Integral
nicht iiber den Bereich 0 < ¢ < T, sondern iiber den Bereich —7/2 <t < T/2, dann ist in
beiden Fillen wegen der Integration einer jeweils geraden Funktion unmittelbar zu
erkennen, dass die beiden Teilbereiche —T/2 <t< 0 und 0 < ¢< T/2 den gleichen Bei-
trag zum Integral liefern. Bei der Berechnung der Koeffizienten kann also der doppelte
Wert der Integrale iiber den Bereich 0 < ¢t < 7/2 genommen werden (vgl. Tab. 9.1).

Betrachten wir jetzt noch einmal die Abb. 9.6. Da es sich hier um eine gerade Funk-
tion handelt, hédtten wir uns die Berechnung der Koeffizienten [7,1 in Gl. (9.25) mit den
Kenntnissen aus diesem Abschnitt ersparen kdnnen und bei der Berechnung der Koef-
fizienten g, in Gl. (9.24) héitten wir nur das erste Integral berechnen miissen.

Eine weitere Symmetrieeigenschaft liegt vor, wenn eine Funktion die Bedingung u(t) =
—u(t + T/2) erfiillt. In diesem Fall spricht man von Halbwellensymmetrie oder von der
Symmetrie dritter Art. Eine Funktion mit dieser Eigenschaft kann auch nur durch tri-
gonometrische Funktionen dargestellt werden, die die gleiche Eigenschaft aufweisen,
d.h. fiir die Funktionen in der Fourier-Reihe muss gelten

cos(nwt)=—cos[nw(t+§ﬂ und sin(nwt)=—sin[nw(t+%)] (9.41)

Mithilfe der Additionstheoreme (H.4) und (H.5) ldsst sich zeigen, dass diese Bedin-
gungen nur fiir ungerade n erfiillt sind, d.h. bei Halbwellensymmetrie verschwinden
die Koeffizienten a, sowie g, und l;n firn=2,4, ... . Auch in diesem Fall kann der dop-
pelte Wert der Integrale iiber den Bereich 0 < ¢ < T/2 genommen werden.

Tritt bei einer geraden oder ungeraden Funktion gleichzeitig Halbwellensymmetrie auf,
dann liegt eine Symmetrie vierter Art vor. In diesen Féllen verschwinden die entspre-
chenden Koeffizienten infolge der Eigenschaft gerade oder ungerade und zusétzlich alle
Koeffizienten mit gerader Ordnungszahl. Das Integrationsintervall kann auf den Bereich
0 < t < T/4 beschrankt werden, wenn das Integral mit dem Faktor 4 multipliziert wird.

Die verschiedenen Mdglichkeiten sind fiir beispielhafte Kurvenverldufe und mit den dazu-
gehorigen Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten in Tab. 9.1 zusammengestellt?.

2 Beiden in Tab. 9.1 betrachteten Symmetrien tritt kein Fall auf, bei dem die Koeffizienten aus-
schlieBlich gerade Ordnungszahlen aufweisen, im Gegensatz zu der Fourier-Entwicklung Nr.
13 in Tab. H.1. Eigentlich handelt es sich in diesem Fall auch nicht um eine Symmetrie,
sondern die Bezeichnung T wurde in Abwandlung der {iblichen Vorgehensweise fiir zwei
komplette Periodendauern verwendet. Die Ursache ist darin begriindet, dass diese Funktion
durch Gleichrichtung, z.B. aus der 50-Hz-Netzwechselspannung, entsteht. Da gleichzeitig
Netzspannung und gleichgerichtete Spannung in einer Schaltung existieren, bezieht man
iiblicherweise alle Signale auf die gleiche Periodendauer. Mit der Beibehaltung von T = 20ms
besteht die Fourier-Reihe dann aus den geradzahligen Oberschwingungen der Netzfrequenz.
In der gleichen Weise wird bei dem gleichgerichteten Dreiphasenstrom (Nr. 16 in Tab. H.1) die
Periodendauer der Netzfrequenz beibehalten, obwohl die Frequenz der Grundschwingung bei
dieser Kurvenform um den Faktor 3 gréfer ist und die Periodendauer nur 7/3 betrégt.
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Tabelle 9.1

Symmetrieeigenschaften von Funktionen

Symmetrieeigenschaft Eigenschaften der Koeffizienten
Gerade Funktion u(t) = u(—t)
-2 uty
| . 4 / R
0 T/2 T = I ) cos (nwt)dt, b,=0
T
0
Ungerade Funktion u(t) = —u(—t)

T/] a,=0, a,=0
AM? TVAV > b, =%Tfu(t) sin(not) dt

Halbwellensymmetrie u(t)=—u(t+T/2)

[u(t) sin[(2n-1)ot] dt

Gerade Funktion mit Halbwellensymmetrie ult)=u(-t)=—ult+T/2)

8 T/4
Oy = T .[ u(t) cos [(Zn—l)th dt
=T 0 7/2 T or ! 0
| 0
Ungerade Funktion mit Halbwellensymmetrie u(t)=—u(—t)=—ult+T/2)
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Bei manchen Funktionen sind die Symmetrieeigenschaften zundchst nicht unmittel-
bar zu erkennen, da sie infolge eines Gleichanteils entlang der vertikalen Achse ver-
schoben sind. Betrachten wir die Sdgezahnkurve in »Abb. 9.10, dann trifft auf diese
Kurve keine der genannten Symmetrien zu. Zieht man aber den auf der rechten Seite
der Abbildung gestrichelt dargestellten Gleichanteil ab, dann verbleibt eine ungerade
Funktion. In der Fourier-Darstellung treten bei dieser Funktion keine Kosinusfunktio-
nen auf und die Koeffizienten a, verschwinden (vgl. Beispiel Nr. 3 in Tab. H.1). Die
Entscheidung, ob es sich um eine gerade oder ungerade Funktion handelt, sollte also
erst getroffen werden, nachdem der Gleichanteil abgespalten wurde.

u(t)

u, (1) a,

0 T o !
Abbildung 9.10: Ungerade Funktion mit tiberlagertem Gleichanteil

Erzeugung gerader und ungerader Funktionen durch Achsenverschiebung

Der Aufwand bei der Berechnung der Koeffizienten kann in vielen Fillen durch einfa-
che Verschiebung der Funktion entlang der horizontalen Achse reduziert werden.
Betrachten wir als Beispiel die Rechteckfunktion mit verschwindendem Mittelwert in
»Abb. 9.11a. Bei dieser Festlegung des Nullpunktes treten sowohl gerade als auch
ungerade Anteile auf, d.h. es miissen beide Integrale zur Bestimmung von a, und l;n
berechnet werden.

uy (1) A

b,=0 _T/2 Jr T/2 3T/2
—h 1 B —
0

u(t) o r

-T/2 T/2 H 3T/2 ) gerade Funktion
T T
0

T

ungerade Funktion
Abbildung 9.11: Vereinfachte Koeffizientenberechnung durch geénderte Festlegung des Nullpunktes

Wird der Nullpunkt jedoch so wie in Teilbild b gewihlt, dann erhalten wir eine gerade
Funktion und die Koeffizienten I;n verschwinden. Mit der Wahl des Nullpunktes ent-
sprechend Teilbild ¢ wird die Ausgangsfunktion zur ungeraden Funktion und die
Berechnung der Koeffizienten a, entfillt.
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Zerlegung einer Funktion in ihren geraden und ungeraden Anteil

Im allgemeinen Fall ldsst sich eine periodische Funktion jedoch nicht allein durch
gerade oder ungerade Anteile beschreiben (vgl. »Abb. 9.12). Bei der Entwicklung in
eine Fourier-Reihe werden dann sowohl die Kosinusfunktionen als auch die Sinus-
funktionen benétigt. In manchen Féllen wird die Berechnung der Koeffizienten aber
dadurch erleichtert, dass die Ausgangsfunktion u(f) vorab in ihren geraden ug(t) und
ihren ungeraden Anteil u,(t) zerlegt wird, insbesondere dann, wenn die Fourier-Ent-
wicklungen der Funktionen ug(t) bzw. u,(t) bereits tabellarisch erfasst sind. Eine
erneute Berechnung der betreffenden Koeffizienten ist dann nicht mehr erforderlich.

Zur Aufspaltung einer Funktion in die beiden Anteile konnen die folgenden Bezie-
hungen verwendet werden

0, (t) = S[u(®)+u(-0)]
0, (1) = S[u®)-u(-0]

u(t)=u,(t)+u,(t)  mit (9.42)

Zur Uberpriifung dieser Aussage bilden wir zunichst die Summe der beiden Funktionen
uy(f) und u,(t) und erhalten richtig die Ausgangsfunktion u(t). Da die beiden angegebe-
nen Funktionen auf der rechten Seite der Gleichung auBlerdem die Bedingungen ug(t) =
ug(~t) und u,(t) = —u,(~t) erfiillen, handelt es sich dabei tatséichlich um die Zerlegung in
eine gerade und eine ungerade Funktion.

Beispiel 9.3: Zerlegung in geraden und ungeraden Anteil

Die in Abb. 9.12 dargestellte Funktion

. [t/T 3 0<t<T/2
u(t)=2a- fiir (9.43)
0 T/2<t<T

soll in die beiden Teilfunktionen ug(t] und u,(f) zerlegt werden.

u(t) A

i
Ag
or !

I T 1
2T -T -T/2 0 T/2 T
Abbildung 9.12: Ausgangsfunktion fiir die Zerlegung in geraden und ungeraden Anteil

Nach GI. (9.42) werden dazu die Funktionen u(t)/2 und u(-t)/2 benétigt. Diese
sind in den beiden oberen Diagrammen der »Abb. 9.13 dargestellt. Die Funktion
u(—t)/2 erhilt man auf anschauliche Weise aus der Funktion u(#)/2, indem die
Variable t durch —t ersetzt, d.h. die Funktion u(f#)/2 an der vertikalen Achse
gespiegelt wird.




9.2 Die Harmonische Analyse

Jetzt muss nur noch die Summe bzw. die Differenz dieser beiden Funktionen
gebildet werden, um ug(t) bzw. u,(t) zu erhalten.

u(®)/?2 0
/ / 2/
f =t
u(—t)/2 i
+ =—Z
u, () A
77 2 —
_or T 0 T o7t
u,(t) A
X —
a2 | 4 | 0 o | A Tt

Abbildung 9.13: Beispiel fiir die Zerlegung einer periodischen Funktion in ihren geraden und ungeraden
Anteil

Die Funktion u,(t) entspricht der bereits bekannten Dreiecksfunktion, jetzt aller-
dings mit halber Amplitude, deren Koeffizienten a, und a, bereits in Gl. (9.26)
angegeben sind. Fiir die noch durchzufiihrende Berechnung der Koeffizienten
l;n integrieren wir die Sagezahnkurve u,(t)=ut/T in Abb. 9.13 iiber den
Bereich 0 < t < T/2 entsprechend Tab. 9.1

T/2
4t T/2 (H_l7) 4ﬁ{sin(na)t)_tcos(nwt)1
0

2

b =% [tsin(not)dt = -2
n 6[ 1 ( w) Tz (nw)z nw

(9.44)

== =L =L (=
T? 2nw P () nw (

B 4&[_Tcos(nn)} i a ym

Zusammenfassend erhalten wir die Fourier-Entwicklung der Funktion (9.43)
durch Uberlagerung der Ergebnisse (9.26) unter Beriicksichtigung des Faktors 1/2
und der Sinusfunktionen mit den Amplituden aus Gl. (9.44)

i 20 1 1
u(t) = %—ﬂ—lj[cos (wt) + 52 08 (3wt) + 5 C0s (5wt) +]

1 2 3 4

0 l:sin(a) t) sin(Zwt) + sin(3wt) sin(4wt) 4
T

:| (9.45)

- J
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9.2.3 Tabellarische Zusammenstellung wichtiger Fourier-Reihen

Fiir einige in der Elektrotechnik hédufig vorkommende Funktionen ist die Fourier-Ent-
wicklung in Kap. H.3 im Anhang angegeben.

Einfache Herleitung weiterer Fourier-Reihen

Zur Herleitung weiterer Reihen gibt es verschiedene Moglichkeiten. Es ist nicht unbe-
dingt erforderlich, die Koeffizienten nach Gl. (9.21) jeweils neu zu berechnen. Oft lassen
sich die Kurvenformen aus den bereits tabellarisch erfassten Funktionen erzeugen. Sehr
vielfaltige Moglichkeiten ergeben sich z.B. durch lineare Uberlagerung. Die Entwick-
lung der durch Einweggleichrichtung entstandenen Funktion Nr. 15 (vgl. Tab. H.1)
erhilt man z.B. aus der Addition der Reihe Nr. 13 mit einer Sinusfunktion (linke Seite
der »Abb. 9.14) und anschliefender Halbierung des Ergebnisses (vgl. auch die Koeffizi-
enten bei den genannten Beispielen in der Tab. H.1).

Abbildung 9.14: Uberlagerung bekannter Reihenentwicklungen

Insbesondere mit der Zeitfunktion Nr. 10 und den daraus abgeleiteten Sonderfdllen
Nr. 11 und 12 in der Tabelle lassen sich kompliziertere, stiickweise lineare Funktions-
verldufe zusammensetzen.

In manchen Fillen muss eine Funktion zunédchst auf der Zeitachse verschoben werden,
bevor sie mit anderen Funktionen {iberlagert wird. Bei einer Verschiebung der Kurven-
form u(f) um die Zeitspanne f, muss t durch (¢ — t,) ersetzt werden. Der bisherige Punkt
u(t = 0) wandert auf der Zeitachse nach rechts an die Stelle u(t = t;). Durch Einsetzen
dieser Zeitverschiebung in die Fourier-Entwicklung (9.6) und anschliefende Anwen-
dung der Additionstheoreme (H.4) und (H.5) erhalten wir die Gleichung

u(t)=ay+ i[én cos (nw(t—to))+l;n sin(nw(t—to))}

n=1
=a,+ Z{[én cos (na)to)—l;n sin(na)to)] cos (nwt) (9.46)
n=1
+[&H sin(nwt0)+l;H cos (nwto)] sin(nwt)} ,

aus der die Vorschrift zur Berechnung der neuen, in eckigen Klammern stehenden,
Koeffizienten direkt abgelesen werden kann.



9.2 Die Harmonische Analyse

Beispiel 9.4: Verschiebung auf der Zeitachse

Ausgehend von der Reihenentwicklung Nr. 13 soll die Fourier-Entwicklung fiir
die gleichgerichtete Kosinusfunktion (Nr. 14) abgeleitet werden.

In der Entwicklung Nr. 13 verschwinden die Koeffizienten I;H =0 und n nimmt
nur gerade Werte an. Wegen der Verschiebung um ¢, = T/4 bzw. wt, = 7/2 gelten
fiir die neuen Koeffizienten die Beziehungen

n, neu n,neu

\_ J

. . 7 /2 ~
a =ancos(n5)+0=(—1) 4, und b, =0+0. (9.47)

9.2.4 Die Linienspektren

Mit der Harmonischen Analyse haben wir eine weitere Moglichkeit zur Beschreibung
einer periodischen Funktion kennen gelernt. Einerseits ldsst sich die Funktion in der
Form u(t), also im Zeitbereich, mathematisch beschreiben und auch entsprechend gra-
fisch darstellen, andererseits ist aber die gleiche Information in anderer Form auch in
der Reihenentwicklung enthalten. Bei der Fourier-Reihe wird die Funktion charakteri-
siert durch die Amplituden und Phasen der einzelnen Harmonischen und zwar bei
der Frequenz der Grundschwingung und bei den Vielfachen dieser Frequenz, d.h. bei
den Oberschwingungen. Man spricht in diesem Fall von der Darstellung der Funktion
im Frequenzbereich. In der dazugehorigen grafischen Darstellung werden dann die
Amplituden ¢, nach Gl. (9.7) bzw. die Phasen ¢, oder v, als Funktion der Frequenz
aufgetragen. Da sich in diesem Fall nur diskrete Werte bei der Grundfrequenz und
deren Vielfachen ergeben, erhalten wir ein so genanntes Linienspektrum, im konkreten
Fall also ein Amplitudenspektrum bzw. ein Phasenspektrum. Der Gleichanteil a, wird
gegebenenfalls beim Amplitudenspektrum mit eingezeichnet.

In vielen praktischen Situationen wie z.B. bei der Verlustberechnung oder der Unter-
suchung der gegenseitigen Beeinflussung von Schaltungen und Systemen (Elektroma-
gnetische Vertrdglichkeit) spielen insbesondere die Amplituden der Oberschwingun-
gen eine bedeutende Rolle. Aus diesem Grund kann auch die Berechnung der
Koeffizienten der Fourier-Entwicklung durch Achsenverschiebung vereinfacht wer-
den (vgl. Abb. 9.11), da sich die Amplituden (9.10) durch diese MaBnahme nicht
dndern. Will man jedoch aus den Spektren die Zeitfunktion wieder zusammensetzen,
dann wird auch das Phasenspektrum benétigt.

Die beiden Darstellungsarten sind am Beispiel der Dreiecksfunktion in »Abb. 9.15 noch-
mals gegeniibergestellt. Das schnelle Abklingen der h6heren Harmonischen im Amplitu-
denspektrum deutet darauf hin, dass nur wenige Glieder aus der Fourier-Entwicklung
bendtigt werden, um eine gute Anndherung an die Ausgangskurve zu erreichen.
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Dreiecksfunktion

Frequenzbereich

Zeitbereich

Mathematische Darstellung

t/T 0<t<T/2 o4 &1
u(t)=2a- fiir u(t):z——zj Z —cos(nwt)
1-t/T T/2<t<T 2zt 55
Grafische Darstellung
¢,
ul2
ul4
» 04 1 L >
! 0/ 37 5/ 1f 9f

Abbildung 9.15: Darstellung der Dreiecksfunktion im Zeit- und Frequenzbereich

9.3 Anwendung der Fourier-Reihen in der
Schaltungsanalyse

9.3.1 Der Ablaufplan

Die Vorgehensweise bei der Analyse linearer Netzwerke, die an zeitlich periodische
Strom- und Spannungsquellen angeschlossen sind, ist als Ablaufplan in »Abb. 9.16

nochmals zusammengestellt.

1 Darstellung der Quellenstréme und
’ -spannungen durch eine Fourier-Reihe

|

Berechnung des Netzwerks fiir Berechnung des Netzwerks fir eine
den Gleichanteil 3. Harmonische mit der komplexen

Wechselstromrechnung, Abb. 8.13.

2. o

Losung eines algebraischen Lésung fiir alle Harmonischen
Gleichungssystems Ubernehmen

[ Uberlagerung aller Teillésungen J

Abbildung 9.16: Berechnungsschema bei periodischen, nicht sinusférmigen Quellen



9.3 Anwendung der Fourier-Reihen in der Schaltungsanalyse

Im ersten Schritt wird die periodische Signalform in eine Fourier-Reihe (9.6) ent-
wickelt. Dies kann mithilfe der Tabellen in Kap. H.3 oder durch Berechnung der
Koeffizienten nach Gl. (9.21) oder Gl. (9.33) erfolgen.

Sofern die Reihe einen Gleichanteil a, enthélt, wird das Netzwerk fiir den Gleich-
strom bzw. fiir die Gleichspannung berechnet. Induktivitdten werden in diesem
Fall durch einen Kurzschluss, Kapazitdten durch einen Leerlauf ersetzt.

Die Quelle wird durch eine einfache Wechselstrom- bzw. Wechselspannungs-
quelle ersetzt und das Netzwerk wird mithilfe der komplexen Wechselstromrech-
nung bei der angenommenen Amplitude und Kreisfrequenz w analysiert.

Die Losung aus der komplexen Wechselstromrechnung wird fiir alle Harmonischen
mit den entsprechenden Amplituden aus der Fourier-Reihe und den zugehorigen
Kreisfrequenzen nw iibernommen.

Die Gesamtlosung ergibt sich durch Uberlagerung aller Teillssungen. Befinden
sich mehrere Quellen im Netzwerk, dann werden die bisherigen Schritte fiir alle
Quellen durchgefiihrt und die Lésungen fiir die einzelnen Quellen wiederum
tiberlagert.

9.3.2 Eine einfache Schaltung

Nachdem wir in den vorangegangenen Kapiteln die verschiedenen Aspekte der Fou-
rier-Entwicklung untersucht haben, soll ihre Anwendung an einer konkreten Schal-
tung demonstriert werden. Die RL-Reihenschaltung in »Abb. 9.17 wird an eine gleich-
gerichtete Wechselspannung u(t) = ﬁ|sin[w t)| angeschlossen. Der in diesem Netzwerk
flieBende zeitabhédngige Strom i(#) soll berechnet werden.

L i(t) "
u

0 17/2 T 2T
Abbildung 9.17: R.-Reihenschaltung an gleichgerichteter Wechselspannung

Schritt 1:

Der Ausgangspunkt fiir die weiteren Betrachtungen ist die in Tab. H.1 Nr. 13 angege-
bene Fourier-Darstellung der gleichgerichteten Spannung

20 40 I:COS (2wt)  cos(4wt) cos(bwt) }
+ + + ..
1-3 3-5 5.7

(9.48)
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Schritte 2 bis 5:

Der Unterschied zur Gl. (9.1) besteht jetzt lediglich darin, dass die Summe (9.48) unend-
lich viele Glieder enthilt, die wir uns als Reihenschaltung unendlich vieler Einzelquel-
len entsprechend Abb. 9.1 vorstellen kénnen. Damit erhalten wir fiir den Strom ebenfalls
eine unendliche Summe, die wir in Analogie zur Gl. (9.2) bereits angeben kénnen
i(t) _z2u_4u ! cos (nwt—arctan
Rm w55 (nz —1)\/BZ +(no L) 2

nwlL
R j . (9.49)

Auswertung des Ergebnisses:

Wir wollen jetzt den zeitabhédngigen Strom fiir drei unterschiedliche Werte der Induk-
tivitdt auswerten. Betrachten wir zunéchst den Grenzfall L = 0. Bei nicht vorhandener
Induktivitdt vereinfacht sich die Beziehung (9.49) und wir erhalten den erwarteten
Zusammenhang i() = u(f)/R. Der Strom hat den gleichen zeitlichen Verlauf wie die in
Abb. 9.17 dargestellte Spannung. Im anderen Grenzfall L — « verschwindet jedes
Glied der Summe in GIl. (9.49) und der Strom nimmt den zeitlich konstanten, in GI.
(7.10) berechneten Gleichrichtwert an. Auch diese Situation ist leicht einzusehen, da
die Impedanz der Reihenschaltung R + jowL fiir alle Frequenzen unendlich gro8 wird
und somit nur noch ein Gleichstrom fliefen kann.

Abbildung 9.18: Stromverlauf in der #/-Reihenschaltung bei verschiedenen Induktivitaten

Wird die Induktivitdt ausgehend von dem Anfangswert L = 0 erhoht, dann muss sich
auch der Strom ausgehend von der Kurvenform der Spannung in »Abb. 9.18a in Rich-
tung auf den konstanten Wert in »Abb. 9.18c dndern. Wird die Induktivitdt so
gewdhlt, dass das Verhiltnis L/R einem Viertel der Periodendauer entspricht, dann
nimmt der Strom den in »Abb. 9.18b dargestellten Verlauf an.

Infolge der frequenzabhéngigen Impedanz der Reihenschaltung weicht die periodi-
sche, zeitabhdngige Stromform wesentlich von der Spannungsform ab. Der Anteil der
Oberschwingungen ist beim Strom deutlich geringer, d.h. die Induktivitat wirkt wegen
der mit der Frequenz zunehmenden Impedanz glattend auf den Strom. Wir erkennen
hier wieder das Verhalten der RL-Tiefpass-Schaltung in Abb. 8.24, deren Amplituden-
gang in Abb. 8.25 dargestellt ist.



9.3 Anwendung der Fourier-Reihen in der Schaltungsanalyse

Man beachte, dass bei den vorausgesetzten linearen Komponenten keine zusitzlichen
Harmonischen entstehen, im Gegensatz zu Schaltungen mit nichtlinearen Komponen-
ten. Die Stromverformung wird allein durch die stiarkere Dampfung der héheren Harmo-
nischen verursacht.

9.3.3 Die Erzeugung von Subharmonischen

Bei einigen in der Praxis verwendeten Schaltungen fiihrt die spezielle Betriebsweise
dazu, dass trotz einer eingangs angeschlossenen sinusférmigen Spannungsquelle mit
vorgegebener Frequenz f innerhalb der Schaltung Strom- und Spannungsverldufe
entstehen, deren Spektrum sich nicht nur aus der Frequenz f und deren Vielfachen nf
zusammensetzt, sondern es entstehen auch Spektralanteile unterhalb von f. Wir
sprechen in diesem Fall von Subharmonischen. Zur Illustration betrachten wir eine
einfache Schaltung zur Steuerung der Leistung an einem ohmschen Verbraucher, der
an das Wechselspannungsnetz angeschlossen ist.

Beispiel 9.5: Pulspaketsteuerung

Ein Heizwiderstand R ist gemdB »Abb. 9.19 an die Netzwechselspannung
usin(wt) mit w = 27-50Hz angeschlossen. Zur Reduzierung der Heizleistung ist
ein elektronischer Schalter S vorgesehen, der die Verbindung zwischen Quelle
und Verbraucher jeweils fiir komplette Netzhalbwellen unterbrechen kann.

N2 i(r)
O——»—
@lﬁsin(wt) R [

Abbildung 9.19: Steuerung der Verbraucherleistung mit einem Schalter

| S

Aus der Vielzahl der Méglichkeiten wihlen wir ein konkretes Beispiel mit festge-
legtem Schaltmuster aus. Um die Leistung im Mittel auf 60 % des Maximalwertes
abzusenken, wird der Schalter abwechselnd fiir drei Netzhalbwellen geschlossen
und anschlieBend fiir zwei Netzhalbwellen ge6ffnet. Der dazugehorige Netzstrom
ist in »Abb. 9.20 dargestellt.

i) A

A A DA S,
ool Vv \V (%

¢—— 100ms ————————¥

Abbildung 9.20: Pulsmuster des Netzstromes
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Die Periodendauer der Quellenspannung betrdgt T'=1/50Hz = 20ms. Fiir den Netz-
strom trifft diese Periodendauer aber nicht mehr zu. Die Stromform wiederholt
sich auf die gleiche Weise erst nach zehn Netzhalbwellen. Um Verwechslungen zu
vermeiden, wollen wir die Periodendauer beim Strom mit 7 bezeichnen. Wegen
7=5T ist die Frequenz der Grundschwingung beim Strom f= 1/ = 10Hz um den
Faktor 5 geringer als die Frequenz der Netzwechselspannung. Die Oberschwingun-
gen des Netzstromes treten also bei Vielfachen von 10Hz auf. Durch die besondere
Betriebsweise dieser Schaltung werden Strome auf den Netzleitungen erzeugt, mit
Frequenzen sowohl unterhalb der Netzfrequenz (Subharmonische) als auch zwi-
schen den Vielfachen von 50Hz (Zwischenharmonische).

Im néchsten Schritt wollen wir das Amplitudenspektrum des Netzstromes nach
Abb. 9.20 berechnen. Die Anzahl der positiven und negativen Halbwellen des
Stromes innerhalb der Periodendauer 7 ist gleich, d.h. der Mittelwert verschwin-
det in jedem Fall und es gilt a, = 0. Zur Reduzierung des Rechenaufwandes ver-
schieben wir die Zeitachse derart, dass entweder die Koeffizienten a, oder l;n
verschwinden. Mit der willkiirlichen Wahl des Anfangspunktes ¢ = 0 in »Abb.
9.21 erhalten wir eine ungerade Funktion und es gilt a, =0.

i(t) T
— ‘—&—\—‘

lT 2T
2

Abbildung 9.21: Erzeugung einer ungeraden Funktion durch Achsenverschiebung

Bei geschlossenem Schalter ist der Strom proportional zur Spannung und besitzt
die Amplitude i =a/R. Er kann also im Zeitbereich folgendermaBen dargestellt
werden

(9.50)

, s [sin(wt) . T/2<t<2T und 3T <t<9T/2
i(ft)y=1i- fiir .
sonst

Im Frequenzbereich wird er ausschlieBlich durch Sinusfunktionen beschrieben,
wobei die Periodendauer der Grundschwingung durch 7 = 5T gegeben ist. Zur
Unterscheidung von der Kreisfrequenz w = 27/T der Netzspannung bezeichnen
wir jetzt die Kreisfrequenz bei der Grundschwingung des Stromes mit
@ =2n/t=w/5.Fir die Fourier-Darstellung des Stromes gilt dann

i(t) = il;r, sin(nat) = il;H sin(nZnéj. (9.51)

n=1 n=1
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Die Amplituden der Harmonischen erhalten wir durch Berechnung des folgen-
den Integrals, das aber nur in den Bereichen nicht verschwindenden Stromes
einen Beitrag liefert

4 7/2 52T

b, =— ji(t) sin(nat) dt = 21 j sin(wt) sin(nat) dt. (9.52)
T T 12

Das Integral kann mit den Formeln in Kap. H.2 berechnet werden. Es ist jedoch
darauf zu achten, dass fiir nd = w, d.h. fiir n = 5 die Beziehung (H.11) und fiir
n#5 die Beziehung (H.12) zu verwenden ist. Als Ergebnis erhalten wir die Koef-
fizienten

0 n gerade
N 3 N,
b,=1i- 5 fir n=>5 (9.53)
?—Osin o n ungerade und n#5 .
7 (n®—25) 5

Zur Darstellung des Amplitudenspektrums werden entsprechend

R (9.10) ~ 2 ~ B
c, = +4a,’°+b° =

die Betrdge der Koeffizienten (9.53) verwendet. Das Ergebnis ist in »Abb. 9.22
dargestellt.

b,

(9.54)

E /i A

0,6

0,4

0,2

o | 1 1 L,
T T T gl
0 50 100 150 200 f/Hz

Abbildung 9.22: Amplitudenspektrum fiir den Strom in Abb. 9.20 bzw. 9.21

Diese Amplituden fallen im Bereich n>5 sehr schnell mit wachsender Ord-
nungszahl ab. Es fillt auf, dass bei der Netzfrequenz 50Hz die Amplitude den
Wert I;S =0,6] annimmt, in Ubereinstimmung mit der im Mittel auf 60 % des
Maximalwertes reduzierten Leistung. Auf diese Besonderheit kommen wir in
Beispiel 9.7 noch einmal zurtick.
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9.3.4 Effektivwert und Leistung

Die Berechnung der Verluste in einem ohmschen Widerstand erfordert nach Gl. (7.13)
die Berechnung des Effektivwertes von Strom oder Spannung. Liegt die Spannung in
»Abb. 9.23 in Form einer Fourier-Entwicklung nach Gl. (9.6) vor, dann muss entspre-
chend der Definition in Gl. (7.11) das Quadrat dieser Funktion iiber die Periodendauer
integriert werden.

(1)

o—!

i u(t) R

O
Abbildung 9.23: Verlustberechnung bei periodischem Spannungsverlauf

Fiir den Effektivwert gilt die Beziehung

1 T (9.6) 1 T o R R 2
U= Fj'uz(t)dt = —_f ao+Z[ancos(nwtﬂbnsin(nwt)} dt.  (9.55)
0

T 0 n=1

Aufgrund der Orthogonalitétsrelation (9.13) liefern wieder nur die quadratischen Glie-
der einen Beitrag zum Integral, so dass der Effektivwert mithilfe der Fourier-Koeffizi-
enten die resultierende Form

(9.10)

© 0 ~ 2
U= la?+13 (a.2+52) = 2 Lo 9.56
\/ao +2r§(an + n) a +,§(\EJ ( )

annimmt (vgl. die Parseval‘sche Gleichung (G.17) im Anhang). Zusammenfassend gilt
die Aussage:

Das Quadrat des Effektivwertes einer als Fourier-Entwicklung vorliegenden
Funktion ist gegeben durch die Summe aus dem Quadrat des Mittelwertes und
den Quadraten der Effektivwerte aller Harmonischen. Die Phasenwinkel haben
keinen Einfluss.

Der Effektivwert einer periodischen Funktion kann also einerseits mithilfe der Gl. (7.11)
durch Integration iiber das Quadrat der zeitabhidngigen Funktion berechnet werden,
andererseits durch geometrische Addition der bekannten Fourier-Koeffizienten. Fiir die
in Tab. H.1 aufgelisteten Beispiele sind die Effektivwerte jeweils mit angegeben.

Ausgehend von der Gl. (9.56) ldsst sich ein weiteres Linienspektrum zur Charakterisie-
rung der Leistungsverteilung angeben. Die Darstellung der Quadrate der Effektivwerte
bei den einzelnen Harmonischen (a,”> +b,?)/2 wird als Leistungsspektrum bezeichnet.
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Beispiel 9.6: Effektivwert und Leistungsspektrum

einer Dreiecksfunktion

Fiir die in Abb. 9.6 dargestellte dreieckférmige periodische Spannung soll der
Effektivwert bestimmt werden und zwar einerseits mit der zeitabhdngigen Funk-
tion nach Gl. (9.22) und andererseits mit der Fourier-Darstellung (9.26).

Ausgehend von Gl. (7.11) erhalten wir die Beziehung

T T/2 ~9 T/2 ~
1 2 2 2 (9.22) 8u 2 u

U= |—= t)dt = |= t)dt = |[— |t*dt=—. (9.57)
\/TI“() \/TIU() Tsé[ J3

0

Das Einsetzen der Fourier-Koeffizienten in die Gl. (9.56) liefert zundchst ein Zwi-
schenergebnis mit einer unendlichen Summe

n=1 n=13, .. a* n*
(9.58)
LEERLSA S O LT o PO SO SO B
4 gt = n? 4 gt 34 gt o4
Mit dem in [3] angegebenen Summenwert der numerischen Reihe
1+i+l+i+ - (9.59)
3 5t 7t T 96 '
erhalten wir wieder das gleiche Ergebnis
Az R
u’ u u
U=, |—+—=— (9.60)

4 12 f3°

Liegt also diese dreieckférmige Spannung an einem Widerstand R, dann kénnen
die Verluste durch Einsetzen des aus der Tabelle bekannten Effektivwertes in die
Beziehung (7.13) direkt angegeben werden

_r_a (9.61)
R 3R

Das Leistungsspektrum kénnen wir unmittelbar der Gl. (9.58) entnehmen. Der

Gleichanteil liefert den Beitrag 41* / 4 . Die 1. Harmonische trigt 0,328-%* /4 und

die 3. Harmonische nur noch 0,004-4” /4 zur Gesamtleistung bei. Zur Leistungs-

berechnung gentigt bei dieser Kurvenform bereits der Gleichanteil mit der

Grundschwingung. Alle hheren Harmonischen kénnen vernachldssigt werden.

N J
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Mit der Beziehung (9.56) konnen die Verluste aber nur berechnet werden, wenn der
Zweipol ein reiner Widerstand ist. Fiir den in »Abb. 9.24 dargestellten verallgemei-
nerten Fall eines beliebigen linearen Zweipols haben wir bereits in Kap. 8.8 aus der
Kenntnis von Wechselspannung und Wechselstrom die Wirkleistung berechnet. Diese
dort abgeleitete Beziehung soll jetzt auf den Fall eines periodischen, nicht sinusférmi-
gen Verlaufs von Strom und Spannung erweitert werden.

i(1)
o—
Linearer
u(t
@ Zweipol
o

Abbildung 9.24: Leistungsbetrachtungen bei periodischen, nicht sinusformigen GréBen

Wir gehen davon aus, dass sowohl die Spannung als auch der Strom in Abb. 9.24 in
der Normalform der Fourier-Entwicklung nach Gl. (9.6) vorliegen

u(t)=U0+21[ﬁgncos (nwt)+ﬁunsin(nwtﬂ
:UO+i[\/ﬁUgncos(nwt)+\/§Uunsin(nwt)]

n=1 (9.62)

©

i(t) :IO+Z[ iy, COS (nwt)+§unsin(nwt)j|

=1

=1+ Z[\/Elgncos (nwt)+\/zlunsin(nwt)} .
n=1

Die Gleichanteile sollen mit U, und I, bezeichnet werden. Die Koeffizienten werden
durch die Indizes g fiir die geraden und u fiir die ungeraden Anteile gekennzeichnet.

Die Momentanleistung entspricht dem Produkt der Augenblickswerte und kann durch
Einsetzen der Gl. (9.62) fiir jeden Zeitpunkt angegeben werden. Zur Berechnung der
Wirkleistung muss dieser Ausdruck nach Gl. (8.147) iiber eine komplette Periode inte-
griert werden

- %:f :%Z[u (9.63)

Dabei verschwinden aufgrund der Beziehung (9.13) wieder alle Mischglieder, so dass
lediglich die Integration iiber die Quadrate der Funktionen auszufiihren ist

’ﬂIH

T o0
j{UOIO+Z[ gnAgncos (nwt)+1,, i, sin (nwt):|}dt. (9.64)
0

n=1
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Mit den Ergebnissen dieser Integrale nach Gl. (9.14) kann die Wirkleistung in der fol-
genden Form dargestellt werden

©
A

1 A2 i
p- U010+Ezl[ugn1gn Gy i } U010+Z[ enlgntUpnlin ] - (9.65)
n=
Sie setzt sich zusammen aus dem Produkt der Gleichanteile (dies entspricht dem
Gleichstromfall, wenn keine Harmonischen vorliegen) und den Produkten der Effek-
tivwerte von Strom und Spannung fiir die Sinusfunktionen gleicher Frequenz und
ebenso fiir die Kosinusfunktionen gleicher Frequenz.

Wir betrachten jetzt noch den zweiten Fall, bei dem die Fourier-Darstellung mit den in
der Phase verschobenen Sinusfunktionen nach GI. (9.7) vorliegt

u(t)= Uo+iﬁn sin(nwt+<pun) =U0+i\/§UH sin(nwt+<pun)

"~ i (9.66)
i(t) =1, + ansin(nwtﬂpin) =1, +z\/§Insin(nwt+<pin).
n=1 n=1

Wird das Produkt dieser beiden Funktionen iiber die Periodendauer T integriert, dann
verschwinden wegen Gl. (H.24) wieder alle Glieder mit unterschiedlichem Z&hlindex
und es verbleiben nach Anwendung eines Additionstheorems zunéchst nur zwei Inte-
grale

p =%7J:U010dt+i{ﬁnfn%gsin(nwtﬂpun) sin(na)t+(pin) dt}

(H16) - (9.67)
= UOIO+Z[ [Icos —<p1-n)dt—fcos(antﬂpun+<pin)dtﬂ,

0

von denen das zweite keinen Beitrag liefert. Das Endergebnis

P =Uyl, + Z u, i COS( <p1~n) =Uyl, + Z U,I,cos ((pun —<pin) (9.68)
n=1
hat die gleiche Form wie die Beziehung (8.158), mit dem Unterschied, dass jetzt iiber
alle Harmonischen summiert wird. In dieser Darstellung sind die bisher betrachteten
Félle fiir reinen Gleichstrom oder Wechselstrom als Sonderfille mit enthalten. Die bei-
den Beziehungen (9.65) und (9.68) sind natiirlich gleichwertig und kénnen mit den
Formeln (9.10) bis (9.12) ineinander umgerechnet werden.

Das Ergebnis (9.68) hitten wir auch erhalten, wenn wir von der Fourier-Darstellung
(9.7) mit den in der Phase verschobenen Kosinusfunktionen ausgegangen wéren. Der
Ubergang von den Sinus- zu den Kosinusfunktionen bedeutet nach (H.5) eine Phasen-
verschiebung um jeweils /2, die aber wegen der Differenzbildung im Argument der
Kosinusfunktion (9.68) keinen Einfluss hat.
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Die an einem linearen Zweipol entstehende Wirkleistung setzt sich zusammen
aus dem Produkt der Gleichanteile (Mittelwerte) von Strom und Spannung sowie
der Summe der Wirkleistungen bei allen Harmonischen.

Die Produkte aus Strom und Spannung unterschiedlicher Frequenzen tragen
nicht zur Wirkleistung bei.

Die Scheinleistung wird genauso wie bereits in Gl. (8.164) als das Produkt der Effek-
tivwerte von Strom und Spannung definiert und fiihrt mit Gl. (9.56) auf das Ergebnis

S=UI=\/

In dem Produkt der Effektivwerte von Strom und Spannung treten Mischterme auf,
d.h. die Scheinleistung kann nicht durch Addition der Scheinleistungen bei den ein-
zelnen Harmonischen berechnet werden. Die Definition der Blindleistung folgt eben-
falls der GI. (8.164)

U+, UHZ}[IOZ +> Inz} : (9.69)
n=1

n=1

Q*=5"-pP*. (9.70)

Auch die Blindleistung besteht wegen der zusétzlich auftretenden gemischten Glieder
nicht mehr allein aus der Summation der Beitrdge

Q=

N | =
M

0,1, sin(<pun —<pin) = i:UnIH sin(<pun _‘Pi,,) (9.71)
n=1

n=1

bei den einzelnen Harmonischen entsprechend Gl. (8.159), sondern es tritt ein weite-
rer als Verzerrungsblindleistung D bezeichneter Anteil auf

S=JPP+Q =P +Q*+D". (9.72)

Der Leistungsfaktor A ist analog zur Gl. (8.165) aus dem Verhiltnis von Wirkleistung
zu Scheinleistung definiert

Uyly + i U,I,cos (<pun —(pin)

A= E — n=1 . (9.73)
\/{UOZ +> UHZHIO2 +> IHZ}
n=1 n=1

Fiir den Sonderfall, dass die Fourier-Entwicklung nur aus einer, z.B. der k-ten Harmo-
nischen besteht, vereinfacht sich diese Gleichung zu

_ U, I, cos (‘Puk ~—Pi )
\/Ukzlkz

d.h. der Leistungsfaktor (8.165) ist als Sonderfall in der allgemeineren Beziehung
(9.73) enthalten.

A = cos (<puk —<p1.k) , (9.74)



9.3 Anwendung der Fourier-Reihen in der Schaltungsanalyse

Beispiel 9.7: Leistungsberechnungen

An dieser Stelle wollen wir noch einmal an das Beispiel 9.5 ankniipfen und die

Leistung am Verbraucher berechnen. Da in dieser Schaltung keine Energie-
speicherung stattfindet, muss die gesamte von der Quelle abgegebene mittlere
Leistung P, gleich sein zu der am Widerstand verbrauchten Leistung Py. Wir
werden zum Vergleich diese beiden in »Abb. 9.25 an den entsprechenden Stel-
len eingetragenen Leistungen berechnen.

i(t) N ()
I S D S

P = =

| |
[} }
dsin(wt) i i
I |

)

=
| —
I

Abbildung 9.25: Alternative Méglichkeiten zur Berechnung der Leistung

Die von der Spannungsquelle in Abb. 9.25 gelieferte Wirkleistung P, entspricht
der iiber eine komplette Periodendauer v = 5T integrierten Momentanleistung.
Mit der sinusférmigen Spannung und dem Strom aus Gl. (9.51) gilt

(8.147) q T (9.51)

n w 5T
u n
F, = — t) i = — t) sin| —wt | dt. 9.75
) Tou()1( T; me sm[Swj ( )

Dieses Integral verschwindet nach Gl. (H.21) fir n#5 und liefert fiir n = 5 das
Ergebnis 7/2 = 5T/2, so dass sich aus der Forderung, dass die resultierende Leis-
tung 60 % des Maximalwertes annehmen soll, zwangsldufig der Wert 55 =0,61 in
Gl. (9.53) ergeben musste

A

5T ~ (9.53) 3 !
p oLy ST _ap 02 —ﬂ=0,6Pm. (9.76)
5T 2 2 5 2
Die Ursache fiir den besonderen Amplitudenwert I;s ist also darin begriindet, dass
nur das Produkt aus Strom und Spannung mit der gleichen Frequenz w =5® zur

Wirkleistung beitrégt.

Betrachten wir jetzt die Leistung an den Klemmen des Widerstandes. Zur
Berechnung kénnen wir nicht die sinusférmige Eingangsspannung verwenden,
da bei gedffnetem Schalter kein Strom flieft und damit auch keine Spannung am
Widerstand anliegt. Die Eingangsspannung fdllt in diesen Zeitintervallen am
Schalter ab. Wir kénnen aber von der Gl. (9.68) ausgehen oder wegen der ver-
schwindenden Phasenverschiebung direkt von der Effektivwertberechnung in
Gl. (9.56). Mit der Fourier-Entwicklung des Stromes erhalten wir nach Auswer-
tung der Summation den Effektivwert
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) (9.53) B ) 2
=[S 0|9 400§ ;Zsinz[ﬂj :;F, (©0.77)
n=1 \/E 25 T n:l,3,..(n2—25) 5 \/E 5

n#5

so dass die beiden unterschiedlichen Berechnungen erwartungsgeméal das glei-
che Ergebnis

(077) 12

3
P, =RI* = H%E=O,6me (9.78)

liefern. An diesem Beispiel ist zu erkennen, dass die Rechnung mit den unend-
lichen Summen aufwindig sein kann, wihrend eine alternative Losung, in diesem
Fall die Berechnung der Leistung an den Klemmen der Quelle, unmittelbar auf
einen geschlossenen Ausdruck fiihrt.

Fiir die Scheinleistung ergibt sich nach Gl. (9.69) wegen den Harmonischen des
Stromes der Ausdruck

077 41 3 (976) |5 5
s=ul = &2 = \ﬁpﬁ\ﬁpv. (9.79)
2 \5 3 3

Infolge der unterschiedlichen Werte von Schein- und Wirkleistung tritt auch bei
dieser Schaltung, in der keine energiespeichernden Komponenten enthalten
sind, eine Blindleistung, in diesem Fall eine reine Verzerrungsblindleistung, auf

(9.79) 5 2
D=,S*-PB* = P, ’5_ =\gPV, (9.80)

die zu erhohten Verlusten in den Zuleitungen fiithrt. Ein um den Faktor 5/3 gro-
Berer Widerstand, der permanent mit der Spannungsquelle verbunden ist, nimmt
die gleiche mittlere Leistung bei entsprechend reduziertem Effektivstrom und
damit geringeren Leitungsverlusten auf.

- )

9.3.5 Weitere KenngréBen

Die Abweichung einer periodischen Funktion von der Sinusform kann zwar durch
Amplituden- und Phasenspektrum charakterisiert werden, in manchen Fallen ist man
aber nur an einer relativ einfachen Beschreibung dieser Verzerrung interessiert. Neben
den in Kap. 7.4 bereits definierten KenngroBen verwendet man héufig die folgenden
KenngréBen:

Effektivwert des Wechselanteils

Darunter versteht man den Effektivwert entsprechend der Gl. (9.56), jedoch ohne
Berticksichtigung des Gleichanteils

U.= iUnz = JU*-Uy* . (9.81)



9.3 Anwendung der Fourier-Reihen in der Schaltungsanalyse

Grundschwingungsgehalt

Diese Grofe beschreibt das Verhéltnis aus dem Effektivwert der Grundschwingung zu
dem Effektivwert des Wechselanteils

g="1. (9.82)

Klirrfaktor (Oberschwingungsgehalt)

Der Klirrfaktor ist ein MabB fiir den Oberschwingungsgehalt der Kurvenform. Oft wird
unterschieden zwischen dem Gesamtklirrfaktor, der das Verhéltnis aus dem Effektiv-
wert aller Oberschwingungen zu dem Effektivwert des Wechselanteils beschreibt

k=222 _ 1-g%, (9.83)

und den Klirrfaktoren m-ter Ordnung, bei denen nur der Effektivwert der m-ten Ober-
schwingung zu dem Effektivwert des Wechselanteils ins Verhéltnis gesetzt wird

k =Ym (9.84)
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt der Zusammenhang
K="k, (9.85)
n=2
Bei einer reinen Sinuskurve gilt g=1 und k=0.

Scheitelfaktor

Der Scheitelfaktor, der das Verhiltnis vom Spitzenwert zum Effektivwert des Wechsel-
anteils bezeichnet

i
=2 (9.86)

nimmt bei einer reinen Sinuskurve den Wert & =+/2 an.

Formfaktor

Der Formfaktor bezeichnet das Verhiltnis vom Effektivwert des Wechselanteils zum
Gleichrichtwert

u

|u

F= (9.87)

Bei einer reinen Sinuskurve gilt mit Gl. (7.10) F=x/ J8 =111.
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Welligkeit

Bei Netzteilen oder generell bei Gleichrichterschaltungen ist der auf der Ausgangs-
gleichspannung tiberlagerte Wechselanteil (Brummspannung) von Interesse. Als
Welligkeit definiert man das Verhéltnis aus dem Effektivwert des Wechselanteils zum
Gleichanteil

U.. (9.88)

Beispiel 9.8: Welligkeit bei der RL-Reihenschaltung

Als Beispiel betrachten wir noch einmal die an der gleichgerichteten Netzwech-
selspannung liegende RL-Reihenschaltung in Abb. 9.17. Zu bestimmen ist die
Welligkeit der Spannung am Widerstand in Abhéngigkeit von dem Wert der vor-
geschalteten Induktivitét L.

Die Spannung up(t) ist mit Gl. (9.49) bereits bekannt

cos (nwt—¢,) . (9.89)

Mit den Definitionen (9.88) und (9.81) gilt dann

7 802 & 1 i 2
| »

i F;“(nz_l)zlﬁ(nzﬂ ey (]

Dieses Ergebnis wird von dem Verhaltnis L/RT, d.h. von den beiden Komponenten
R und L sowie von der Periodendauer T der Eingangsspannung beeinflusst. Die
Welligkeit ist in Abhéngigkeit von diesem Verhéltnis in » Abb. 9.26 dargestellt. Fiir
L = 0 erhalten wir die Welligkeit w = 0,483 der Funktion ﬁ|sin(w t)| . Mit groBer
werdender Induktivitdt nimmt die Welligkeit des Stromes bzw. der Spannung am
Widerstand infolge der starkeren Beddmpfung der h6heren Harmonischen ab.

(9.90)

0,54 T
w Y\ Abb. 9.18a)

0,4 \
to
\ Abb. 9.18b)
0,2 \(
0,1

\\
0
0 0,25 0,5 0,75 1
— L/RT
Abbildung 9.26: Welligkeit der Spannung am Widerstand der R/-Reihenschaltung
- J
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Ubungsaufgaben

ZUSAMMENFASSUNG

B Beliebige periodische Kurvenformen kénnen in eine Summe von Einzelschwin-
gungen, wir sprechen von Harmonischen, zerlegt werden.

B Die Grundschwingung bzw. erste Harmonische besitzt die gleiche Periodendauer wie
die Ausgangskurve. Die Frequenz der /+ten Harmonischen entspricht dem 7+-Fachen der
Frequenz bei der Grundschwingung.

B Bestimmte Symmetrieeigenschaften bei der Ausgangskurve kénnen zur vereinfachten
Bestimmung der Fourier-Koeffizienten ausgenutzt werden.

B Besitzt ein lineares Netzwerk eine Quelle mit einem beliebigen periodischen Zeitver-
lauf, dann setzen sich die Strom- und Spannungsverlaufe in den einzelnen Zweigen
aus der Losung fiir den Gleichanteil sowie der Uberlagerung aller Teillésungen bei
allen auftretenden Harmonischen zusammen.

B Eine elegante Maglichkeit zur Darstellung der Ergebnisse bieten die Linienspekt-
ren, bei denen eine KenngroBe, z.B. die Amplitude der einzelnen Harmonischen iiber
der Frequenzachse, aufgetragen wird.

B Bei der Berechnung von Effektivwerten einer als Fourier-Reihe vorliegenden Funk-
tion genligt es, nur Produkte aus Harmonischen mit gleicher Frequenz zu berticksichti-
gen. Das Produkt aus zwei Harmonischen unterschiedlicher Frequenz liefert bei der
Integration ber eine Periodendauer den Wert Null.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 9.1 Amplitudenspektrum
Lésungen

Wir betrachten noch einmal die bereits in Aufgabe 7.2 behandelte Dimmschal-
tung mit dem in »Abb. 9.27b dargestellten Netzstrom (T = 20 ms).

S 10) i(t) A
—)go— l” |
all2
0 az Z T !
2 2 0
[ a) [ b |

Abbildung 9.27: Phasenanschnittssteuerung

Berechnen Sie das Amplitudenspektrum in Abhéngigkeit des Steuerparameters «
und stellen Sie es fiir @ = 0,5 im Frequenzbereich 0 < f < 2 kHz dar.
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Aufgabe 9.2 Spannungsstabilisierung

Ein Verbraucher, symbolisiert durch den Widerstand R, wird gem&l »Abb. 9.28a
an eine Stromquelle mit dem zeitabhédngigen dreieckformigen Strom i(f) aus
»Abb. 9.28b angeschlossen.

L1 VAR B
0 oT T-6T T t

Abbildung 9.28: Stromquelle mit zeitabhangigem Strom und Verbraucher

1. Berechnen Sie das Fourier-Spektrum des Stromes i(t) und stellen Sie das Amp-
litudenspektrum mit doppelt logarithmischer Skalierung dar. Fiir die Auswer-
tung soll 6 = 0,25 gewdhlt werden.

Die starken Spannungsschwankungen am Verbraucher sollen jetzt durch einen
parallel geschalteten Kondensator nach »Abb. 9.29 reduziert werden.

Abbildung 9.29: Parallelkondensator zur Stabilisierung der Ausgangsspannung

2. Berechnen Sie das Spektrum (Fourier-Entwicklung) des Stromes ig(t).

3. Stellen Sie den zeitlichen Verlauf der Spannung am Widerstand fiir i =1 A,
0= 0,25, f=10kHz, R = 100Q und fir die Kapazitdtswerte C = 0 pF,
C=0,1 pF, C=1 pF und C=10 pF dar.

4. Berechnen Sie die Welligkeit der Ausgangsspannung up(t).

5. Ist die Leistung am Widerstand abhdngig von dem Wert der Kapazitit C?

- J
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Einfiihrung

> Im folgenden Kapitel werden wir unsere Moglichkeiten, Vorgédnge in elektrischen

Netzwerken zu berechnen, nochmals erweitern. Wahrend sich in den bisherigen
Kapiteln alle zeitabhédngigen Strom- und Spannungsformen nach einer konstanten Peri-
odendauer T wiederholten und mithilfe der Fourier-Entwicklung auf die Uberlagerung
sinusformiger Zeitverldufe zuriickgefiihrt werden konnten, werden wir jetzt einmalige
Anderungen im Netzwerk wie z.B. Schaltvorginge betrachten. Da wir die komplexe
Wechselstromrechnung in diesen Féllen nicht mehr anwenden kénnen, miissen wir
versuchen, die Losung der aus den Kirchhoff'schen Gleichungen entstehenden Differen-
tialgleichungen auf anderem Wege zu bestimmen.

Wir werden untersuchen, wie sich das Zuschalten einer Quelle an ein Netzwerk, aber
auch die Trennung der Quelle vom Netzwerk auswirkt. Der Verlauf der Quellenstréme
bzw. -spannungen kann dabei zeitlich konstant sein oder auch eine beliebige periodi-
sche Form aufweisen. An einer einfachen Spannungswandlerschaltung lernen wir
auch die Vorgehensweise kennen, wie ein Netzwerk behandelt wird, dessen <<
Topologie sich durch das Hinzu- oder Wegschalten einzelner Zweige dndert.

LERNZIELE

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels und dem Loésen der Ubungsaufgaben werden
Sie in der Lage sein,

B Schaltvorgdnge in Netzwerken mit einem Energiespeicher bei zeitlich kons-
tantem oder beliebig periodischem Verlauf der QuellengréBe zu berechnen,

B den Begriff Zeitkonstante im RC- oder RL-Netzwerk zu erkléren,

B die Konsequenzen aus den Forderungen nach der Stetigkeit der elektrischen
Energie an der Kapazitdt und der Stetigkeit der magnetischen Energie an der
Induktivitét fiir die Schaltvorgédnge zu beurteilen,

B eine einfache Schaltung zur Umwandlung einer Eingangsgleichspannung in
eine hohere Ausgangsgleichspannung zu berechnen,

B Wirkungsgradbetrachtungen bei Schaltvorgéngen, z.B. bei der Energieiibertra-
gung zwischen Kapazitdten, anzustellen und die Gesamtverluste zu berechnen,

B Schaltvorginge in Netzwerken mit mehreren Energiespeichern zu berechnen.



In diesem Kapitel wollen wir uns etwas eingehender mit den Schaltvorgdngen
beschéftigen. In der Praxis treten diese Vorgdnge z.B. auf, wenn eine Schaltung mit der
Spannungsquelle verbunden oder von ihr getrennt wird. Auch in Fehlerfillen ent-
stehen vergleichbare Situationen, wenn beispielsweise einzelne Bauteile infolge von
Uberlastung zerstort werden oder wenn Sicherungen auslésen. Abgesehen von diesen
eher unerwiinschten Schalthandlungen werden in der Praxis hdufig Transistoren ein-
gesetzt, um durch gezieltes Ein- und Ausschalten bestimmte Verhaltensweisen einer
Schaltung zu realisieren.

Fir die betrachteten Netzwerke bedeutet das, dass die zeitabhdngigen Strom- und
Spannungsverldufe in diesen Fillen nicht mehr periodisch sind. In Netzwerken ohne
Energiespeicher findet ein unmittelbarer Ubergang zwischen den beiden Zustinden
vor bzw. nach dem Schaltvorgang statt. Enthdlt das Netzwerk jedoch Induktivitdten
oder Kapazititen, die einem Strom- bzw. Spannungssprung nicht folgen kénnen, dann
benétigt das Netzwerk eine Ubergangszeit, um von dem stationéren Zustand vor dem
Schaltvorgang in den neuen stationdren Zustand nach dem Schaltvorgang zu gelan-
gen. Wir werden dieses Verhalten, das in gewissem Sinne mit einer Trédgheit vergleich-
bar ist, in den folgenden Abschnitten ndher untersuchen. Das durch die Schaltvor-
ginge hervorgerufene Ubergangsverhalten klingt mit der Zeit ab, die plétzlichen
Strom- und Spannungsédnderungen gleichen sich in dem gednderten Netzwerk wieder
aus. Daher bezeichnet man die Schaltvorgdnge allgemein auch als Ausgleichsvor-
gange.

In der Praxis wird der eigentliche Schaltvorgang, z.B. der Ubergang eines Transistors
vom leitenden in den gesperrten Zustand, eine gewisse Zeit in Anspruch nehmen. Die
Beriicksichtigung des zeitabhdngigen Widerstandes, der sich von R = 0 (Kurzschluss)
auf R — o (Leerlauf) verdndert, erschwert die Netzwerkanalyse erheblich. Wir werden
daher bei den folgenden Untersuchungen die Schalter als ideal annehmen, d.h. im lei-
tenden Zustand gilt R = 0 und damit u = 0, im gesperrten Zustand gilt R — « und
damit i = 0. Der Ubergang zwischen den beiden Zustinden soll sprungartig erfolgen,
d.h. keine Zeit in Anspruch nehmen.

Die Anwendung der Kirchhoff'schen Gleichungen auf die Knoten und Maschen eines
Netzwerks, das Induktivititen oder Kapazitdten enthélt, fiihrt mit den in Kap. 7.3
angegebenen Zusammenhéngen zwischen den zeitabhéngigen Stromen und Spannun-
gen an den Komponenten auf Differentialgleichungssysteme, in denen neben den
Stromen und Spannungen auch deren zeitliche Ableitungen auftreten. Die Losungen
dieser Netzwerkgleichungen setzen sich aus zwei Anteilen zusammen, einerseits aus
einer homogenen Lésung und andererseits aus einer partikuldaren Losung. Die homo-
gene Losung beschreibt den Ubergang des Netzwerks von dem einen in den anderen
Zustand infolge des Schaltvorganges. Ihr Beitrag zur Gesamtldsung verschwindet nach
Beendigung des Ausgleichsvorganges. Die partikuldre Losung dagegen beschreibt den
Zustand des Netzwerks nach dem Schaltvorgang, nachdem der Ausgleichsvorgang
bereits abgeklungen ist. Diese Teill6sung kann mit den Methoden aus den vorangegan-
genen Kapiteln berechnet werden. Zur Bestimmung der homogenen Lésung ist dage-
gen eine andere Vorgehensweise erforderlich.
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10.1 RC-Reihenschaltung an Gleichspannung

Wir beginnen die Betrachtung mit der RC-Reihenschaltung in »Abb. 10.1. Ein zunéchst
ungeladener Kondensator C wird zum Zeitpunkt ¢ = ¢, tiber einen Widerstand R mit
einer idealen Gleichspannungsquelle U verbunden. Dadurch wird sich ein durch den
Widerstand R begrenzter Strom einstellen, so dass Ladungen auf die Kondensator-
platten transportiert werden. Mit ansteigender Kondensatorspannung u(t) wird die
Spannung am Widerstand ug(t) = U-u(t) geringer und der Strom i.(t) = ug(f)/R nimmt
ab. Dieser Vorgang dauert so lange an, bis u-(f) den Wert der Quellenspannung U
erreicht hat. Es lassen sich somit insgesamt drei Zustdnde unterscheiden:

EM Zustand vor dem Schaltvorgang
A Ausgleichsvorgang

EAM stationédrer Endzustand

RN

Ol ¢ =& |uo

Abbildung 10.1: Aufladen eines Kondensators

S R i (1)
—~>§o—|:|—
t: 1

Wir wollen jetzt versuchen, den zeitabhidngigen Strom- und Spannungsverlauf am
Kondensator zu berechnen. Fiir den Zeitbereich t > t, (geschlossener Schalter) gilt der
Maschenumlauf

U=u, (1) +u.(t) = Ri,(t) +u, (1) = Rcd%t)w ). (10.1)
Die Gleichung zur Bestimmung der Kondensatorspannung ist eine inhomogene Diffe-
rentialgleichung (DGL) erster Ordnung. Sie ist inhomogen, da auf der linken Glei-
chungsseite der nicht verschwindende, von der gesuchten GrioBe uc(t) unabhéingige
Wert U steht, und erster Ordnung bedeutet, dass neben der zeitabhéngigen GréBe uc(t)
auch deren erste Ableitung auftritt. Die Losung dieser DGL setzt sich zusammen aus
der homogenen Losung ugy,(t), die den zeitabhidngigen Ausgleichsvorgang beschreibt,
und aus der partikuldren Lsung u,(t), die den stationdren Endzustand beschreibt

10.1
ug (1) = gy () + ug, (1) BC%[Uch () + ey (O] +1, (8) + 1, (8) = U . (10.2)
Nach Abklingen des Einschwingvorganges fiir t — o« sind alle Stréme und Spannun-
gen in dem Netzwerk zeitlich konstant. Da sich die Kondensatorspannung dann nicht
mehr dndert, muss der Strom verschwinden. Die partikuldre Losung ist wegen der
zeitlich konstanten Quellenspannung keine Funktion der Zeit und es muss also gelten
dug,/dt=0.



10.1 RC-Reihenschaltung an Gleichspannung

Die Differentialgleichung (10.2) zerfillt in einen zeitabhéngigen Anteil und in einen
von der Zeit unabhédngigen Anteil

dug, (¢
RC;—I;()+UC}1 ®=o0 homogene DGL
du, (10.3)
RC T, tuc, =U - U, =U.
0

Man erkennt leicht, dass die Addition der beiden Gln. (10.3) identisch ist zur Ausgangs-
gleichung (10.2), so dass sich das Gesamtergebnis aus den beiden Teillosungen zusam-
mensetzt. Wahrend die partikuldre Losung in Gl. (10.3) bereits angegeben ist, muss die
homogene Losung noch berechnet werden. In der homogenen DGL tritt aber sowohl die
Spannung uc(f) als auch ihre zeitliche Ableitung auf. Da diese Gleichung fiir alle Zeit-
punkte t erfiillt sein muss, stellen wir den Ansatz mit einer Exponentialfunktion auf,
deren Zeitableitung wieder auf eine Funktion mit gleicher Zeitabhédngigkeit fiihrt

d
uc, (t) = ke - 7 e (t) = pke” =pug,(t). (10.4)

Die unbekannten Faktoren k und p miissen aus weiteren Forderungen bestimmt wer-
den. Wir tberpriifen zunéchst, ob die homogene Differentialgleichung mit dem Ansatz
(10.4) erfiillt werden kann. Durch Einsetzen in die Gl. (10.3) erhalten wir die Bedingung

1

RCpke’'+ke’' =0 — (RCp+1) ke” =0 — P=~%c"

uch(t);tO

(10.5)

Mit dem Ansatz (10.4) wird die Ausgangsgleichung (10.3) genau dann erfiillt, wenn
der Faktor p den in Gl. (10.5) berechneten Wert annimmt. Das Produkt RC hat die
Dimension s und wird als Zeitkonstante 7 bezeichnet. Fassen wir alle bisherigen
Ergebnisse zusammen, dann nimmt die Kondensatorspannung die Form

t t

uc(t)=ug, + ke ¢ =U + ke © mit t=RC (10.6)

an. Diese Losung erfiillt die Maschengleichung (10.1) und beschreibt richtig das Ver-
halten der Kondensatorspannung fiir den stationdren Endzustand ¢ — «. Von den ein-
gangs erwdhnten drei Netzwerkzustdnden werden die letzten beiden richtig beschrie-
ben. Die noch verbleibende unbekannte Konstante k muss aus der Anfangsbedingung
des Netzwerks zum Zeitpunkt t = ¢, bestimmt werden, um den Zustand vor dem
Schaltvorgang ebenfalls richtig zu erfassen. Die Kondensatorspannung war zu diesem
Zeitpunkt Null, d.h. es muss gelten

0.6) I f

! (1 - o
u(t=t)=0 = U+ke * — k=-Uer. (10.7)

Damit ist die Kondensatorspannung zu jedem Zeitpunkt eindeutig bestimmt

u, (t)=U (1—e_ e ) = U(l—e_ _) (10.8)
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Der zugehorige Kondensatorstrom lédsst sich mithilfe der Gl. (7.5) berechnen

t—t, =ty

. (7.5) d (108) [J - . _
i.(t) = Cauc(t) = qe RC - IC(t)ZEe i

(10.9)

In »Abb. 10.2 sind Strom und Spannung am Kondensator als Funktion der Zeit darge-
stellt. Wegen 1—e™" = 0,632 nimmt die Kondensatorspannung nach Ablauf der Zeit
t—ty =7, d.h. nach Ablauf einer Zeitkonstante RC, bereits 63 % ihres Endwertes an.
Nach drei Zeitkonstanten 1—e™® = 0,95 hat sie bereits 95 % des Endwertes erreicht.

1 —F——
/” /\
08 i te ]
,1 U 95 o
0,6 LN
!
! 63%
0,4 /I 2 :
J I
0.2 / < U/R
0 [

0 T 2t 37 4t 5t
— [_[0

Abbildung 10.2: Strom und Spannung am Kondensator

Der Strom i(f) = [U-u(t)]/R ist proportional zur Spannungsdifferenz zwischen Quellen-
und Kondensatorspannung. Je mehr sich die Kondensatorspannung der Quellenspan-
nung nihert, desto geringer wird der Strom. Wahrend i-(t) im Schaltaugenblick t, auf
den Wert U/R springt und dann entsprechend der Exponentialfunktion (10.9) abfillt,
dndert sich ug(f) kontinuierlich. Eine sprungférmige Anderung der Kondensator-
spannung wiirde bedeuten, dass eine endliche Ladungsmenge in unendlich kurzer Zeit
auf die Platten des Kondensators gebracht wird. Dies ist physikalisch nicht moglich, so

dass die folgende Aussage gilt:

Der Spannungsverlauf an einer Kapazitit ist immer stetig.

Die Anfangssteigung der Kondensatorspannung kann mithilfe der Gl. (10.8) berechnet

werden

d U _t=ty
il t - RC
dtuC()‘H RC °

(10.10)

t=t,

Diese Gerade ist in Abb. 10.2 gestrichelt eingezeichnet. Mit dieser Steigung wiirde die
Spannung nach der Zeitspanne 7 ihren Endwert erreichen. Die Anfangssteigung wird
also durch die Zeitkonstante 7 festgelegt. Diese Aussage ldsst sich noch verallgemei-
nern. Betrachten wir ndmlich die Ausgangsgleichung (10.1) in der umgestellten Form

466
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(10.11)

) dug (1)

U-u.(t) =t 4

dann ist zu erkennen, dass die Differenz zwischen Quellenspannung und zeitabhéngiger
Kondensatorspannung zu jedem Zeitpunkt t identisch ist zu dem Produkt aus der zeit-
lichen Anderung von uc(t), d.h. der Steigung dieser Kurve, und der Zeitkonstanten 7.

Der Anstieg der Kondensatorspannung als Funktion der Zeit ist zu jedem Zeit-
punkt genau so groB, dass die Spannung u(f) bei konstant gehaltener Steigung

nach Ablauf einer Zeitspanne 7 = RC ihren Endwert U erreicht.

Dieser Sachverhalt ist in »Abb. 10.3 durch die Tangenten an die Kondensatorspan-
nung zu verschiedenen Zeitpunkten verdeutlicht. Alle Tangenten weisen nach Ablauf

von 7 einen Schnittpunkt mit der Spannung U auf.

1 7 T ==
II’ V=
/
08 } /
1
1
0,6 Ty amiael
I/ U
0,4 7
[/
]
0,2
0
0 T 27 37 4t 5t
— [_[0

Abbildung 10.3: Zur Interpretation der Zeitkonstanten

10.2 Reihenschaltung von Kondensator und Stromquelle

Eine besondere Situation liegt vor, wenn ein Kondensator in Reihe zu einer Gleich-
stromquelle geschaltet wird. In diesem Fall wird die Spannung an dem Kondensator
entsprechend der Beziehung (7.5) linear mit der Zeit ansteigen und die partikulédre
Losung nimmt den Wert ug, — % an. In der Praxis treten solche Netzwerke nur in

begrenzten Zeitabschnitten auf.
ic(t)

$ 1 cllucm

Abbildung 10.4: Kondensator in Reihe mit einer Stromquelle
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Als Beispiel betrachten wir die Anordnung in »Abb. 10.4. Der Schalter S wird zum
Zeitpunkt t = t, umgeschaltet, so dass der Strom I aus der Stromquelle fiir ¢ > £, durch
den Kondensator flieit. Ausgehend von der Gl. (7.5) erhalten wir die Kondensator-
spannung zu einem spéteren Zeitpunkt ¢, > t,

uc(t) ty
duc(t)zéic(t)dt N jduc(t)=%jjc(t)dt N
)

ug (t) (10.12)

uc (t) =uc (t) +%I(t1—t0) .

Sie steigt also beginnend bei dem Anfangswert u(t,) linear mit der Zeit an. Ein even-
tuell in Reihe mit dem Kondensator liegender ohmscher Widerstand hat wegen des
eingeprigten Stromes keinen Einfluss auf den Spannungsanstieg.

10.3 RL-Reihenschaltung an Gleichspannung

Als néchstes Beispiel betrachten wir eine Induktivitét L, die zum Zeitpunkt ¢ = £, tiber
einen in Reihe liegenden Widerstand R mit einer idealen Gleichspannungsquelle U
verbunden wird. Die Maschengleichung liefert die Beziehung

U=u,(t)+u, (t)=Ri, (t)+ Ld;L—ft) . (10.13)
S R i (t)
— e —
r=t, >

ol 3 o

Abbildung 10.5: #/-Netzwerk an Gleichspannung

Wir erhalten wieder eine inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung zur
Bestimmung des Spulenstromes, der sich aus einer homogenen und einer partikuldren
Losung zusammensetzt

(10.13)

i (6) =i, () +i,(8) - L%[i“,(t)+iLP(t)]+H[1Lh(t)+in(t):|=U.(10.14)



10.3 RL-Reihenschaltung an Gleichspannung

Die partikuldre Losung dieser DGL beschreibt wieder den stationdren Endzustand, bei
dem alle Strdme und Spannungen zeitunabhéangig sind. Wegen d i, ,(t)/dt =0 erhalt
man jetzt die Aufteilung der DGL (10.14) in der folgenden Form

di, (¢
L fiht( ) +Ri,,(t)=0 homogene DGL
di, . . (10.15)
L dt"+B1LP= U > =
—
0
Die Losung der homogenen DGL finden wir wieder mit dem Ansatz
. t d . t .
i, () = ke? - —i,(t)=pke’ =pi,, () (10.16)

dt

mit den zunéchst unbekannten Faktoren k und p. Durch Einsetzen in die Gl. (10.15)
folgt die Bedingung

Lpke’'+RkeP'=0 —  (Lp+R) ke’ =0 - p:—%. (10.17)

i, (t)#0

Das Verhiltnis L/R hat die Dimension s und wird als Zeitkonstante 7 bezeichnet. Mit
den bisherigen Ergebnissen nimmt der Spulenstrom die Form

R U _t
i(t)=1i,,+ke * =gt ke © mit t== (10.18)
an. Die verbleibende unbekannte Konstante k muss aus der Anfangsbedingung des

Netzwerks zum Zeitpunkt t = ¢, bestimmt werden

! (meU _h U &
i(t=1)=0 grken - k=-jer. (10.19)

Damit ist der Spulenstrom zu jedem Zeitpunkt eindeutig bestimmt

R t=ty
i (t) == (1 o 1 tn))=%(l—e_ - ) (10.20)

Die Spulenspannung wird mithilfe der Gl. (7.4) bestimmt

(10.20) ﬂ ity

UL(t) = L i(t) = ’ - u(t)=Ue T . (10.21)

In »Abb. 10.6 sind Strom und Spannung an der Spule als Funktion der Zeit darge-
stellt.
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Abbildung 10.6: Strom und Spannung an der Spule

Wiéhrend die Spulenspannung im Schaltaugenblick auf den Wert U springt und dann
entsprechend der Exponentialfunktion (10.21) abfillt, &ndert sich der Spulenstrom
kontinuierlich. Eine sprungférmige Anderung von i,(f) wiirde bedeuten, dass eine
endliche Energiezunahme in unendlich kurzer Zeit stattfinden wiirde. Dies ist physi-
kalisch nicht moglich, so dass die folgende Aussage gilt:

Der Strom durch eine Induktivitit ist immer stetig.

10.4 Parallelschaltung von Induktivitat und
Spannungsquelle

Einen dhnlichen Sonderfall wie den eines Kondensators in Reihe mit einer Gleich-
stromquelle findet man auch bei den Induktivitdten. Liegt ndmlich eine Gleichspan-
nungsquelle parallel zu einer Induktivitdt, dann wird der Spulenstrom, der jetzt nicht
mehr durch einen Widerstand auf einen maximalen Wert begrenzt wird, entsprechend
der Beziehung (7.4) linear mit der Zeit ansteigen und fiir t — o iiber alle Grenzen
wachsen. Als Beispiel betrachten wir das Netzwerk in »Abb. 10.7.

r=t, i, (1)

=) Rﬁ(%w

Abbildung 10.7: Spule parallel zu einer Spannungsquelle




10.5 Schaltvorgdnge in Netzwerken mit Wechselspannungsquellen

Wird der Schalter S zum Zeitpunkt t = f, umgeschaltet, dann liegt die Spannung U an
der Spule. Ausgehend von der Gl. (7.4) erhalten wir den Spulenstrom zu einem spéte-
ren Zeitpunkt t; > ¢,

i (ty) t

. 1 R 1]
dig(t)=Tu (dt - Id1L(t)=zjuL(t)dt -
fy

ip(ty)

(10.22)

ip () =1 (t) + %(tl—to) .

Der Spulenstrom steigt also, beginnend von dem Anfangswert i;(t,), linear mit der Zeit
an. Wir kommen auf diese Situation in Kap. 10.9 noch einmal zuriick.

10.5 Schaltvorgidnge in Netzwerken mit
Wechselspannungsquellen

In diesem Abschnitt wollen wir die bisher betrachteten Schaltvorgidnge dahingehend
erweitern, dass wir die Gleichspannungsquelle durch eine Wechselspannungsquelle
ersetzen. Da sich die Vorgehensweise bei der Berechnung der zeitabhidngigen Grofen
prinzipiell nicht d&ndert, werden wir nur ein ausgewéhltes Beispiel betrachten. Die RL-
Reihenschaltung in »Abb. 10.8 wird zum Zeitpunkt ¢ = t;, mit einer Spannungsquelle
ucos(wt+¢,) verbunden. Im Gegensatz zu dem Schaltvorgang in Kap. 10.3 héngt der
Ausgleichsvorgang aber wegen der zeitabhédngigen Eingangsspannung von dem
gewdhlten Schaltzeitpunkt ¢, ab.

5 R i(1)
—)go—:—
=

()

@lﬁCOS(WH%) L luL(t)

Abbildung 10.8: R.-Netzwerk an Wechselspannung

Wir setzen die Gesamtlosung i(t) wieder aus einer homogenen Lsung ij,(t) zur Beschrei-
bung des Ausgleichsvorganges und einer partikuldren Lésung i,,(t) zur Beschreibung des
eingeschwungenen Zustandes zusammen. Mit dieser Aufteilung fiir den Strom erhalten
wir entsprechend Gl. (10.14) den Maschenumlauf

d .
La[ih (t) +1, ()] + R[5, (t) +1, ()] = icos(wt +¢,). (10.23)

Im eingeschwungenen Zustand fiir t — o ist der Ausgleichsvorgang abgeklungen, d.h.
der homogene Anteil des Stromes ist verschwunden und es gilt der Maschenumlauf

d N
Laip (t) +Ri,(t) =dcos(wt+gp,), (10.24)
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so dass fiir den homogenen Anteil (Subtraktion der Gl. (10.24) von der Gl. (10.23)) die
Beziehung

L%ih (t)+Ri,(t)=0 (10.25)
verbleibt. Wahrend wir die partikuldre Losung in Gl. (10.15) direkt angeben konnten,
gestaltet sich die Losung der Gl. (10.24) etwas schwieriger. Mit der komplexen Wech-
selstromrechnung haben wir aber eine effiziente Methode zur Losung derartiger Glei-
chungen bereits kennen gelernt. Das Netzwerk wird ndmlich so behandelt, als sei der
Schalter schon seit unendlich langer Zeit geschlossen. Fiir die vorliegende Schaltung
konnen wir die Losung aus dem Beispiel 8.2 tibernehmen. Mit den Gln. (8.53) und
(8.54) gilt

A

i,(t) =i cos(wt+¢;) mit i= ;2 und ¢, =<pu—arctanw—L. (10.26)
R*+(wL) R

Die »Abb. 10.9 zeigt die Quellenspannung fiir den Sonderfall ¢, = 0 sowie die partikulédre
Losung fiir den Strom nach Gl. (10.26) fiir das Zahlenbeispiel wL = R bzw. arctan 1 = 45°.

N A
VARV
i(t)T

)
4

\/

‘ wt
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Abbildung 10.9: Quellenspannung und Stromverlauf im eingeschwungenen Zustand

Die homogene DGL ist unabhingig von der Quellenspannung. Die Gln. (10.15) und
(10.25) sind identisch, so dass wir den Ansatz aus den Gln. (10.16) und (10.17) mit der
zundchst noch unbekannten Konstanten k iibernehmen kénnen

nr
i, (t) = ke i (10.27)

Die Uberlagerung der beiden Teillgsungen (10.26) und (10.27) erfiillt den Maschenum-
lauf (10.23) fiir jeden Zeitpunkt und beschreibt richtig das Verhalten des Netzwerks
fiir den eingeschwungenen Zustand t — «. Die noch verbleibende unbekannte Kons-
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tante k muss aus der Anfangsbedingung des Netzwerks zum Zeitpunkt ¢ = ¢, bestimmt
werden. Der Spulenstrom war zu diesem Zeitpunkt Null, d.h. es muss gelten

R !
i(ty) = iy (8) +1, (t,) = ke +"+icos(wt, +¢,) =0. (10.28)

Mit der Bestimmung von k aus dieser Gleichung sind der Gesamtstrom und durch
Anwendung der Gleichungen in Tab. 7.1 auch die Spannungen an den Komponenten
bekannt

ﬁ(t—tn)

i(t)=—}cos(wt0+<pi) e I +}cos(wt+<pi). (10.29)

Der erste Anteil in Gl. (10.29) beschreibt den Ubergang des Netzwerks von dem
Zustand bei ge6ffnetem Schalter i(#) = 0 zu dem eingeschwungenen Zustand i(t) = ip(t),
nachdem der Schalter schon seit langer Zeit geschlossen und der Ausgleichsvorgang
abgeklungen ist. Der homogene Anteil des Stromes verschwindet entsprechend der
Exponentialfunktion mit der Zeitkonstanten r = L/R. Wir haben bereits erwdhnt, dass
der Schaltzeitpunkt wegen der zeitabhdngigen Eingangsspannung den Ausgleichs-
vorgang beeinflusst. In Gl. (10.29) ist t;, in dem Vorfaktor bei der homogenen Lésung
enthalten. Dieser Faktor verschwindet, falls t, einen der Werte

1(x .
t, =—|—+nmw—g; mit n=0,1,2, ... (10.30)
w\2
annimmt. Zu den Zeitpunkten ¢ mit

1 .
t=—|Z4nw—p,| mit n=01.2, .. (10.31)
w\ 2

verschwindet aber auch die Kosinusfunktion bei der partikuldren Losung, so dass die
allgemeine Aussage gilt:

Wird der Schalter zu einem Zeitpunkt ¢ = £, geschlossen, in dem der Spulenstrom
bei der partikuldren Losung identisch ist zu dem Spulenstrom unmittelbar vor
dem Schaltvorgang — in dem vorliegenden Beispiel also gerade verschwindet —,
dann geht das RL-Netzwerk ohne Einschwingvorgang direkt in den eingeschwun-
genen Zustand tiber.

Ein Beispiel fiir einen derartigen Schaltzeitpunkt ist in dem mittleren Diagramm der
»Abb. 10.10 dargestellt. Der homogene Anteil verschwindet und der Strom entspricht
bereits unmittelbar nach dem Schalten der eingeschwungenen Losung.
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Abbildung 10.10: Stromverlauf bei unterschiedlichen Schaltzeitpunkten

Bei allen anderen Schaltzeitpunkten besitzt der Strom ip(to) einen von dem Anfangs-
wert Null abweichenden Wert. Da sich aber der Strom durch die Induktivitdt nicht
sprungartig von dem Wert vor dem Schalten auf den Wert der partikuldren Losung
unmittelbar nach dem Schalten &dndern kann, tritt ein Einschwingvorgang auf. Der
zugehorige Strom ij,(t) muss also wegen der Stetigkeit des Spulenstromes unmittelbar
nach dem Schalten den negativen Wert des partikuldren Stromes aufweisen. Die
grofte Amplitude nimmt die homogene Losung bei

1 .
t, = —(nn—<p1.) mit n=0,1,2,... (10.32)
)

an, wenn also in einem Zeitpunkt geschaltet wird, in dem die partikuldre Lésung ihren
Maximalwert aufweist. Das untere Diagramm in Abb. 10.10 zeigt den Stromverlauf fiir
diesen Fall. Bei dem angenommenen Zahlenbeispiel wL = R klingt die Exponentialfunk-
tion (10.29) bereits innerhalb einer Periodendauer w T = 27 praktisch vollig ab.

Der Strom ip(t] wird zwar unmittelbar nach dem Schaltvorgang durch den Strom ij(t)
kompensiert, in der folgenden Stromhalbwelle iiberlagern sich die beiden Anteile
aber mit gleichem Vorzeichen, so dass eine Stromiiberhéhung auftritt. Im Falle einer
wesentlich groBeren Zeitkonstante 7 = L/R klingt die Exponentialfunktion entspre-
chend langsam ab, so dass der Gesamtstrom Werte annehmen kann, die anndhernd
doppelt so groB sind wie die Amplitude im eingeschwungenen Zustand. Der qualita-
tive Stromverlauf ist zum Vergleich fiir eine zehnfach gréBere Zeitkonstante in »Abb.
10.11 dargestellt.
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it)

i(7) A

Abbildung 10.11: Ausgleichsvorgang bei unterschiedlichen Zeitkonstanten

10.6 Quellen mit periodischen, nicht sinusférmigen
Strom- und Spannungsformen

Die Erweiterung der Analysemoglichkeiten auch auf Netzwerke, in denen die Quellen
einen zeitlich periodischen, aber nicht mehr sinusférmigen Spannungs- oder Strom-
verlauf aufweisen, ist jetzt relativ einfach. Da wir bereits Gleich- und Wechselquellen
in geschalteten Netzwerken behandeln konnen und da wir auBerdem unter der Vor-
aussetzung linearer Netzwerke Teill6sungen iiberlagern diirfen, kénnen wir unter Ein-
beziehung der Harmonischen Analyse auch solche Quellen im Netzwerk zulassen,
deren Signalformen durch eine Fourier-Reihe darstellbar sind.

Wir demonstrieren die Vorgehensweise an einem konkreten Beispiel. Ausgangspunkt
sei die RL-Reihenschaltung in »Abb. 10.12, die zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢, an
die gleichgerichtete Wechselspannung u(t)=ﬁ|sin(a) t)| angeschlossen werden soll.
Der Spannungsverlauf an der Reihenschaltung springt zum Schaltzeitpunkt ¢ = t,, wie
auf der rechten Seite der Abb. 10.12 angedeutet, von Null auf den momentanen Wert
der Quellenspannung.

S

L i(t)
I):o ~Y Y u, (1) +uy(t)

t=t,

o

T
0z, T
Abbildung 10.12: R/-Netzwerk an periodischer, nicht sinusférmiger Spannung
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Die Losung erfolgt in der gleichen Weise wie im vorangegangenen Kapitel. Die parti-
kuldre Losung nach Beendigung des Ausgleichsvorganges haben wir fiir dieses Bei-
spiel bereits berechnet. Das Ergebnis konnen wir aus Gl. (9.49) iibernehmen,

20 40 < 1
i (1) =——-— t+o; ), (10.33)
1p( ) - n—;,u(nz—l)\/32+(nw]4)2 Cos(na) +<p1n)

mit ¢, =-—arctan(nwL/R).

Der Ansatz fiir die homogene Losung kann aus Gl. (10.27) ibernommen werden und
hat die Form

R
iy (t) = ke L. (10.34)

Die unbekannte Konstante k muss wieder aus der Anfangsbedingung des Netzwerks
zum Zeitpunkt t = ¢, bestimmt werden. Der Spulenstrom war zu diesem Zeitpunkt
Null, d.h. es muss gelten

i(ty) =1, (t,) +1,(t,) 0. (10.35)

Durch Einsetzen der beiden Gln. (10.33) und (10.34) mit t = £, erhalten wir die Bestim-
mungsgleichung fiir k

ko Lo 20 4_a 5 1
T piza,. nz—l)\/l'i’z+(na)L)Z

cos (nwt0+<pm) (10.36)

und resultierend die Gesamtlésung durch Uberlagerung

o (-1 R (1) ) (10.37)
.[cos (nwt+<p1~n) cos (nwto“‘(/’m)e_f(t to) .

»Abb. 10.13 zeigt eine Auswertung dieser Gleichung fiir den Fall L/R = T/4 und fiir
einen Einschaltmoment ¢, = T/6. Der Strom geht bereits innerhalb der ersten beiden
Periodendauern in den eingeschwungenen Zustand iiber (vgl. Abb. 9.18b).

i(t) A (o)

DA

ihadan

0t T/2
Abbildung 10.13: Stromverlauf nach dem Schaltvorgang
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10.7 Konsequenzen aus den Stetigkeitsforderungen

An dieser Stelle soll ein Problem angesprochen werden, das generell im Zusammen-
hang mit der Stetigkeit von Spulenstrom und Kondensatorspannung auftritt. Nehmen
wir an, das Netzwerk in Abb. 10.8 befindet sich im eingeschwungenen Zustand und
der Schalter S soll wieder gedffnet werden. Féllt der gewéhlte Schaltzeitpunkt mit
dem Nulldurchgang des Spulenstromes zusammen, dann bleibt dieser anschliefend
Null und es treten keine weiteren Probleme auf. Wird der Schalter allerdings zu einem
anderen Zeitpunkt geoffnet, dann miisste der Spulenstrom von seinem nicht ver-
schwindenden Momentanwert augenblicklich auf den Wert Null springen. Beim Ein-
schalten reagierte das Netzwerk mit einem iiberlagerten Ausgleichsvorgang, der den
Sprung bei dem Spulenstrom verhinderte. Nach dem Offnen der Masche mit einem
als ideal angenommenen Schalter kann aber kein Ausgleichsvorgang stattfinden. Da
sich die Energie in dem Magnetfeld nicht sprungartig &ndern kann, muss der Strom so
lange weiterflieBen, bis die gesamte Energie abgebaut ist. In der Praxis wird sich die
Spannung so weit erhdhen (Produkt aus Spulenstrom und steigendem Widerstand an
dem Schalter), dass der Spulenstrom stetig bleibt und die Energie an dem Widerstand
des Schalters verbraucht wird. Bei einem mechanischen Schalter kann die entste-
hende Spannung so hoch werden, dass zwischen den sich 6ffnenden Kontakten ein
Lichtbogen entsteht. Diese Uberspannung fiihrt oft zur Zerstérung einzelner Bauteile.

Die Abhilfe fiir dieses Problem besteht allgemein darin, dem Strom einen alternativen
Pfad (Freilaufpfad) anzubieten, iiber den die Energie abgebaut werden kann. Eine der
Maoglichkeiten werden wir bei der Spannungswandlerschaltung in Abb. 10.23 kennen
lernen. Nach dem Offnen des Schalters flieBt der Spulenstrom iiber die so genannte
Freilaufdiode und die im Magnetfeld gespeicherte Energie wird in den Ausgangskon-
densator iibertragen.

Das gleiche Problem kann auch bei einem Einschaltvorgang entstehen, wenn eine
Induktivitdt in Reihe mit einer Stromquelle geschaltet werden soll. Auch in diesem
Fall muss vorlibergehend ein zuséitzlicher Strompfad vorgesehen werden, der den
Strom solange iibernimmt, bis der Spulenstrom dem Quellenstrom entspricht.

Die erforderliche Stetigkeit der Kondensatorspannung fithrt zu dhnlichen Situationen,
wenn z.B. ein geladener Kondensator kurzgeschlossen wird oder wenn ein ungelade-
ner Kondensator unmittelbar parallel zu einer Spannungsquelle geschaltet werden
soll. So wie der unbegrenzte Anstieg der Spannung an der Spule durch einen paralle-
len Strompfad verhindert werden kann, so wird der unbegrenzte Anstieg des Stromes
beim Kondensator durch einen in Reihe liegenden Widerstand verhindert.

Eine stromfiihrende Masche mit einer Induktivitit darf nicht unterbrochen werden.

Ein geladener Kondensator darf nicht kurzgeschlossen werden.
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10.8 Vereinfachte Analyse fiir Netzwerke mit einem
Energiespeicher

Bei Netzwerken mit nur einem Energiespeicher ldsst sich die Kondensatorspannung
bzw. der Spulenstrom auch ohne den Umweg tiber die Losung einer DGL auf einfache
Weise ermitteln. Wir betrachten im Folgenden beliebige Widerstandsnetzwerke mit
gegebenenfalls mehreren Schaltern und auch mehreren Spannungs- und Stromquellen,
in denen sich aber nur ein Speicherelement befindet. Das Netzwerk darf auch ideale
Ubertrager enthalten, die nur durch das Ubersetzungsverhaltnis charakterisiert sind und
keine Energie speichern. Die Schalter kénnen beliebig im Netzwerk angeordnet sein,
sofern die in Kap. 10.7 beschriebenen Einschréankungen berticksichtigt werden.

10.8.1 Kondensator und Widerstandsnetzwerk

Fir die Schaltung in »Abb. 10.14 sollen Strom und Spannung am Kondensator fiir
den Fall berechnet werden, dass die zeitlich periodische Quellenspannung mithilfe
einer Fourier-Reihe darstellbar ist.

S t=t,
;°_| i ()
Widerstands-
netzwerk
M(t ) Cc l Ue (t )
= | T

Abbildung 10.14: RG-Netzwerk

Im ersten Schritt wird die partikuldre Losung ermittelt. Diese ldsst sich bei einer
Gleichspannungsquelle einfach dadurch finden, dass man den Kondensator durch
einen Leerlauf ersetzt und die Leerlaufspannung an den beiden Klemmen berechnet.
Bei einer zeitlich periodischen Quellenspannung wird das Netzwerk mithilfe der
komplexen Wechselstromrechnung fiir eine angenommene Frequenz berechnet. Die
Anwendung dieser Losung auf alle Harmonischen der Quellenspannung liefert die fiir
t — o« giiltige partikuldre Losung (vgl. Kap. 10.6). Befinden sich mehrere Quellen im
Netzwerk, dann setzt sich die partikuldre Losung aus der linearen Uberlagerung der
Beitrédge aller Quellen zusammen.

Zur Berechnung der homogenen Lésung wurde bei dem Beispiel in Kap. 10.1 die homo-
gene DGL (10.3) zugrunde gelegt. Diese Gleichung beschreibt das Ausgangsnetzwerk 10.1
nach dem Schaltvorgang, im vorliegenden Beispiel also bei geschlossenem Schalter,
wobei die Quellenspannung zu Null gesetzt, d.h. kurzgeschlossen ist. Diese Vorgehens-
weise ilibertragen wir jetzt auf das Netzwerk der Abb. 10.14. Wir schlieBen ebenfalls die
Quellenspannung kurz und berechnen aus dem resultierenden Netzwerk einen Ersatz-
widerstand Ry, der entsprechend »Abb. 10.15 mit den Kondensatorklemmen verbunden
ist. Das Netzwerk reprédsentiert, von den Klemmen des Kondensators aus betrachtet,
einen Zweipol, der nur Widerstdnde enthélt und damit auch allein durch einen resultie-
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renden Ersatzwiderstand beschrieben werden kann. Diese Aussage bleibt auch giiltig,
wenn sich ideale Ubertrager in dem Netzwerk befinden, die einen Widerstand von der
Sekundérseite auf ihre Primaérseite transformieren.

S

ic (1)

Widerstands-
netzwerk
C :>

—{

R

8
Abbildung 10.15: Netzwerk zur Bestimmung des Ersatzwiderstandes

Handelt es sich bei der Quelle im Schaltbild 10.14 nicht um eine Spannungsquelle,
sondern um eine Stromquelle, dann muss darauf geachtet werden, dass die Uberlage-
rung der Teillésungen (homogen und partikulédr) den Strom in dem Zweig mit der
Stromquelle nicht verdndert. So wie die Spannungsquelle in Abb. 10.15 bei der
Berechnung der homogenen Losung durch einen Kurzschluss ersetzt werden muss, so
muss eine Stromquelle durch einen Leerlauf ersetzt werden (vgl. Kap. 3.8).

Fiir das Netzwerk auf der rechten Seite der Abb. 10.15 fiihrt der Maschenumlauf wie-
der auf die homogene DGL (10.3), mit dem Unterschied, dass jetzt der Ersatzwider-
stand R, anstelle von R zu verwenden ist. Ihre zeitabhéingige Lésung ist aber aus den
Gln. (10.4) und (10.5) bereits bekannt.

Fassen wir die bisherigen Erkenntnisse zusammen, dann erhalten wir fiir das Netz-
werk in Abb. 10.14 aus der Uberlagerung von partikulirer und homogener Losung die
Gleichung

t

(10.6)
ue(t) = ug, (t)+ ke ™. (10.38)

Als Zeitkonstante gilt jetzt das Produkt 7 = R,C. Dieses Ergebnis beriicksichtigt noch
nicht den Anfangswert uc(t,) = ug, der Kondensatorspannung zum Schaltzeitpunkt
t=t,. Da sich diese Spannung nicht sprungartig &ndern kann, besitzt sie unmittelbar
vor und nach dem Schaltzeitpunkt den gleichen Wert. Aus dieser Forderung erhalten
wir die Unbekannte k

ty L)

(10.38)

Uc (to) SUgy = Ugy (to) + kei e - k= [uco — Uy (to):l e (10.39)

und durch Einsetzen die vollstandige Losung

e (1) = ug, (t) = [ ug, (t,)—ug, | ¢ ™. (10.40)

Dieses Ergebnis beschreibt den allgemeinen Ausgleichsvorgang fiir ein Netzwerk mit
einem Kondensator und mehreren Strom- und Spannungsquellen. Der erste Ausdruck
auf der rechten Seite beschreibt den Zustand fiir t — o, also nachdem der Ausgleichs-
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vorgang abgeklungen ist. Dieser Losungsanteil beinhaltet die Beitrdge aller im Netz-
werk vorhandenen Quellen.

Stimmt die Kondensatorspannung, die sich aus der partikuldren Lésung unmittelbar nach
dem Schaltvorgang berechnet, nicht mit der Kondensatorspannung unmittelbar vor dem
Schaltvorgang iiberein, dann bedeutet dies einen Spannungssprung, der am Kondensator
aufgrund der Stetigkeitsforderung nicht auftreten kann. Er wird kompensiert durch den
zweiten Ausdruck (homogene Losung) auf der rechten Seite der Gleichung, der in der
eckigen Klammer genau diesen Spannungssprung enthélt und mit einer Exponentialfunk-
tion entsprechend der durch das Netzwerk vorgegebenen Zeitkonstanten abklingt.

Alle in den vorhergehenden Kapiteln berechneten Losungen fiir einen Schaltvorgang
mit einem Kondensator sind als Sonderfall in der Gl. (10.40) enthalten.

Befindet sich ein Kondensator in einem Netzwerk, das aus ohmschen Widerstinden
und idealen Ubertragern sowie mehreren Strom- und Spannungsquellen besteht, dann
kann die Kondensatorspannung nach einem Schaltvorgang ohne den Umweg iiber die
Losung der DGL in folgenden Schritten unmittelbar angegeben werden:

EN Bestimmung der partikuldren Losung uc,() fiir den Netzwerkzustand nach dem
Schaltvorgang

A Bestimmung der Differenz aus Kondensatorspannung g, unmittelbar vor dem
Schaltvorgang und Kondensatorspannung u,(t,) aufgrund der partikuléren Losung
unmittelbar nach dem Schaltvorgang

Ed Bestimmung des Eingangswiderstandes R, aus dem Netzwerk 10.15 (Spannungs-
quelle durch Kurzschluss, Stromquelle durch Leerlauf ersetzen, Kondensator
entfernen und an diesen Klemmen Ry bestimmen)

M Ergebnisse in die Gl. (10.40) mit Schaltzeitpunkt ¢, einsetzen

Enthélt das Netzwerk mehrere Schalter oder wird der Schalter mehrmals betétigt,
dann ist die beschriebene Rechnung, beginnend bei jedem Schaltvorgang, erneut
durchzufiihren. Die in dem jeweiligen Schaltaugenblick vorhandene Kondensator-
spannung legt den Anfangswert fiir den jeweils folgenden Zeitabschnitt fest.

10.8.2 Induktivitat und Widerstandsnetzwerk

Wir betrachten jetzt das gleiche Netzwerk wie in Abb. 10.14, jedoch mit einer Indukti-

vitdt.
S >§ t=t,
i, (1)

Widerstands-

u(®) netzwerk L l u, ()
o I

Abbildung 10.16: R/-Netzwerk
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Die partikuldre Losung ldsst sich bei einer Gleichspannungs- oder Gleichstromquelle
einfach dadurch finden, dass die Spule durch einen Kurzschluss ersetzt und der Kurz-
schlussstrom durch diesen Zweig berechnet wird. Bei einer zeitlich periodischen
Quellenspannung wird die komplexe Wechselstromrechnung verwendet, analog zur
Vorgehensweise beim Kondensator.

Zur Berechnung der homogenen Losung wird das Ausgangsnetzwerk 10.16 bei
geschlossenem Schalter und kurzgeschlossener Quellenspannung bzw. durch Leerlauf
ersetzter Stromquelle betrachtet (»Abb. 10.17). Aus diesem resultierenden Netzwerk
wird der Ersatzwiderstand R, berechnet, der zusammen mit der Spule die Reihen-
schaltung auf der rechten Seite der Abbildung ergibt. Die zeitabhédngige Losung der fiir
dieses Netzwerk geltenden homogenen DGL (10.15) ist bereits aus den Gln. (10.16)
und (10.17) bekannt.

S
i (1) i, (®)
Widerstands-
t k [
netzwer| L
—|

R

4
Abbildung 10.17: Netzwerk zur Bestimmung des Ersatzwiderstandes

Durch Zusammenfassung der bisherigen Erkenntnisse erhalten wir aus der Uberlage-
rung von partikuldrer und homogener Losung die Gleichung

(10.18) Ry t

i(t) = i, () +ke =i ()+ke T (10.41)

Als Zeitkonstante gilt jetzt das Verhdltnis 7 = L/R,. Dieses Ergebnis berticksichtigt noch
nicht den Anfangswert des Spulenstromes im Schaltzeitpunkt ¢ = t;,. Da sich dieser
Strom nicht sprungartig d&ndern kann, besitzt er unmittelbar vor und nach dem Schalt-
vorgang den gleichen Wert. Es muss also gelten

(10.41) f f

() =iy = i,(t)+ke © > k=[i,—i,(t)]er. (10.42)

Damit lasst sich das allgemeine Ergebnis folgendermafBien angeben

(0= 1, ) = [, (6) =10 ] e = (10.43)

Diese Gleichung hat denselben Aufbau wie die Beziehung (10.40), so dass die im
Zusammenhang mit der Losung fiir das Kondensatornetzwerk gemachten Aussagen
auch hier gelten, wobei jetzt der Spulenstrom die Stetigkeitsforderung zu erfiillen hat.
Befindet sich eine Induktivitit in einem Netzwerk, das aus ohmschen Widerstinden
und idealen Ubertragern sowie mehreren Strom- und Spannungsquellen besteht, dann
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kann der Strom durch die Induktivitdt nach einem Schaltvorgang ohne den Umweg
liber die Losung der DGL in folgenden Schritten unmittelbar angegeben werden:

EM Bestimmung der partikuléren Losung iy,(t) fiir den Netzwerkzustand nach dem
Schaltvorgang

FEA Bestimmung der Differenz aus Spulenstrom ij, unmittelbar vor dem Schaltvor-
gang und Spulenstrom i;,(t,) aufgrund der partikuldren Lésung unmittelbar nach
dem Schaltvorgang

Ed Bestimmung des Eingangswiderstandes R, aus dem Netzwerk 10.17 (Spannungs-
quelle durch Kurzschluss, Stromquelle durch Leerlauf ersetzen, Spule entfernen
und an diesen Klemmen R, bestimmen)

M Ergebnisse in die Gl. (10.43) mit Schaltzeitpunkt £, einsetzen

Beispiel 10.1: Schaltvorgang in einem Netzwerk mit

Induktivitdt und Gleichstromerregung

Zur Anwendung der abgeleiteten Gleichungen soll die Schaltung in » Abb. 10.18
berechnet werden. Bei dem in einem stationédren Zustand befindlichen Netzwerk
wird zum Zeitpunkt ¢ = ¢, der Schalter S geschlossen. Zu berechnen ist die in der
Abb. 10.18 eingetragene, an dem Querwiderstand abfallende Spannung up(t).

i O

()

 Juc

Abbildung 10.18: Geschaltetes Netzwerk mit einer Induktivitat

Im ersten Schritt wird die partikuldre Losung fiir ¢ — o bestimmt. Der Schalter ist
geschlossen und die Spule wird durch einen Kurzschluss ersetzt (»Abb. 10.19).

I O

R

-

Abbildung 10.19: Netzwerk zur Bestimmung der partikuldren Losung
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Der Strom I teilt sich je zur Hilfte auf die beiden Zweige auf, so dass fiir den End-
wert des Spulenstromes i, = I/2 gilt.

Der Anfangswert des Spulenstromes i;(t,) = i}, vor dem Schaltvorgang ergibt sich
aus dem stationdren Zustand des Netzwerks vor dem Schliefen des Schalters.
Lasst man also den Schalter gedffnet und ersetzt die Spule durch einen Kurz-
schluss, dann fliefit der gesamte Strom durch die Spule, so dass iy, = I gilt.

Im dritten Schritt wird der Eingangswiderstand R, bei geschlossenem Schalter
entsprechend Abb. 10.17 bestimmt. Die Stromquelle wird durch einen Leerlauf
ersetzt und das Netzwerk nimmt die in » Abb. 10.20 dargestellte Form an.

I ©
R
R Rg
S
o

Abbildung 10.20: Netzwerk zur Bestimmung von R,

Fiir den Widerstand erhalten wir aus der Parallelschaltung den Wert

-2 2
R = fi-2R ==R. (10.44)
& R+2R 3

Die Ergebnisse werden nun im vierten Schritt in die Gl. (10.43) eingesetzt
2R 2R
i(t) = é - (é—[) o T é(1+e_ﬂ(t_t”)) . (10.45)

Damit sind zunédchst der Spulenstrom und mit Gl. (7.4)

2R
3L (t=ty)

d . 1 -
u, (t) = LEIL () = _EHIB (10.46)

auch die Spulenspannung bekannt. Zur Berechnung der gesuchten Spannung up(t)
an dem Widerstand kann das Netzwerk in »Abb. 10.21 zugrunde gelegt werden.

oty 1) i, (1)

{]

| S|

R

Abbildung 10.21: Knotengleichung
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Aus der Knotengleichung folgt unmittelbar
, . 1
up (t) = Rip(t) = R|1, (t)+EuL (t)

(10.47)
2R 2R 2R
S DU I ) I X GO B DA WX Gl
2 3 2 3

Die »Abb. 10.22 zeigt den zeitlichen Verlauf der Spannung up(t) an dem Wider-
stand. Diese fdllt im Schaltaugenblick sprungartig von dem Wert RI auf den Wert
(2/3)RI und klingt dann entsprechend der Exponentialfunktion auf den Endwert
(1/2)RI ab.

A
1
ug ()
23 ~ RI
1/2
0 -

Abbildung 10.22: Zeitlicher Verlauf der Spannung am Widerstand

G /

10.9 Spannungswandlerschaltung

Zur Vertiefung und Anwendung der bisherigen Kenntnisse soll als praktisches Bei-
spiel die Schaltung in »Abb. 10.23 betrachtet werden, mit deren Hilfe eine niedrige
Eingangsgleichspannung U, in eine héhere Ausgangsgleichspannung U, umgewandelt
werden soll. Wahrend diese Aufgabe bei Wechselspannungen mit Transformatoren
gelost wird, wird die Umwandlung von Gleichspannungen mithilfe von Schaltvor-
gingen durchgefiihrt?.

i,(t) L in(r) N
|4

—Nm_ris(r) c
o )

Abbildung 10.23: Spannungswandler (Typ Hochsetzsteller, engl.: boost-converter)

1 Die Erzeugung einer niedrigeren Gleichspannung aus einer hoheren kann natiirlich auch mit
Widerstandsteilern realisiert werden. Bei der Ubertragung gréBerer Leistungen werden aber
auch in diesem Fall zur Verbesserung des Wirkungsgrades hochfrequent getaktete Spannungs-
wandler eingesetzt.
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Um die vorliegende Schaltung mit den bereits bekannten Methoden analysieren zu
konnen, wollen wir einige Vereinfachungen vornehmen, die aber in der Praxis hinrei-
chend gut erfiillt sind. Die berechneten Ergebnisse werden also nur unwesentlich von
dem Verhalten einer realen Schaltung abweichen.

B Die Kapazitdt C des Ausgangskondensators wird iiblicherweise so dimensioniert,
dass die Spannungsschwankung, d.h. der Unterschied zwischen Maximal- und
Minimalwert von u((t) innerhalb einer Schaltperiode so klein ist, dass er vernach-
lassigt werden kann. Zur Vereinfachung darf die Spannung u(f) = U, fiir die Schal-
tungsanalyse als konstant angesehen werden. Damit liegt wieder ein Netzwerk mit
nur noch einem Energiespeicher vor.

B Der Hochfrequenzschalter S wird in der Praxis durch einen Transistor realisiert.
Wir wollen ihn hier als verlustlosen idealen Schalter betrachten, der je nach Schalt-
zustand den Widerstand R = 0 (Kurzschluss) bzw. R — « (Leerlauf) aufweist.

B Die reale Diode soll ebenfalls durch ein ideales Netzwerkelement modelliert wer-
den, das den Strom nur in Durchlassrichtung fithren kann und dabei den Wider-
stand Null aufweist (Kurzschluss). Ein Spannungsabfall an der Diode entsteht in
diesem Fall nicht. Ein Strom in umgekehrter Richtung wird von der Diode nicht
zugelassen. Sie stellt in dieser Richtung einen unendlich groBen Widerstand (Leer-
lauf) dar, an dem eine beliebige Spannung abfallen kann.

Bevor wir die Schaltung im Detail analysieren, wollen wir zumindest prinzipiell ver-
stehen, warum bei dieser Schaltung U,> U, gelten muss. Bei stindig gedffnetem
Schalter S flieBt ein Strom durch die Spule und die Diode in den Ausgangskonden-
sator und ruft an diesem eine Spannung U, = U, hervor, d.h. die Ausgangsspannung
ist mindestens so groB wie die Eingangsspannung.

Im Schaltbetrieb dndert sich diese Situation jedoch. Bei geschlossenem Schalter liegt
die Eingangsspannung an der Spule und verursacht nach Gl. (10.22) einen linear
ansteigenden Strom durch die Spule. Wiahrend dieser Zeitspanne wird also Energie in
der Spule gespeichert, die nach Offnen des Schalters an den Ausgangskondensator
abgegeben wird. Energieabgabe bedeutet aber abnehmenden Strom in der Spule und
ist nach Gl. (7.4) gleichbedeutend mit einer Spannungsumkehr an der Spule, so dass
die Ausgangsspannung U, gemidl dem Maschenumlauf im Schaltbetrieb gréfer sein
muss als die Eingangsspannung U,.

Betrachten wir nun die einzelnen Netzwerkzustdnde fiir eine komplette Schaltperiode.
In dem Zeitbereich 0<t<dT ist der Schalter S geschlossen (Kurzschluss). Die Aus-
gangsspannung U, liegt in Sperrrichtung an der Diode und der Diodenstrom ist Null in
diesem Zeitintervall (Leerlauf). Das resultierende Netzwerk ist in »Abb. 10.24 darge-
stellt. Es zerfdllt in zwei unabhéngige Maschen. Auf der Ausgangsseite wird die dem
Verbraucher R zugefiihrte Leistung aus dem Kondensator entnommen (die geringfiigige
Abnahme der Kondensatorspannung wahrend dieser Zeitspanne wird vernachldssigt).
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Abbildung 10.24: Ersatznetzwerk bei geschlossenem Schalter S

Auf der Eingangsseite ist die Induktivitdt L mit der Gleichspannungsquelle U, verbun-
den. Die Strome i;(t) und ig(f) sind identisch. Die Analyse dieses Teilnetzwerks ist
sehr einfach. Es entspricht ndmlich dem in Abb. 10.7 dargestellten Sonderfall, wobei
hier als Anfangszeitpunkt ¢, = 0 gewahlt werden soll. Fiir den zeitabhdngigen Verlauf
des Stromes i;(f) gilt nach GI. (10.22)

iL(t)=iL(0)+%t fiir 0<t<oT (10.48)

Er beginnt bei i;(0) und steigt in dem betrachteten Zeitbereich linear an. Im Ausschalt-
zeitpunkt =0T nimmt er seinen Maximalwert

i, (6T) = i,(0) +%6T (10.49)

an. Die einzelnen Stromverldufe in dem Netzwerk sind in »Abb. 10.26 dargestellt. In
dem betrachteten Zeitintervall wird Energie aus der Spannungsquelle U, entnommen
und im Magnetfeld der Spule gespeichert. Ebenso wird auf der Ausgangsseite Energie
aus dem Kondensator entnommen und dem Verbraucher zugefiihrt.

Zum Zeitpunkt t =0T wird der Schalter S gedffnet (Leerlauf). In Kap. 10.3 haben wir
bereits gesehen, dass sich die in der Spule gespeicherte Energie nicht sprungartig
dndern kann und dass der Strom durch die Induktivitdt daher stetig sein muss. Die
Induktivitdt wirkt wie eine Stromquelle und der Strom muss in der gleichen Richtung
weiterflieBen. Infolge des offenen Schalters flieit der Strom jetzt durch die Diode in
den Ausgangskondensator. Die Diode stellt dabei einen Kurzschluss dar. Das in dem
Zeitintervall 0T < t < T giiltige Ersatznetzwerk ist in » Abb. 10.25 dargestellt.

i,(t) L ip(t)
— YY Y\
—_—
u (1)

| A
|

3

Abbildung 10.25: Ersatznetzwerk bei gedffnetem Schalter S

=0, []»

Die Spulenspannung u;(f) nimmt in diesem zweiten Zeitintervall 0T <t < T den kons-
tanten Wert u;(t) = U; — U, < 0 an. Den zeitabhédngigen Verlauf des Stromes i;(t) erhal-
ten wir wieder nach GI. (10.22)
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U1 — Uz

i, (t)= i, (6T) + (t=9T) fir 6T<t<T (10.50)
Wegen U, > U, fillt der Strom linear mit der Zeit ab. Im eingeschwungenen (periodi-
schen) Zustand sind Anfangswert und Endwert des Spulenstromes identisch i;(0) = i;(T).
Die beim Abbau des Magnetfeldes frei werdende Energie sowie die zusétzlich aus der
Spannungsquelle U, entnommene Energie wird dem Ausgangskreis zugefiihrt. Sie wird
teilweise an den Verbraucher geliefert und teilweise zum Nachladen des Kondensators
bendtigt.

Die Abb. 10.26 zeigt die Stromverldufe fiir zwei komplette Schaltperioden. Die bisher
beschriebene Betriebsart, bei der der Spulenstrom immer gréBer als Null ist, wird als
kontinuierlicher Betrieb bezeichnet.

is(t)T is () '

" i | > o A >
i (1) ' ip (1) ; i
T :—_> [ ! >
AOY W i AOYS. ;
| ; 5 i > , | , i >
0 T T or ! 0 6T eTT or !
Kontinuierlicher Betrieb Diskontinuierlicher Betrieb

Abbildung 10.26: Stromverlaufe im Netzwerk

Beim so genannten diskontinuierlichen Betrieb ist der Spulenstrom am Anfang und
Ende jeder Schaltperiode immer gleich Null. Stellen wir uns vor, dass der Spulen-
strom, beginnend beim Zeitpunkt 0T, linear abfillt und den Wert Null bereits zu
einem Zeitpunkt ¢ < T erreicht. Da die Ausgangsspannung U, groBer ist als die Ein-
gangsspannung U, miisste der Spulenstrom aufgrund der Gl. (10.50) weiterhin linear
abfallen und damit negativ werden. Dies wird aber durch die dann sperrende Diode
verhindert, so dass der Spulenstrom Null bleibt. Es bildet sich also in dem Zeitbereich
zwischen dem Verschwinden des Spulenstromes (in Abb. 10.26 mit ¢T bezeichnet)
und dem Ende der Schaltperiode T ein weiterer Netzwerkzustand aus, in dem sowohl
der Schalter S als auch die Diode einen Leerlauf bilden und ausschlieBlich Strom aus
dem Kondensator durch den Verbraucher flieBt.

Im Grenzfall zwischen den beiden Betriebsarten gilt ¢ = 1. Der Abfall des Spulenstro-
mes auf den Wert Null fdllt exakt mit dem Ende der Schaltperiode zusammen. Die
Frage, in welcher Betriebsart sich die Schaltung befindet, hdngt von der Induktivitit L,
der Schaltfrequenz fund der zu iibertragenden Leistung P ab.
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10.10 Wirkungsgradbetrachtungen bei Schaltvorgangen

In diesem Kapitel wollen wir einige Fragen nach Verlusten und Wirkungsgrad bei den
Schaltvorgidngen untersuchen. Als erstes Beispiel betrachten wir noch einmal den
Aufladevorgang eines Kondensators aus einer Spannungsquelle nach Abb. 10.1. Der
zugehorige zeitliche Verlauf von Kondensatorspannung und Strom ist in Abb. 10.2
angegeben. Die Spannung am Widerstand up(t) ist proportional zum Strom und muss
wegen des Maschenumlaufs zusammen mit der Kondensatorspannung u(f) die Quel-
lenspannung U ergeben. Die »Abb. 10.27 zeigt noch einmal die Schaltung mit den
Spannungsverldufen, wobei wir zur Vereinfachung jetzt ¢, = 0 setzen wollen.

S R i(t)
o—f 1
=0 —* ]
U, (1) \ Uc
C U
U uc(t)l__ X
/ U
0 {
0 7 2t 3t 41 57
— !
Abbildung 10.27: Spannungsverlaufe nach dem Schaltvorgang
Die von der Quelle gelieferte zeitabhédngige Leistung
(09) [J2 _-_L
p®)=Ui() = = RC (10.51)

teilt sich auf in eine Leistung am Kondensator (Zunahme der gespeicherten elektri-
schen Energie)

(10.8,10.9) L\ -4 2 __t P
pe(®)=u.(t)i(t) = U|l—e K 7 RC=? g AC—g KC (10.52)

und in eine Leistung am Widerstand (Warmeentwicklung)

pu(0) = [U =1, (0] 10) = p()= o (1) = Lo ™70 (10,53

Aus der Darstellung dieser Funktionen in »Abb. 10.28a ist zu erkennen, dass unmit-
telbar nach dem Schaltvorgang die gesamte von der Quelle abgegebene Leistung an
dem Widerstand in Warme umgewandelt wird. Wegen der noch nicht vorhandenen
Kondensatorspannung fillt ndmlich die gesamte Quellenspannung an dem Wider-
stand ab. Die Energiespeicherung im Kondensator erfolgt in diesem Zeitbereich mit
einem sehr geringen Wirkungsgrad. Mit zunehmender Kondensatorspannung wird das
Verhiltnis von der an den Kondensator abgegebenen Energie zu der von der Quelle
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gelieferten Energie giinstiger und der Wirkungsgrad steigt. Der in » Abb. 10.28b darge-
stellte zeitliche Verlauf des Wirkungsgrades wird durch die gleiche Funktion beschrie-
ben wie das Verhéltnis von Kondensatorspannung zu Quellenspannung

t
n(t)= Pc((t)) 100% = U(t) 100%—(1 e HC) 100%. (10.54)
v n 100 —F—
R % L

o
\X Pr(t) 20 /
S 1] 2

0 N~ | 0
0 T 2r 3r 4t 5t 0 T 2r 3r 4t 5t
[ a | > [ b | > !

Abbildung 10.28: Momentanleistungen und momentaner Wirkungsgrad

In vielen Féllen ist der Gesamtwirkungsgrad von Interesse. Setzt man die nach Abschluss
des Ladevorgangs im Kondensator gespeicherte Energie

R

(o52) 722 L, L
W, = [po(t)de = L [e RC _g RC]dt:lwz (10.55)
0 0 2
zu der insgesamt von der Quelle gelieferten Energie

(1051 72 __t
w=[p(t)dt = L [e ACdt=cU? (10.56)
0 R 0

ins Verhiltnis, dann erhélt man den Gesamtwirkungsgrad

(10.57)

nges =

Bei kleinerem Widerstand R ist die Zeitkonstante 7 = RC geringer, d.h. der Ladevor-
gang erfolgt in entsprechend kiirzerer Zeit, gleichzeitig wird aber der Strom groBer
und die Momentanverluste am Widerstand steigen nach Gl. (10.53) mit dem Kehrwert
des Widerstandes an. Diese beiden Effekte kompensieren sich gegenseitig, so dass das
Ergebnis (10.57) unabhéngig von dem Wert des Widerstandes ist.

Wird der Kondensator nicht bis auf den vollen Wert der Quellenspannung aufgeladen,
dann wird der Gesamtwirkungsgrad noch deutlich schlechter, da in Abb. 10.28b nur
der Bereich mit geringen #-Werten durchlaufen wird. Der Gesamtwirkungsgrad als
Funktion der maximalen Kondensatorspannung lasst sich auf einfache Weise berech-
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nen. Wir nehmen an, dass der Kondensator in Abb. 10.27 auf den Endwert u,= kU mit
0 < k <1 aufgeladen werden soll. Diese Spannung wird zu einem Zeitpunkt ¢, erreicht,
der mit Gl. (10.8) berechnet werden kann

t t
kU=U [1—«3 HC) - e f=1-k - t=-RCln(1-k). (10.58)
Wird der Schalter zu diesem Zeitpunkt wieder getffnet, dann ist im Kondensator die
Energie
w, = %C(kU)2 (10.59)

gespeichert. Mit der bis zu diesem Zeitpunkt von der Quelle gelieferten Energie

(1056) 2 b _ L _h ) (1058
w = - e RCdt =CU?|1-e EC | = kCU? (10.60)
0

erhalten wir den Gesamtwirkungsgrad aus dem Verhiltnis

W,
Mo =W9-100%=k-50%. (10.61)
Dieser Gesamtwirkungsgrad ist in » Abb. 10.29 als Funktion der bezogenen Kondensa-
torspannung u/U dargestellt und nimmt im giinstigsten Fall den Wert 50 % an. Wird
der Kondensator z.B. nur auf 40 % der Quellenspannung aufgeladen, dann erfolgt die-
ser Ladevorgang mit einem Gesamtwirkungsgrad von lediglich 20 %.

77gm 50

%

T 40
30
20
10
0

0 02 04 06 08 1
—» u./U=k

Abbildung 10.29: Gesamtwirkungsgrad als Funktion der bezogenen Kondensatorspannung

Das Aufladen eines zundchst ungeladenen Kondensators aus einer Spannungs-
quelle mit der Spannung U auf den Wert kU mit 0 < k< 1 erfolgt mit einem Wir-
kungsgrad von k-50 %. Dieser Wert ist unabhédngig von der GréBe eines in Reihe
liegenden Widerstandes.
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Gute Wirkungsgrade lassen sich bei dieser Energielibertragung zwischen Spannungs-
quelle und Kondensator bzw. zwischen zwei Kondensatoren nach Abb. 10.28 nur
erzielen, wenn die Spannungsdifferenz zwischen den beiden Kondensatoren gering
ist, d.h. ein aufzuladender bzw. nachzuladender Kondensator sollte vor dem Ladevor-
gang bereits eine Spannung aufweisen, die prozentual nur wenig unterhalb der Quel-
lenspannung liegt.

Beispiel 10.2: Energieubertragung zwischen

Kondensatoren

In diesem Beispiel wird eine Situation mit sehr geringem Wirkungsgrad unter-
sucht. Ein Eingangskondensator C mit der Anfangsspannung U wird gemil
»Abb. 10.30 zum Zeitpunkt ¢ = 0 iiber einen Widerstand R mit einem ungelade-
nen Ausgangskondensator verbunden, der eine um den Faktor 9 hohere Kapazi-
tdt aufweist. Zu berechnen ist der zeitabhédngige Strom- und Spannungsverlauf
an den Komponenten, der Gesamtwirkungsgrad der Energieilibertragung sowie
die Spannung an den Kondensatoren nach Abschluss des Umladevorganges.

R i(t)
— ; o—  F——
= —
ug ()
C 9C
— luc (t) u9C (t)l--

Abbildung 10.30: Betrachtete Anordnung

Im Gegensatz zur Abb. 10.27 ist jetzt die Quellenspannung nicht mehr konstant.
Mit zunehmender Aufladung des Ausgangskondensators nimmt die Spannung
am Eingangskondensator ab. Mit den Bezeichnungen der Abb. 10.30 gelten die
Anfangsbedingungen

us(0)=U und uy(0) =0. (10.62)
Der Maschenumlauf
w0 +ug() - LW _dnl), ducl) o

fihrt mit Gl. (7.5) und unter Beachtung der Stromrichtung im Kondensator C auf
die homogene Differentialgleichung fiir den Strom

%i(t)=H%i(t)+%i(t) oo 9RCd s =0, (1064)
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-

deren Losung durch die Exponentialfunktion

—10t

i(t) = ke9rC (10.65)

mit der zundchst noch unbestimmten Konstanten k gegeben ist. Diese wird aus
der Anfangsbedingung

(10.62) 0.6

(10.65)
u. (0) = u, (0) +uy. (0) - U=Ri(0)+0 = Rk (10.66)
bestimmt. Damit sind alle zeitabhédngigen Verldufe bekannt

75 U —lot
und uy (t) = o 1—e%RC¢ |, (10.67)

—10t 7.5

. U —/— (7.5) QU 10t
1(t)=EegHC s Uc(t) = U—E(l—egﬂc

Nach Beendigung des Ausgleichsvorganges nehmen die beiden Kondensatoren
die gleiche Spannung 0,1U an. Fiir die gespeicherte Energie vor bzw. nach der
Umladung gelten die Beziehungen

W, (t<0) :%CUZ (10.68)

und

1 (UY 1
W, (t > 0) =W, (t > 0) + W,y (t - ) =EC —| +=9C

Elez
10) 2

==-(C— ,(10.69)
10 2 10
d.h. von der zu Beginn in C gespeicherten Energie sind 90 % an dem Widerstand

in Warme umgewandelt worden.

J

Wir wollen jetzt noch den Wirkungsgrad untersuchen, wenn ein Kondensator aus
einer Stromquelle aufgeladen wird. In der Schaltung in »Abb. 10.31 wird der Schalter
S zum Zeitpunkt ¢ = 0 gedffnet und der konstante Strom I flieBit in den anfangs ungela-
denen Kondensator.

R i(t)

IS

N W~ o
<
a

Up |

-

0o 1 2 3 4 5

—» t/RC

Abbildung 10.31: Aufladen eines Kondensators aus einer Stromquelle
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Mit der linear ansteigenden Kondensatorspannung nach Gl. (10.12)

I
t)=—t 10.70
ug (t) C ( )
und der konstanten Spannung RI am Widerstand setzt sich die von der Quelle gelie-

ferte zeitabhdngige Leistung

p(t) =[ug (t) +us ()] 1 = (B+%)Iz (10.71)
aus einem konstanten Anteil infolge der Verluste am Widerstand und einem zeitlich
linear ansteigenden Anteil zur Erh6hung der Energie im Kondensator zusammen. Den
zeitabhédngigen Wirkungsgrad erhalten wir wieder aus dem Verhiltnis der momentan
an den Kondensator abgegebenen Leistung zur momentan von der Quelle gelieferten
Leistung

u. (1) I t
)=t .100% = -100% . 10.72
10 = o +uc0]1 0% = Rews 100% (10.72)

5 ‘ 1100

4t p(t)I(I*R) % 80

94

f ]

3 60

2 pe®II’R) 40 /

1 I

S pr(OII’R)

0 ‘ ‘ 0

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
o —» t/RC (b | —t/RC

Abbildung 10.32: Momentanleistungen und momentaner Wirkungsgrad

Die zeitabhédngigen Leistungen und der Wirkungsgrad (10.72) sind in »Abb. 10.32 dar-
gestellt. Im Vergleich mit der Abb. 10.28 erhalten wir jetzt ein vollig anderes Verhal-
ten. Zu Beginn ist der Wirkungsgrad ebenfalls sehr gering, das Gleiche gilt fiir die in
dieser Zeit aus der Quelle entnommene Leistung. Mit zunehmender Zeit steigt die von
der Quelle abgegebene Leistung bei kontinuierlich verbessertem Wirkungsgrad. Der
Anstieg bei der Leistung ist eine Folge der ansteigenden Kondensatorspannung. Der
Gesamtwirkungsgrad wird also umso besser, je linger der Kondensator geladen wird,
d.h. je groBer das Verhiltnis t/RC wird. Im Grenzfall R = 0 wird wegen #(t) = 100 %
nach Gl. (10.72) der Gesamtwirkungsgrad ebenfalls 100 %. Hier liegt die Ursache fiir
den sehr hohen Wirkungsgrad der Spannungswandlerschaltungen (vgl. Abb. 10.23).
Die aus einem Kondensator (Spannungsquellenverhalten) entnommene Energie wird
zundchst als magnetische Energie in einer Spule zwischengespeichert und anschlie-
Bend von der Spule (Stromquellenverhalten) an den Ausgangskondensator abgegeben.
Die relativ geringen Widerstdnde von Spule, Schalttransistor und Diode erlauben Wir-
kungsgrade im Bereich oberhalb von 90 %.
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10.11 Zusammenfassung

Bevor wir uns mit der Erweiterung unseres Kenntnisstandes beschiftigen, sollen an die-
ser Stelle zunichst noch einmal die Voraussetzungen im Uberblick zusammengestellt
werden, unter denen wir bereits Schaltvorgédnge in Netzwerken analysieren konnen.

Quellen

B Das Netzwerk darf mehrere Quellen besitzen. Wegen der voraussetzungsgemil
linearen Komponenten diirfen die Quellen einzeln betrachtet und die Teilldsungen
tiberlagert werden.

B Bei jeder Quelle darf es sich um eine Gleichspannungs- oder Wechselspannungs-
quelle handeln, ebenso um eine Gleichstrom- oder Wechselstromquelle.

B Unter Einbeziehung der Harmonischen Analyse darf der Strom- oder Spannungs-
verlauf der Quelle einen beliebigen, zeitlich periodischen Verlauf aufweisen.

B Bei bestimmten periodischen Signalformen kann wahlweise im Frequenzbereich
mit der Harmonischen Analyse oder im Zeitbereich mit einer Abfolge einzelner
Schaltvorgédnge gerechnet werden (vgl. Kap. 10.9).

Schalter

B Das Netzwerk darf mehrere Schalter enthalten. Bei jedem Schaltvorgang muss die
Stetigkeit der Strome durch Induktivitdten und der Spannungen an Kondensatoren
durch Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen gewihrleistet werden.

B Die Position der Schalter ist im Prinzip beliebig. Die aus den Stetigkeitsforderun-
gen resultierenden Einschrankungen sind in Kap. 10.7 angegeben.

Komponenten
B Alle Komponenten miissen linear sein, d.h. die Werte der Komponenten sind unab-
héngig von den Strémen und Spannungen.

B In dem Netzwerk diirfen beliebig viele Widerstdnde und ideale Ubertrager enthalten
sein.

B Das Netzwerk darf einen Energiespeicher (Induktivitdt oder Kapazitit) enthalten.

Damit sind wir bereits in der Lage, sehr viele der praktisch auftretenden Probleme zu
behandeln. Eine wesentliche Einschrankung werden wir im folgenden Kapitel beseiti-
gen, in dem wir die Erweiterung auf mehrere Energiespeicher betrachten.

10.12 Netzwerke mit mehreren Energiespeichern

Die in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellte Methode zur Losung der Differenti-
algleichungen (DGL) im Zeitbereich soll jetzt auf den Fall mit mehreren Energiespei-
chern verallgemeinert werden. Die Herleitung der Losung wird in mehrere Teilschritte
zerlegt, die nacheinander diskutiert und am Beispiel des Reihenschwingkreises
anschlieBend nochmals nachvollzogen werden.
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1. Schritt: Aufstellen der Differentialgleichungen

Ein gegebenes Netzwerk mit Energiespeichern (Induktivitdten und Kapazitdten) kann
mithilfe der Kirchhoff'schen Maschen- und Knotenregel durch ein gekoppeltes Sys-
tem algebraischer Gleichungen und Differentialgleichungen beschrieben werden. Die
Anzahl n der unabhéngigen Energiespeicher in dem Netzwerk liefert entsprechend
den Gleichungen in Tab. 7.1 n Differentialgleichungen erster Ordnung. Beispiele fiir
nicht unabhédngige Energiespeicher sind in Reihe liegende oder parallel geschaltete
Komponenten gleichen Typs, die durch eine resultierende Kapazitdt bzw. Induktivitét
ersetzt werden kénnen.

Durch Zusammenfassung all dieser Gleichungen lésst sich eine lineare, gewthnliche,
inhomogene DGL n-ter Ordnung

n n—-1

dstSt)+an_lddt—r{1(t) + ...+ a1d§—§t) +ay(t)=f(t) (10.73)
mit konstanten Koeffizienten q, bis a,_; (a, = 1) aufstellen, in der nur noch eine unbe-
kannte zeitabhéngige GroBe y(t) enthalten ist. Die Funktion y(t) steht stellvertretend
fiir eine der ZustandsgroBen in dem Netzwerk, d.h. fiir die Spannung an einem Kon-
densator oder fiir den Strom durch eine Induktivitidt. In den Koeffizienten q, bis a4
ist die Information tiber den Aufbau des Netzwerks, seine Komponenten und deren
Verkniipfung untereinander, enthalten.

Die DGL ist linear, da y(f) nur in der ersten Potenz auftritt, sie ist gewdhnlich, da alle
GroBen nur von einer Variablen, namlich der Zeit ¢, abhdngen, und sie ist inhomogen,
da sie eine von der unbekannten Zustandsgréfe y(t) unabhédngige Storfunktion f{t) ent-
hilt. Nach den bisher vorgestellten Losungsmethoden darf die Storfunktion f(t), die
die Quellenstréme und -spannungen und eventuell auch deren Ableitungen enthélt
und somit bekannt ist, aus einem Gleichanteil sowie aus sinusféormigen Funktionen
bestehen, fiir die wir das Netzwerk im eingeschwungenen Zustand mit der symboli-
schen Methode und unter Zuhilfenahme von Fourier-Reihen berechnen koénnen. Eine
Erweiterung auf andere zeitabhéngige Funktionen erfolgt in Kap. 11.

Die Losung der DGL (10.73) setzt sich aus der homogenen und der partikuldren
Losung zusammen

y(t) =y, () +y,(t)- (10.74)

Die partikuldre Losung beschreibt das Netzwerkverhalten nach Beendigung des Aus-
gleichsvorganges und muss die DGL

d" t d"'y (t dy (t
yp()+am yf’1()+....+al—y"()
dt” dt” dt

+a,y,(t) = f(t) (10.75)

erfiillen. Theoretisch dauert der Ausgleichsvorgang unendlich lang, in der Praxis
kann er aber bereits nach relativ kurzer Zeit (nach Ablauf weniger Zeitkonstanten) als
beendet angesehen werden. Die partikuldre Losung kann zwar, ausgehend von der
DGL (10.75), ermittelt werden, in vielen Fillen liegt ihre Losung aber aus einer
Berechnung mit den bekannten Methoden bereits vor.
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Die homogene Lésung beschreibt den Ubergang des Netzwerks von einem stationéren
Zustand in den anderen. Die zugehorige DGL lautet
d"y, () d"y, (1) dy, ()
+ + .t a——
dem T g “Tar
Man beachte, dass die Uberlagerung y(t) in Gl. (10.74) nach Einsetzen der beiden Gln.
(10.75) und (10.76) die Ausgangsgleichung (10.73) erfiillt.

+ ay,(t)=0. (10.76)

2. Schritt: Bestimmung der partikuldren L6sung

Das Netzwerk wird so behandelt, als habe sich der Schaltvorgang schon vor unendlich
langer Zeit ereignet. Die Methode zur Berechnung der partikuldren Losung hiangt von
der Storfunktion ab. Ist f{t) eine Konstante, dann wird das Netzwerk als Gleichstrom-
netzwerk behandelt, d.h. Induktivititen werden durch Kurzschluss, Kapazitdten
durch Leerlauf ersetzt. Handelt es sich bei der Stérfunktion um harmonische Schwin-
gungen, dann werden die Teillosungen mit der komplexen Wechselstromrechnung
bestimmt. Die Methoden wurden in den vorangegangenen Kapiteln behandelt, so dass
wir an dieser Stelle die partikuldre Losung als bekannt voraussetzen diirfen.

3. Schritt: Bestimmung der homogenen Losung

Ausgangspunkt ist jetzt die DGL (10.76). Diese Gleichung hédngt nicht von der Stor-
funktion f(t) ab, d.h. die allgemeine Losung kann unabhéngig von dem zeitlichen Ver-
lauf der Quellenspannungen und -strome aufgestellt werden. Mit dem Lésungsansatz

v, (t) = ke, (10.77)

in dem die Werte k und p zunéchst unbekannte Konstanten darstellen, und den zuge-
horigen Ableitungen

dy, (t) t szh (t) 2 t d"y, (t) t
—1~2 = pkeP!, —>~=pke?, ... —=~ = p"ke? 10.78
dt pxe d# pke dt" pxe ( )
erhalten wir aus der Gl. (10.76) die Beziehung
(p" +a,_,p" ... +a1p+a0) ke’ =0. (10.79)

Unter der Annahme, dass die homogene Losung (10.77) nicht bereits verschwindet,
verbleibt die charakteristische Gleichung

p'+a,_,p" ' +...+ap+a, =0. (10.80)

Diese besitzt genau n als Eigenwerte bezeichnete Lésungen p,,p,, ... p,. Da die Koeffi-
zienten q, bis a,., reelle Werte sind, miissen die Eigenwerte ebenfalls reell oder paar-
weise konjugiert komplex sein. Zusétzlich kann der Fall eintreten, dass einige Eigen-
werte gleich sind, d.h. die Gl. (10.80) besitzt dann eine mehrfache Wurzel. Wir
miissen also fiir den allgemeinen Losungsansatz einige Fallunterscheidungen treffen:

EM Sind alle Eigenwerte reell und verschieden, dann besitzt die homogene DGL die
n linear unabhéngigen Losungen

v, (t) =k e + ke + ... +k, e, (10.81)
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A Besitzt die charakteristische Gleichung eine mehrfache Wurzel, z.B. eine dreifa-
che Wurzel mit p, = p, = p;, dann sind die n linear unabhéngigen Lésungen durch

vi(t) = (k +kt+kt*) el + ke + ... +k, e (10.82)
gegeben.

EN Sind zwei Eigenwerte, z.B. p; und p, konjugiert komplex, dann gelten mit p; =
a+jp und p, = a—jf die alternativen Ansidtze in komplexer bzw. reeller
Schreibweise

v () =k, gletif)t +k, gleih)t +k,eP' + ... +k, e
=K,e“ cos Bt+K,e“ sinft+k,eP + .. +k, el .

(10.83)

Bei den betrachteten passiven Netzwerken miissen die Ausgleichsvorginge mit der
Zeit abklingen, d.h. die reellen Eigenwerte p in Gl. (10.77) miissen negativ sein, bei
den konjugiert komplexen Eigenwerten muss der Realteil ebenfalls negativ sein. Eine
Ausnahme bildet ein als verlustlos angenommenes, nur aus Induktivitdten und Kapa-
zitdten bestehendes Netzwerk. In diesem Fall verschwindet der Realteil von p und es
stellt sich nach Gl. (10.83) eine ungeddmpfte Schwingung ein.

In den Anséatzen (10.82) und (10.83) sind nur eine mehrfache Wurzel und auch nur ein
konjugiert komplexes Eigenwertpaar berticksichtigt. Treten diese mehrfach auf, dann
sind die Ansétze in der entsprechenden Weise zu modifizieren. Eine Kombination der
beiden Situationen mit mehreren gleichen, konjugiert komplexen Eigenwerten wird in
dem folgenden Beispiel behandelt:

Beispiel 10.3: Linear unabhangige Losungen einer DGL

Zu der DGL (10.84) sollen die linear unabhéngigen Lésungen angegeben werden:

d’y(t)  _d'y(t) d’y (1) d’y (t) dy (t)
+7 + 26 + 62 +85
de’ dt de dt dt

+75=0 (10.84)

Die charakteristische Gleichung
p’+7p*+ 26p°+62p*+85p+75 =0 (10.85)
besitzt eine einfache und zwei doppelte, konjugiert komplexe Nullstellen
p,=-3, p,=p;,=—1+j2, p,=p;,=—-1-j2. (10.86)

Das gleichzeitige Auftreten von doppelten, konjugiert komplexen Nullstellen
fihrt mit den Ansétzen (10.82) und (10.83) auf die allgemeine Losung

vi(t) = ke +(k,+ k,t) e cos2t +(k, + k,t) e ' sin2t . (10.87)

- J
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4. Schritt: Bestimmung der unbekannten Konstanten k

Die Uberlagerung der homogenen und partikulidren Losung entsprechend Gl. (10.74)
zur Gesamtlosung enthélt noch die n unbekannten Integrationskonstanten k aus der
homogenen Losung. Diese miissen aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden,
die sich dadurch ergeben, dass an den n Speicherelementen die Energie stetig ist, d.h.
die Strome in den Spulen und die Spannungen an den Kondensatoren miissen beim
Schaltvorgang stetig bleiben. Diese Anfangsbedingungen miissen auf die in der DGL
(10.73) verwendete Netzwerkgrofle umgerechnet werden, wodurch sich Bedingungen
fiir y(f) und fiir die ersten n — 1 Ableitungen von y(t) zum Schaltzeitpunkt ergeben.

Fiir einen idealen Ubertrager, der lediglich durch sein Ubersetzungsverhiltnis charak-
terisiert ist und keine Energie speichert, existiert genauso wie fiir einen Widerstand
keine Stetigkeitsforderung. Wird ein im Netzwerk befindlicher Ubertrager jedoch
durch ein Ersatzschaltbild mit induktiven Komponenten beschrieben, dann tragt jede
einzelne Induktivitdt mit einer zusétzlichen DGL zum Gleichungssystem bei und
muss beztiglich der Anfangsbedingungen genauso wie jede andere Induktivitdt behan-
delt werden. Bei einem fest gekoppelten Ubertrager mit verschwindenden Streuinduk-
tivitdten muss der Magnetisierungsstrom durch die Hauptinduktivitdt zwar stetig sein,
dies erfordert aber nicht unbedingt die Stetigkeit von Eingangs- und Ausgangsstrom.

Findet der Schaltvorgang zu einem Zeitpunkt ¢ = ¢, statt, dann sind die Netzwerkgro-
Ben i;(ty — 0) und ug(ty— 0) unmittelbar vor dem Schaltzeitpunkt bekannt. Ohne Uber-
lagerung des Ausgleichsvorganges wiirden sie unmittelbar nach dem Schaltvorgang,
d.h. zum Zeitpunkt ¢, + 0 den durch die partikuldre Lésung bestimmten Wert anneh-
men. Die Unterschiede zwischen diesen beiden Werten, ndamlich

Aug =, (t, +0)—u,(t, —0) .
. . . bei den .
A, =1p,(t, +0)—1,(t, —0) Spulenstromen

KOndensatOrS annungen
P g (10.88)

verletzen die Stetigkeitsbedingung und sind verantwortlich fiir den Ausgleichsvor-
gang. Daraus lassen sich zwei interessante Konsequenzen ablesen:

B Liefert die partikuldre Losung zu dem Schaltzeitpunkt genau die gleichen Konden-
satorspannungen und die gleichen Spulenstrome, die unmittelbar vor dem Schalt-
zeitpunkt vorlagen, dann verschwinden alle Differenzen (10.88) und es findet kein
Ausgleichsvorgang statt. Diese Situation kennen wir bereits aus dem mittleren Dia-
gramm der Abb. 10.10.

B Der weitere zeitliche Verlauf der partikuldren Losung fiir ¢t > t, hat keinen Einfluss auf
die homogene Losung. Diese Aussage gilt unabhéngig davon, ob es sich dabei um
eine Konstante oder um eine durch eine Fourier-Entwicklung beschriebene zeitab-
hédngige Funktion handelt. Allein die durch die partikuldre Losung beschriebenen
Momentanwerte im Schaltaugenblick ¢, + 0 beeinflussen die Differenzen (10.88) und
damit den Verlauf der homogenen Lésung (vgl. auch Gl. (10.40) bzw. (10.43)).

Die beschriebenen vier Schritte zur Berechnung der Gesamtlosung bei einem Schaltvor-
gang sind natiirlich auch in den bereits betrachteten Beispielen in den vorangegangenen
Kapiteln enthalten. Zum Abschluss wollen wir ein Netzwerk mit unterschiedlichen
Energiespeichern betrachten, bei dem der Schaltvorgang im Gegensatz zu den bisheri-
gen Beispielen Schwingungen hervorrufen kann.
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10.12.1 Serienschwingkreis an Gleichspannung

Wir betrachten den in »Abb. 10.33 dargestellten Serienschwingkreis, der zum Zeit-
punkt t = 0 mit einer Gleichspannungsquelle U verbunden wird. Die Kondensatorspan-
nung und der Strom sollen als Funktion der Zeit fiir ¢ > 0 berechnet werden und zwar
fiir den allgemeinen Fall, dass sowohl der Spulenstrom als auch die Kondensatorspan-
nung zum Schaltzeitpunkt einen nicht verschwindenden Anfangswert aufweisen.

r=0 R L i)

| Uc(?)

Abbildung 10.33: Serienschwingkreis an Gleichspannung

1. Schritt: Aufstellen der Differentialgleichungen
Die Maschengleichung
U = ug(t) + ug(t) + ult) (10.89)

wird mit den an den Komponenten geltenden Beziehungen

ug (t) = Ri(t), uL(t)=dej1—(tt) und i(t)=cd%(t) (10.90)

auf eine der Differentialgleichung (10.73) entsprechende Form gebracht

d*u,(t) Rdu.(t) 1 U
+= +—u. () = —
T 4 tcW=1c

, (10.91)

die zusammen mit den Anfangsbedingungen fiir die Kondensatorspannung und fiir
den Spulenstrom

Uc(t = O) = Ucy und I(t = O) = iLO (1092)

das Problem eindeutig beschreibt.

2. Schritt: Bestimmung der partikuldren Lésung

Die partikuldre Losung fiir t — o« kann direkt angegeben werden. Wegen der Gleich-
spannung am Eingang werden die Spule durch einen Kurzschluss und der Kondensa-
tor durch einen Leerlauf ersetzt. Die Spannung am Kondensator nimmt den Wert der
Quellenspannung an und der Strom verschwindet

ucp(t) =U und ip(t) =0. (10.93)
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Wiéhlen wir die DGL (10.75) als Ausgangspunkt zur Bestimmung der partikuldren
Losung, dann verschwinden wegen der zeitlich konstanten Stérfunktion f(f) = U alle
Zeitableitungen auf der linken Gleichungsseite, so dass wir unmittelbar das gleiche
Ergebnis erhalten

(10.91)

v,(t) = aif(t) - u,(t)=U. (10.94)

3. Schritt: Bestimmung der homogenen L6ésung
Mit dem Ansatz fiir die homogene Losung

ug, (t) = ke (10.95)

erhalten wir die charakteristische Gleichung

, R 1
LA S 10.96
PP e (10-96)
mit den beiden Eigenwerten
R R? 1 R R* 1
=——+ —— und pE-——— -, 10.97
P=mor™ar T MY P Tan VA T Ic (10.97)

die mit der Abklingkonstanten 6 = R/(2L) und mit der Resonanzkreisfrequenz w,* = 1/(LC)
nach Gl. (8.86) in der folgenden Weise geschrieben werden kénnen

P =0+ —w,? und p,=-0—0" -0, . (10.98)

An dieser Stelle miissen wir drei mogliche Fille unterscheiden: Die Wurzel kann
reell, Null oder imagindr werden. Wir werden diese Fille getrennt betrachten.

Erster Fall: Die Wurzel ist reell

Die Voraussetzung fiir eine reelle Wurzel ist erfiillt unter der Bedingung

R? 1 1\/f(s.go)
- —— >0 RN — = = <0,5. 10.99
41> ILC R\ C Qs ( )

Mit der homogenen Lésung fiir die Kondensatorspannung nach Gl. (10.81)
ug, (t) = k,e”' + k, e”! (10.100)
erhalten wir die Gesamtlsung entsprechend Gl. (10.74)
u.(t) =U+k eP' +k,e>". (10.101)

Sie besteht aus dem konstanten Anteil fiir t — o und zwei mit unterschiedlichen Zeit-
konstanten abklingenden Exponentialfunktionen. Es werden keine Schwingungen ange-
regt, so dass man diesen Strom- und Spannungsverlauf als aperiodischen Fall bezeichnet.
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Zweiter Fall: Die Wurzel verschwindet

In diesem Grenzfall erhalten wir eine doppelte Nullstelle p, = p, und nach GI. (10.82)
die homogene Losung

g, (t) = (k, +k,t) e (10.102)
sowie die Gesamtlosung
u, (t) =U+(k, +k,t) e . (10.103)

In diesem Fall strebt die Kondensatorspannung relativ schnell gegen ihren Endwert
und zwar ebenfalls ohne zu schwingen. Dieser Fall wird als aperiodischer Grenzfall
bezeichnet.

Dritter Fall: Die Wurzel ist imaginar

Die beiden Eigenwerte sind konjugiert komplex

p,=—0+jJw, =6 =-d+ju,

(10.104)
p, =—0—jo,t =8 =—0—ju,
und wir erhalten nach GI. (10.83) die homogene Lésung
g, () = [ K, cos (0, 1)+ k, sin (w, 1) ] (10.105)
sowie die Gesamtlsung
u.(t)=U +[]<1 cos (o, t)+k,sin (o, t)] e . (10.106)

Die homogene Losung besteht jetzt aus einer Schwingung der Kreisfrequenz w4, deren
Amplitude entsprechend der Exponentialfunktion abklingt. Diese Situation wird als
periodischer Fall bezeichnet. Im Grenzfall R = 0 bzw. 6 = 0 sind die beiden Eigenwerte
rein imagindr. Die Exponentialfunktion nimmt den konstanten Wert 1 an und wir
erhalten eine ungeddmpfte Schwingung mit zeitlich konstanter Amplitude.

4. Schritt: Bestimmung der unbekannten Konstanten k

Zur Bestimmung der beiden Konstanten k; und k, miissen in allen drei Féllen die
Anfangsbedingungen (10.92) erfiillt werden. Wir haben bereits erwéhnt, dass diese
Bedingungen auf die verwendete Netzwerkgrofle umgerechnet werden miissen, im
vorliegenden Fall auf ug(t). Mit Gl. (10.92) erhalten wir die beiden Forderungen fiir
die Kondensatorspannung und ihre erste Ableitung

. dug (t) dug (t) i
t)=C—=< C =10, 10.107
1®) ar  de c ( )

t=0

u.(t=0)=u,, und
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Mit der jeweils giiltigen Losung u(t) in den drei Fillen erhdlt man die in der folgen-
den Tabelle angegebenen Ergebnisse fiir k; und k,. Als Abkiirzungen wurden die Dif-
ferenzen nach GI. (10.88) mit den Werten

Au, = uCp(O)—uC0 =U-u,
A, = in(O]_iLO =—

(10.108)
jLO

verwendet. Nach Uberlagerung mit den partikulidren Losungen aus Gl. (10.93) erhalten
wir die in Tab. 10.1 angegebenen zeitabhédngigen Verldufe.

Tabelle 10.1

Zeitabhangiger Strom- und Spannungsverlauf bei
verschiedenen Schwingkreisgiiten

Aperiodischer Fall: Q, < 0,5

k =M u. (t) = uCp(t)+klep1t+kzep2t,
! PP
k = “PAuc+AL/C i(t) = i,(t)+C(k,pe”’ +k,p,e™")
2
PP,

Aperiodischer Grenzfall: Q, = 0,5
k =-Aug, ug (1) = ug, () +(k, + k,t) e,

ky =—0Au;—AL/C i(t) =i, () +C[k,— 0 (k, + kyt)] e

Periodischer Fall: Q, > 0,5

k, =—-Au,, ug (t) = U, (t)+|:]<1 cos (a)d t)+ k, sin (a)d t)] e,
0 Al
k, = —w—dAuC = deC i(t) =i, (t)+C‘[(cudk2 —0dk,) cos (w,t)

—(0.k, +0k,) sin(w, t)] e

Es ist zu erkennen, dass die Konstanten k und damit auch die homogenen Losungen
jeweils Linearkombinationen der Differenzen Au. und Aj; sind.

Fiir eine Auswertung der Kurvenverldufe wéhlen wir ug, = 0 und i;y = 0 sowie L = 1mH
und C = 1uF. Die Widerstandswerte R werden so dimensioniert, dass sich nach GI. (8.90)
die angegebenen Schwingkreisgiiten Q, einstellen.
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Abbildung 10.34: Einschwingverhalten des Serienschwingkreises fiir Q, = 0,2, 0,5, 1 und 5

Die Spannungs- und Stromverldufe in »Abb. 10.34 zeigen sehr deutlich den Unter-
schied zwischen dem aperiodischen und dem periodischen Verhalten. Die Hiillkurve
der Schwingung klingt mit der Zeitkonstanten 7 = 1/0 = 2L/R ab. Bei geringer Ddmp-
fung eilt der Strom der Kondensatorspannung erwartungsgemal um s/2 vor. Im unge-
dédmpften Schwingkreis mit R =0 gilt 7 — « und die Kondensatorspannung schwingt
in diesem Fall mit der maximalen Amplitude U um die partikuldre Losung, d.h. sie
steigt bis auf den doppelten Wert der Eingangsspannung.

In Schaltungen mit unterschiedlichen Energiespeichern konnen die Eigenwerte
reell oder konjugiert komplex werden. Im Falle komplexer Eigenwerte treten
Schwingungen auf, bei denen die Feldenergie zwischen magnetischer Energie
(Strom in der Spule) und elektrischer Energie (Spannung am Kondensator) hin
und her pendelt.

Bei Netzwerken, die entweder keine Induktivitdten oder keine Kapazitdten ent-
halten, sind die Eigenwerte immer reell und als homogene Losung kann der peri-
odische Fall nicht auftreten.

10.12.2 Serienschwingkreis an periodischer Spannung

Die Erweiterung der bisherigen Lésung auf den Fall einer beliebigen periodischen Ein-
gangsspannung ist relativ einfach. Wir nehmen an, dass die Quellenspannung in Abb.
10.33 durch eine Fourier-Reihe nach GI. (9.7)

u(t)=Uy+ Y 0,cos (not-y,) (10.109)

n=1
gegeben ist. Bei den vier durchzufithrenden Schritten betrachten wir im Folgenden
nur noch die Anderungen gegeniiber der Schaltung mit Gleichspannungsquelle in
Kap. 10.12.1. Da sich der Schaltvorgang bei periodischer Quellenspannung nur durch
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die partikuldre Losung von dem Schaltvorgang bei Gleichspannung unterscheidet, ist
der erste Schritt identisch und wir konnen mit der Bestimmung der partikuldren
Losung im zweiten Schritt beginnen. Wir betrachten ein Glied aus der Summe
(10.109) mit der Kreisfrequenz nw und der komplexen Amplitude

i =1, e (10.110)

=n

entsprechend Tab. 8.1. Die Beziehung fiir die Kondensatorspannung erhalten wir aus
dem Verhiltnis der Impedanzen

1
i, = jnet i = 1 i o (10.111)
- R+jnwL+ - 1—(17(1)) LC+jna)CH

und den zeitabhéngigen Verlauf aus dem Realteil der mit ¢! multiplizierten komple-
xen Amplitude

ug, (t)= Re{ ! a, ej("‘”t—"’“)}

1-(nw)’* LC +jnwCR

(10.112)
un
= 5 cos(nwt—wn—wn)
\/[ 1-(nw)’ LC} +(nwCR)*
mit
0
On= arctan% + { falls 1-(no)’ LC 0.
1-(nw)"LC (7 <
Die vollstandige partikuldre Losung ist also gegeben durch die Summe
ucp(t):U0+z Un - cos (nwt -y, —¢,) (10.113)
= \/[ 1- (na))2 LC} +(nwCR) 2
und fiir den Strom erhalten wir
i,()=-CcY o 10 sin (not—y,—p,).  (10.114)
n=1

\/[ 1—(nw)Z LC] ’ +(an’H)2

Die moglichen homogenen Losungen sind wieder die gleichen wie bei der Gleich-
spannungserregung. Als Konsequenz bleiben die Beziehungen fiir die in Tab. 10.1
angegebenen zeitabhdngigen Verldufe von Kondensatorspannung und Maschenstrom
unverdndert erhalten. Es sind lediglich die gegeniiber Gl. (10.93) gednderten partiku-
ldaren Losungen (10.113) und (10.114) einzusetzen.



10.12 Netzwerke mit mehreren Energiespeichern

Betrachten wir noch die Bestimmung der Konstanten im vierten Schritt: Auch die Glei-
chungen fiir k; und k, in der Tabelle bleiben erhalten, allerdings miissen auch in den
Differenzen (10.108) die partikuldren Losungen zum Schaltzeitpunkt t = 0 entsprechend
den Beziehungen (10.113) und (10.114) verwendet werden. In ausfiihrlicher Schreib-
weise gilt

& A +
Aug =ug ,(0)—ugy =| Uy + Y Un €OS (’p“z #n) —ug  (10.115)
n=1\/

[1—(170))2 LC} +(na)CH)2

und

)

§ i, noCsin (zzpn +n)

Mit diesen Differenzen bleiben alle Gleichungen in der Tab. 10.1 weiterhin giiltig.
Damit haben wir den Einschaltvorgang eines Reihenschwingkreises fiir alle durch
eine Fourier-Entwicklung darstellbaren periodischen Spannungsformen angegeben.

Aip =17 ,(0)— i = — g (10.116)

Wegen der Besonderheiten beim Schalten von Schwingkreisen an sinusférmigen
Quellenspannungen wollen wir noch zwei charakteristische Beispiele auswerten. Ein
Reihenschwingkreis mit den Netzwerkelementen L = 1mH und C = 1uF und mit der
Giite Q,>> 0,5 (periodischer Fall) soll an eine Quellenspannung

u(t) = tcos (wt) (10.117)

angeschlossen werden. Fiir die Anfangswerte soll ug, = i;y = 0 gelten. Die Kondensa-
torspannung ist dann durch die vereinfachte Beziehung

u

u. (t) = - cos (wt—¢)
’ J1-0'LC)" +(0CR)’ (10418
Al ) . -
_[AuC cos (wd t)+(wd1LC +w—dAuC)sm (a)d t):l e 0!
mit
Au, = ucos (¢) und Aj, = uwCsin ((p) (10.119)

\/(l—szC)2 +(wCR)* \/(1—sz6')2 +(wCR)*
gegeben. In der Losung tritt neben der Frequenz w der Quellenspannung auch noch
die durch die Komponenten des Serienkreises festgelegte Frequenz w; der geddmpften
Schwingung nach Gl. (10.104) auf. Die Uberlagerung der beiden Schwingungen fiihrt
wieder zu sehr unterschiedlichen Kurvenformen, je nachdem, in welchem Verhaltnis
die beiden Frequenzen zueinander stehen. Die »Abb. 10.35 zeigt das Einschwing-
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verhalten fiir v = 0,1w,4. In Teilbild a sind die homogene Losung und die partikulére
Losung separat dargestellt, Teilbild b zeigt die Gesamtlsung. Diese folgt im Wesent-
lichen der von der Quelle vorgegebenen Schwingung. Die héherfrequente Schwin-
gung klingt entsprechend der Dampfung ab und ist der niederfrequenten Schwingung
iiberlagert.

2 \ uc (1)

uCp u

/1

0,=10, w=0lo,

NIV

-2

2 3

—» /ms

4

Ni

\

3

4

—» ¢/ms

Abbildung 10.35: Einschwingverhalten des Serienschwingkreises bei sinusférmiger Quellenspannung

Ein anderes Verhalten stellt sich ein, wenn sich die beiden Frequenzen nur geringfiigig
unterscheiden. Fiir w = 0,90, erhalten wir die in »Abb. 10.36 dargestellte Schwebung.
Die beiden ausgewerteten Zahlenbeispiele zeigen die gleichen Merkmale, die wir auch
schon bei den Uberlagerungen in den Abb. 9.2 und 9.3 diskutiert haben.

10 Uch Ucp uC—A(t) 0, = éO, 10} ;O,9wd
5k A gl u “ |
I T ATTXARY

LR

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
—» t/ms u —» (/ms

Abbildung 10.36: Einschwingverhalten des Serienschwingkreises bei sinusférmiger Quellenspannung
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In den beiden Abb. 10.35 und 10.36 wurden unterschiedliche Giiten Q, = 10 bzw.
Q, =30 zugrunde gelegt. Mit kleinerem Widerstand und damit gréBerer Glite steigt die
Amplitude der Schwingung bei der partikuldren Lésung. Die daraus resultierenden
groBeren Differenzen (10.119) haben eine grofere Amplitude bei der homogenen
Losung zur Folge. Gleichzeitig reduziert sich die Abklingkonstante 4 und der Aus-
gleichsvorgang dauert entsprechend ldnger.



Zusammenfassung

ZUSAMMENFASSUNG

B In Netzwerken ohne Energiespeicher, also in reinen Widerstandsnetzwerken, kon-
nen sich Strome und Spannungen sprungartig andern, d.h. das Netzwerk geht nach
einem Schaltvorgang unmittelbar in den neuen Zustand Uber. Ein Ausgleichsvorgang
findet nicht statt.

B In den Speicherelementen kann sich die Energie nicht sprungartig andern, d.h.
Kondensatorspannung und Spulenstrom miissen stetig sein.

B Enthalt ein Netzwerk Energiespeicher, dann kann der zeitliche Verlauf der Strome
und Spannungen nach einem Schaltvorgang aus zwei Anteilen zusammengesetzt
werden. Der erste Anteil beschreibt den stationaren Endzustand, in den das Netz-
werk nach Abklingen aller Ausgleichsvorgange libergeht. Der zweite Anteil beschreibt
den Ausgleichsvorgang, also den Ubergang von dem Zustand vor dem Schalten zu
dem stationaren Endzustand. Dieser Anteil verschwindet fiir ¢ — oo.

B In Sonderfallen kann der Ausgleichsvorgang entfallen, dann namlich, wenn sich
das Netzwerk bereits in einem Zustand befindet, der alle Randbedingungen nach dem
Schaltvorgang erfiillt. Ein einfaches Beispiel ist das Ausschalten eines Transistors in
einem Zweig, der bereits unmittelbar vor dem Schaltvorgang stromlos ist.

B Die von den Ausgleichsvorgangen bendétigte Zeit hangt wesentlich von den durch
die Netzwerkelemente festgelegten Zeitkonstanten ab.

B Das Umspeichern der Energie von einem Speicherelement in ein anderes ruft Ver-
luste hervor. Diese sind in starkem Mal3e zeitabhangig.

B Schaltvorgange in Netzwerken mit Induktivitaten und Kapazitaten konnen Resonanz-
erscheinungen hervorrufen. Diese sind umso starker ausgepragt, je groBer die Giite
der Schwingkreise bzw. je kleiner deren Dampfung ist.
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Aufgabe 10.1 RC-Reihenschaltung an Rechteckspannung

Losungen Die RC-Reihenschaltung in »Abb. 10.37 ist {iber ein aus zwei Schaltern S; und

S, bestehendes Netzwerk an eine Gleichspannungsquelle U angeschlossen. Die
beiden Schalter sollen im Gegentakt betrieben werden, d.h. einer der beiden
Schalter ist jeweils geschlossen und der andere Schalter geéffnet. Wir wollen
annehmen, dass sich die Abfolge der Schaltzustinde mit der Periodendauer T
wiederholt. Im Zeitbereich 0 <t < 0T ist der Schalter S; geschlossen, im Zeitbe-
reich 0T <t < T ist der Schalter S, geschlossen.

[
-~V

Abbildung 10.37: RC-Reihenschaltung an Rechteckspannung

1. Berechnen Sie fiir einen beliebigen Tastgrad 0 < <1 den zeitlichen Verlauf
der Kondensatorspannung uc(t) und des Stromes ic(t) fiir die beiden folgen-
den Fille:

a. Anlaufverhalten des Netzwerks, wenn es erstmalig an die Rechteckspan-
nung angeschlossen wird

b. Eingeschwungener Zustand, bei dem alle Signalverldufe periodisch sind
mit der Periodendauer T. Dieser Fall tritt ein, nachdem die Rechteckspan-
nung ug (t) schon hinreichend lange an dem RC-Netzwerk anliegt und die
Anlaufphase beendet ist.

2. Berechnen Sie den eingeschwungenen Zustand mithilfe der Fourier-Entwick-
lung und vergleichen Sie diese Losung mit der Losung fiir den Fall b) aus Teil-
aufgabe 1.
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Aufgabe 10.2 Briickengleichrichter

Eine einfache Schaltung zur Umwandlung einer Wechselspannung in eine
Gleichspannung besteht aus einem Briickengleichrichter und einem Speicherkon-
densator. Der Widerstand R in »Abb. 10.38 bildet den Verbraucher, der mit einer
moglichst konstanten Gleichspannung versorgt werden soll. Die Spannung uy
entspricht der Netzwechselspannung ux(t) = Gsin(wt) mit i@ = 2 230 Vund o
= 2nf= 27 50 Hz. Zur Vereinfachung der Rechnung werden die Dioden als ideal
angesehen. Bei einer Diodenspannung in Vorwdértsrichtung bilden sie einen
Kurzschluss, bei einer Spannung in Sperrrichtung dagegen einen Leerlauf.

i AN N

lum) C == luc(r) HR

N AN

Abbildung 10.38: Netzgleichrichter

1. Beschreiben Sie die Funktionsweise der Schaltung.

2. Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf von Eingangsstrom i\(t) und Ausgangs-
spannung uc(f) in Abhédngigkeit von den Werten C und R.

3. Berechnen Sie die Ausgangsleistung.

4. Der Kondensator besitzt jetzt die Kapazitdt C= 100 pF. Stellen Sie die Zeitver-
ldufe von in(f) und u(t) fir die drei Ausgangsleistungen P=10 W, 100 W und
1000 W dar.

Aufgabe 10.3 Spannungswandlerschaltung mit galvanischer Trennung zwischen
Eingang und Ausgang

Die »Abb. 10.39 zeigt eine Schaltung zur Umwandlung einer Eingangsgleichspan-
nung U in eine galvanisch getrennte Ausgangsgleichspannung Uj,. Der Schalter
wird in der Praxis durch einen Hochfrequenztransistor, z.B. einen MOSFET, reali-
siert und arbeitet iiblicherweise mit einer Schaltfrequenz im Bereich > 20 kHz.
Innerhalb einer Schaltperiode ist der Schalter im Zeitbereich 0 < t < T geschlossen
und im Zeitbereich 0T < t < T gedffnet. Die Primérseite des Transformators besitzt
die Induktivitit L, = sz Ay, auf der Sekundérseite gilt L, = N,2 A;. Das Uberset-
zungsverhiltnis i = N,/Nj ist durch das Verhdltnis der Windungszahlen gegeben.
Der Ausgangskondensator ist so bemessen, dass die Spannung U, als konstant
angesehen werden kann. Zur Vereinfachung der Berechnung werden der Transfor-
mator, der Schalter und auch die Diode als verlustfrei angenommen.
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@l Ui H
S i l“s Coer 1
Schalterzustand

Abbildung 10.39: Sperrwandler

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit der Spannungen U und U, sowie der zu iibertra-
genden Leistung P die Spannungen ug(t), up(f) und die Stréme ig(f), ip(t) als
Funktion der Zeit fiir eine Schaltperiode.

Aufgabe 10.4 Einschaltvorgang beim Parallelschwingkreis

Zum Zeitpunkt t = 0 wird der Schalter in »Abb. 10.40 gedffnet und der Gleich-
strom I auf den Parallelschwingkreis geschaltet.

;ik(l) ;iL(t) ic(t)

R L c
/

-

Abbildung 10.40: Parallelschwingkreis

Berechnen Sie fiir die Werte L = 1 mH und C = 1 nF die zeitabhidngigen Str6me
ig(8), ir(t) und i(t) fiir die drei Fdlle R=100 Q, R=500 Q und R = 2500 Q.
-
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Einfiihrung

> In diesem Kapitel werden wir mit der Laplace-Transformation eine mathemati-

sche Methode kennen lernen, die es uns erlaubt, Netzwerke zu analysieren,
deren Quellen wihrend einer begrenzten Dauer einen zeitlich beliebigen Strom- bzw.
Spannungsverlauf aufweisen. Die in Kapitel 9 vorausgesetzte Periodizitdt des zeit-
lichen Verlaufs wird, wie auch bereits in Kapitel 10, fallen gelassen. Wahrend die
Berechnung der Schaltvorgéinge in Kapitel 10 durch Losen der im Zeitbereich gelten-
den gekoppelten Differentialgleichungen erfolgte, wird in diesem Kapitel, dhnlich wie
bei der komplexen Wechselstromrechnung, zunéchst eine Transformation in den Bild-
bereich durchgefiihrt. Das dabei entstehende lineare Gleichungssystem ldsst sich in
der Regel wesentlich einfacher l6sen. Die Reduzierung des Gesamtaufwands wird
zusdtzlich dadurch begiinstigt, dass sowohl die Transformation in den Bildbereich als
auch die Riicktransformation in den Zeitbereich mithilfe von Korrespondenzta- ((
bellen sehr einfach durchfiihrbar ist.

LERNZIELE

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels und dem Lésen der Ubungsaufgaben werden

Sie in der Lage sein,

B die zeitabhédngigen Signalverldufe unter Beriicksichtigung der Anfangswerte
von Spulenstrom und Kondensatorspannung in den Bildbereich zu transfor-
mieren,

B die Berechnung der Laplace-Integrale durch Verwendung verschiedener Hilfs-
sdtze zu vereinfachen,

B die Transformation in den Bildbereich mithilfe von Korrespondenztabellen

durchzufiihren,

B die nach Auflosung des Gleichungssystems im Bildbereich erhaltenen Glei-
chungen in den Zeitbereich zuriickzutransformieren,

B die dabei durchzufiihrende Integration gegebenenfalls unter Zuhilfenahme
von Faltungssatz und Partialbruchzerlegung zu vereinfachen oder

B durch Verwendung von Korrespondenztabellen zu umgehen.



11.1 Das Fourier-Integral

In Kap. 9 wurde die Darstellung periodischer Funktionen (Periodendauer T) durch Fou-
rier-Reihen behandelt. Die unabhédngige Betrachtung des Netzwerks fiir Gleichanteil,
Grund- und Oberschwingungen und die anschlieBende lineare Uberlagerung der Teil-
lésungen erlaubte uns die Analyse von Netzwerken mit zeitlich periodischem Verlauf
von Quellenstrom und Quellenspannung. In diesem Kapitel wollen wir versuchen, die
Vorgehensweise bei der Anwendung der Fourier-Reihen auf die Netzwerkanalyse auch
auf nicht periodische, insbesondere einmalige Vorgidnge zu iibertragen.

Wird ein Netzwerk einem einmaligen kurzzeitigen Spannungsverlauf der Dauer T,
und beliebiger Zeitabhédngigkeit ausgesetzt, dann kénnen wir im Prinzip einen perio-
dischen Signalverlauf erzwingen, indem wir eine Periodendauer T > T, definieren
und den Spannungsverlauf nach Ablauf von T jeweils wiederholen (vgl. » Abb. 11.1).
Fir das so entstandene periodische Signal sind die Losungsmethoden aus Kap. 9
bekannt. Wollen wir jetzt aber den Einfluss der willkiirlich eingefiihrten Periodizitét
minimieren und nur die Netzwerkreaktion auf einen einzigen Spannungsimpuls
untersuchen, dann miissen wir sicherstellen, dass sich das Netzwerk zu Beginn eines
neuen Impulses bereits wieder im Ruhezustand befindet, ohne noch von den vorher-
gehenden Impulsen beeinflusst zu sein. Wir miissen daher den Zeitabstand T — T,
zwischen den einzelnen Impulsen wegen des im Prinzip unendlich lange dauernden
Ausgleichsvorganges ebenfalls unendlich lang wéhlen.

u(r) u(t)

\

=

T
\/

0o T, ! 0 T, T 2T

Abbildung 11.1: Umwandlung eines einmaligen Spannungsverlaufs in ein periodisches Signal

Ausgehend von der Losung fiir den periodischen Fall ist also ein Grenziibergang T — o
durchzufithren. Damit verbunden stellt sich die Frage, welche Auswirkungen dieser
Grenziibergang auf die bisherige Fourier-Entwicklung hat.

11.1 Das Fourier-Integral

Wir beginnen die Untersuchungen mit der Reihendarstellung in Gl. (9.6)

u(t)=a0+2[&ncos (nwt)+13nsin(na)t)] (11.1)
n=1
Die zeitabhédngige Funktion u(f) wird, abgesehen von dem Mittelwert, dargestellt
durch eine Grundschwingung mit der Kreisfrequenz w = w, = 27/T und Oberschwin-
gungen mit den Kreisfrequenzen w, = n27/T = nw,. Der Abstand zwischen zwei aufei-
nander folgenden Kreisfrequenzen betrégt jeweils Aw = w;.
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Im ersten Schritt werden wir die Koeffizienten in Gl. (11.1) durch ihre Bestimmungs-
gleichungen (9.21) ersetzen. Da wir aber bisher in beiden Gleichungen den Parameter ¢
fiir unterschiedliche Zwecke verwenden?, werden wir die Bezeichnung bei den Bestim-
mungsgleichungen zur Vermeidung von Verwechslungen folgendermalen d&ndern

1 T/2 2 T/2
ay = — I u(r)de, a, =— I u(t) cos(nwt) dr
T T
-T/2 -T/2 (11.2)
L g TR
b, = T j u(r) sin(nwt) dr .
~T/2

Die gleichzeitige Anderung der Integrationsgrenzen von 0 <7< T auf —-T/2 <7 < T/2
hat aufgrund der Periodizitdt der Funktion keinen Einfluss auf die Koeffizientenbe-
rechnung. Setzen wir jetzt diese Bestimmungsgleichungen anstelle der Koeffizienten
in Gl. (11.1) ein, dann kénnen wir die Funktion u(t) mit der Bezeichnung Aw = w, fiir
den Abstand zwischen den Spektrallinien in der folgenden Weise darstellen

u(t) =% .[ u(r) dt+%i[ I u(r) cos(nwt) dz cos (nwt)
-T/2 n=1| -T/2
T/2
+ I u(z) sin(nwz) de sin(nwt)}
-T/2

(11.3)

= Aw Li f u(r)dr] +§:Aw {l _[Zu(r) cos(w,7) dt cos (w,t)

—T/2 n=1 -T/2

T T2

q T2

+ — I u(r) sin(w, 7) dr sin(w, t)} .

Fiir einen beliebig gewdhlten, aber festen Zeitpunkt t = £, besitzt die Funktion auf der
linken Seite der Gleichung einen bekannten Wert u(t,). Die in eckigen Klammern auf der
rechten Seite stehenden Ausdriicke stellen ein Linienspektrum dar, das wir fiir den
gewdhlten Zeitpunkt ¢, auswerten und iiber der Frequenzachse auftragen kénnen. Die
Integrale entsprechen, abgesehen von den Vorfaktoren, den Koeffizienten a, und l;n und
sind somit bekannt. Die erste Klammer infolge des Gleichanteils liefert eine Linie bei der
Frequenz Null, die Klammer in der Summe liefert die Linien bei den Frequenzen w,, = nw,
mit n = 1,2, ... Dieses Spektrum entspricht nicht dem bisher verwendeten Amplituden-
spektrum, da die Werte der trigonometrischen Funktionen zum Zeitpunkt ¢ = ¢, in das
Ergebnis mit eingehen. Das Spektrum ist also abhéngig von dem gewéhlten Zeitpunkt.

Multiplizieren wir die Lange dieser Spektrallinien mit ihrem Abstand Aw, dann erhal-
ten wir eine unendliche Summe von Rechtecken. Die Integration bzw. Summation iiber
diese Fldchen ist entsprechend Gl. (11.3) identisch zu dem Wert u(f,) auf der linken
Gleichungsseite.

1 InGl. (11.1) stellt er einen bestimmten Zeitpunkt dar, zu dem die Funktion u(t) beispielsweise
berechnet werden kann, in Gl. (9.21) wird er als Integrationsvariable iiber die gesamte Perio-
dendauer verwendet.



11.1 Das Fourier-Integral

Zur Veranschaulichung betrachten wir als Beispiel die Fourier-Entwicklung der Recht-
eckschwingung Nr. 7 in Tab. H.1 mit einer angenommenen Impulsdauer Ty, =0T = 0,2ms.
Zum Vergleich sollen die beiden in »Abb. 11.2 dargestellten Fille mit T = 1ms, d.h.
f=1kHz und T = 4ms, d.h. f= 250Hz einander gegeniibergestellt werden.

f =1kHz f =250Hz
i i
el 0 |
4t 0 1 2 3 4t
0,2 ms 0,2 ms

Abbildung 11.2: Rechteckimpulse mit unterschiedlichen Pausenzeiten

Wihlen wir den Zeitpunkt #, = 0T/2 fiir die Auswertung und Darstellung des Spekt-
rums in Gl. (11.3), dann nimmt die Reihenentwicklung mithilfe von Additionstheore-
men die einfache Form

u(éT/Z)

1< )
a = ;Z {sm (n276) cos (nmd) +[1-cos (n279)] sm(nné)}

g

an. Die » Abb. 11.3 zeigt auf der linken Seite das nach Gl. (11.4) berechnete Ergebnis fiir
die Grundschwingungsfrequenz f; = 1/T = 1kHz. Die Werte der einzelnen Spektrallinien
legen die Hohe der Rechtecke fest, ihr Abstand Aw = 2xf; entspricht der Breite der
Rechtecke. Auf der rechten Seite ist das gleiche Ergebnis fiir f; = 1/T = 250Hz dargestellt.
Wegen der um den Faktor 4 gréferen Periodendauer ist der Abstand zwischen den
Spektrallinien um den Faktor 4 kleiner geworden. In beiden Fillen liefert das Integral
iiber die markierte Fldche den Wert 1, entsprechend der linken Seite in Gl. (11.4).

(11.4)

5 sin nﬂé)}

A
8.10 1 f =1kHz A £ =250Hz

6-107°T pre Lzsin(ﬂ'é)
T
41071

2-107°F

0

T‘ = T T T \T a)” ~S
10°
-2-10"to, +

2

Abbildung 11.3: Spektrum bei gleicher Impulsbreite, aber unterschiedlichen Periodendauern

Aus diesen Darstellungen lassen sich die folgenden Erkenntnisse gewinnen:

B Die Grundschwingungsfrequenz w, und die Abstdnde Aw zwischen den Oberschwin-
gungen streben mit wachsender Periodendauer T zu immer kleineren Werten.
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B Im Grenziibergang T — o geht das diskrete Linienspektrum in ein kontinuierliches
Spektrum iiber. Als Konsequenz wird die Summation in Gl. (11.3) fiir T — « in
eine Integration iibergehen.

Nach diesen Vorbetrachtungen kniipfen wir wieder an die Gl. (11.3) an und fiithren die
Rechnung weiter. Die trigonometrischen Funktionen mit dem Argument w,t sind
unabhingig von der Integrationsvariablen 7, so dass wir die Gl. (11.3) auf die Form

T/2
u(t) = Aw [i J. u(r) d‘l/"|

21

-T/2
0 1 T/2
+ Z Aw [— j u(t)[cos(w, t)cos (w, t)+sin(w, 7)sin(w, )] dr} (11.5)
n=1 -T/2

= Aw {i T].Z u(r) dT‘| + iAw {% Tf u(t) cos(w, (r-1)) dr}

2 n=1 -T/2

bringen kénnen. Wir betrachten jetzt den Grenziibergang T — o und wollen dabei vor-
aussetzen, dass die Integrale endlich bleiben. Der erste Ausdruck auf der rechten Seite
verschwindet, wenn die Funktion absolut integrabel ist, d.h. wenn das iiber den
Bereich —» <7 < » gebildete Integral der Funktion |u(f)| einen endlichen Wert besitzt.
In diesem Fall gilt

Aw T2 | T
lim — j u(r)dr< lim — J |u(r)|d1:=0. (11.6)
Toe 27 4, Toe T iy

Das Integral im zweiten Ausdruck ist eine Funktion von w, und soll wegen der besse-
ren Ubersichtlichkeit zunichst in der abgekiirzten Form

T/2 o
g(w,)=lim J. u(z) cos(w, (z-t))dr = JU(T) cos(w, (r-t))dr (11.7)

T —
-T/2 —oo

geschrieben werden. Die Summation iiber die Produkte aus den Werten der diskreten
Spektrallinien mit deren Abstdnden geht im Grenziibergang in eine Integration tiber,
so dass wir die Beziehung

T—o
n=

u(t) = lim i%g(wn)Aw =%jg(w)dw (11.8)
1

oder in ausfiihrlicher Schreibweise

0]‘u(r) cos(w(r—t))dr}dw
w : ) (11.9)
= JM% Ju(r) cos(w7) dr}cos(a)t)+{l Ju(r) sin(w7) dr]sin(wt)}dw

J

—00

erhalten. Die Summation iiber den diskreten Parameter n bei der Fourier-Reihe ist
beim Fourier-Integral in eine Integration iiber den stetigen Parameter w iibergegangen.




11.1 Das Fourier-Integral

Fassen wir das Ergebnis noch einmal zusammen:

Gentigt eine Funktion u(t) in jedem endlichen Intervall den Dirichlet'schen Bedin-
gungen und besitzt das Integral
j | u(r) | dr

einen endlichen Wert, dann konvergiert das Fourier-Integral und es gilt

oi’[[a(a)) cos(wt) + b(w) sin(wt)] dla

0
u(t) Stetigkeitsstellen
bei
% [ u(t+0)+u(t—0) ] Sprungstellen

mit a(a)):l J‘u(r) cos(wr)dr und b(w =l ju sin(w7)dz, (11.10)
T T
wobei u(t + 0) und u(t — 0) die beiden Grenzwerte an einer Unstetigkeitsstelle t

bezeichnen.

In den Sonderfillen einer geraden Funktion ug(t) bzw. einer ungeraden Funktion u,(f) gilt

= —.[ ) cos( dr, b(w)=0 fiir u(t) = uy1) (11.11)

bzw.

a(w)=0, 2 Iu sin ( dr  fir u(t) = u,(?). (11.12)
T
0
Ein Vergleich mit den Beziehungen (9.21) bzw. den Sonderfdllen in Tab. 9.1 ldsst den
analogen Aufbau erkennen.

Entsprechend der komplexen Darstellung der Fourier-Reihe in Kap. 9.2.1 kénnen wir
auch das Fourier-Integral in eine komplexe Form iiberfithren. Dazu kniipfen wir noch
einmal an die erste Formulierung in Gl. (11.9) an. Wegen der geraden Funktion
cos (w(r —t)) = cos (w(t — 7)) liefert das Integral {iber dw in den Grenzen —» < < « den
doppelten Wert, so dass auch die folgende Beziehung gilt:

u(t):i f IU(T) COS(w(t—T])dtldw- (11.13)

Da die Integration mit der ungeraden Sinusfunktion {iber den Bereich —» <@ < © den
Wert Null ergibt

0 =%:£ iu('[) sin(w(t-1)) dr]dw, (11.14)

kann die mit j multiplizierte Gl. (11.14) zur Gl. (11.13) addiert werden
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u(t) :% °] [?u(r) [Cos(w(t—r))+jsin(w[t—r))} dr]dw
el (11.15)
:%M [iu(r) gl =7 dt}da) = ii [iu(r) g T dr}eiwtda) .

Wir hatten zu Beginn des Kapitels den Parameter ¢ in den Bestimmungsgleichungen
fiir die Koeffizienten (9.21) durch v ersetzt, um Verwechslungen beim Einsetzen der
Bestimmungsgleichungen in die Fourier-Reihe zu vermeiden. Wenn wir die Gl
(11.15) jetzt in zwei separate Gleichungen zerlegen, dann kénnen wir diese Umbenen-
nung wieder riickgédngig machen. Resultierend erhalten wir die beiden Beziehungen

U(o)= ?u(t) et dt (11.16)

fiir die Transformation in den Frequenzbereich und

©

u(t) :% U(w)e”'dw (11.17)

0

fiir die Riicktransformation in den Zeitbereich. Beziiglich der Zuordnung des Faktors
1/(27) zu einem der beiden Integrale gibt es in der Literatur keine einheitliche Vorge-
hensweise?. Mit der gleichen Berechtigung kann auch die folgende Darstellung ver-
wendet werden oder eine beliebige andere Aufteilung auf zwei unterschiedliche Fak-
toren bei den beiden Integralen, deren Produkt wieder 1/(2x) ergibt

©

Q’(w):% u(t)e'dt und u(t)= Ig’(w)ei’“tda). (11.18)

Ublicherweise bezeichnet man u(t) als Originalfunktion und U(w) als Bildfunktion oder
Spektralfunktion von u(t). Der Ubergang vom Zeitbereich in den Frequenzbereich ent-
sprechend der Gl. (11.16) wird als Fourier-Transformation bezeichnet, die Riickkehr vom
Frequenzbereich in den Zeitbereich entsprechend der Gl. (11.17) heifit inverse Fourier-

Transformation.
Tabelle 11.1

Fourier-Reihe und Fourier-Integral in komplexer Darstellung

Reihendarstellung Integraldarstellung
© . X 1 €2 X
u(t) = nzz_:wgn el ! u(t) = E_;[Q(w) e dw
1T . = .
¢, = ?(;[u(t) emtdt U(w) =:£u(t) etdt

2 In DIN 5487 wird die in den Gln. (11.16) und (11.17) angegebene Version empfohlen.
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11.1 Das Fourier-Integral

Zum Vergleich sind die komplexen Formen der Fourier-Reihe und des Fourier-Integ-
rals in Tab. 11.1 nochmals gegeniibergestellt.

Die Anwendung der Fourier-Transformation auf die Berechnung von Netzwerken
kann auf dhnliche Weise veranschaulicht werden wie die Anwendung der komplexen
Rechnung (vgl. Abb. 8.13).

Netzwerk mit zeitabhangigen
Strémen und Spannungen i>

() [ \
Transformation in den
Frequenzbereich, GI. (11.16)
||

N
Kontinuierliches Spektrum fur

-

Beschreibung des Netzwerks LJ \ S CE7 SREMIUIS,
durch gekoppeltes — B ~
Differentialgleichungssystem Beschreibung des Netzwerks
T durch komplexes, algebraisches
Lésung des Gleichungssystems 28 L BB ME S I
im Zeitbereich |

[ Lésung des Gleichungssystems

Rucktransformation in den
Zeitbereich, Gl. (11.17)

|

3.

Ergebnis:  u(t), i(t) < <€

Abbildung 11.4: Gegeniiberstellung der unterschiedlichen Vorgehensweisen

Der zeitlich nicht mehr periodische Verlauf von Quellenstrom oder Quellenspannung
wird mithilfe der Gl. (11.16) in den Frequenzbereich transformiert. Das Ergebnis
besteht jetzt nicht mehr aus harmonischen Schwingungen bei den diskreten Frequen-
zen nw,, sondern es sind alle Frequenzen von w = — bis w =+ vorhanden. Die hier
auftretenden negativen Frequenzen sind ausschlieBlich eine Folge der mathemati-
schen Umformungen und haben physikalisch keine Bedeutung.

Mit den komplexen Amplituden U(w)/27 entsprechend der oberen Zeile in Tab. 11.1
kann das Netzwerk unter Anwendung der komplexen Wechselstromrechnung
genauso wie bisher analysiert werden. Die Riicktransformation in den Zeitbereich
erfolgt dann mithilfe der Gl. (11.17). Die Motivation fiir diese Vorgehensweise ist die
gleiche wie bei der symbolischen Methode: Die Losung des Gleichungssystems ist im
Bildbereich in der Regel wesentlich einfacher. Fiir die Transformationen zwischen
den beiden Bereichen stehen zum Teil Tabellen fiir die tiblicherweise vorkommenden
Funktionen zur Verfiigung, so dass die Berechnung der Integrale entfdllt. Bei der
Benutzung von Transformationstabellen muss allerdings darauf geachtet werden, wel-
che der Formeln (11.16), (11.17) oder (11.18) jeweils zugrunde gelegt sind.
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Beispiel 11.1: Spektralfunktion fiir einen

Rechteckimpuls

Wir kehren jetzt noch einmal zur Abb. 11.2 zuriick und wollen die Spektralfunk-
tion fiir den einmaligen Rechteckimpuls

(t) u fid 0<t<oT (11.19)
u(t)= ur _
0 —0<t<0 und 0T <t<ow
berechnen. Mit Gl. (11.16) erhalten wir
© oT p
U(o)= [u(t)e™ dt=a [e*!dt=—ofTT-1
1 Jerar=gleT
A L woT . woT L 00T (g97y on Yy (11.20)
Ll PR J | T @ 2a L wdT
=—le 2 -e % e 2 = —|sin——e % .
Jo )

Fiir die Auswertung wéhlen wir die gleiche Impulsdauer 6 T = 0,2ms wie in Abb.
11.2. Um dieses Ergebnis mit der Abb. 11.3 vergleichen zu konnen, betrachten wir
ausschlieBlich die Amplitude, da die Exponentialfunktion in Gl. (11.20) nur eine
Phasendrehung verursacht, die durch eine Zeitverschiebung des Rechteckimpul-
ses um 07/2 nach links — der Impuls liegt dann symmetrisch zu ¢ = 0 — auch zu
Null gemacht werden kann. Zusétzlich miissen wir den verbleibenden Ausdruck
auf 0 normieren und den Faktor 27 nach Gl. (11.17) im Nenner beriicksichtigen.
Damit erhalten wir das in »Abb. 11.5 dargestellte kontinuierliche Spektrum

1 [UWw)| 1 . wer
=—=—""=—-sin——
27 u T 2

f(o) (11.21)
als Funktion von w. Es hat den gleichen Verlauf wie in Abb. 11.3, allerdings ist
die Amplitude wegen der Verteilung auch auf den negativen Frequenzbereich
um den Faktor 2 geringer.

A
6-107°7
4-107°t
5 0\
= ~— = + + . + ~ 5= @-5
-2-107+ 10

Abbildung 11.5: Kontinuierliches Spektrum eines Rechteckimpulses




11.1 Das Fourier-Integral

Zum Abschluss wollen wir die Vorgehensweise nach Abb. 11.4 an einem einfachen
Netzwerk demonstrieren. Die Kondensatorspannung uc(t) der RC-Reihenschaltung in
»Abb. 11.6 soll fiir den auf der rechten Seite der Abbildung dargestellten einmaligen
Spannungsimpuls mithilfe der Fourier-Transformation berechnet werden.

R i(?(t) u(t)
—
> 5
up()
G) u(t) C l uc (1) uc(t)
T 0 ST =

Abbildung 11.6: ACG-Reihenschaltung an impulsformiger Spannungsquelle

1. Schritt: Transformation der zeitabhdngigen Quellenspannung in den
Frequenzbereich

Die Fourier-Transformierte fiir diesen Rechteckimpuls iibernehmen wir aus Gl. (11.20)

2, (11.22)

; 0or
U(w)= 2 sinwaT e
- w 2

2. Schritt: Losung des Gleichungssystems

Das Netzwerk besteht nur aus einer Masche, so dass wir auch nur eine einzige Glei-
chung erhalten. Das Verhiltnis von der Kondensatorspannung zur Quellenspannung
haben wir bereits in Gl. (8.76) angegeben

1 U(w). (11.23)

U ()= ———
Ue (@) 1+jwRC —

3. Schritt: Riicktransformation in den Zeitbereich

Mit GI. (11.17) gilt

1 % (11.23) 1 % 1

_ - jot _ jot
ug (t) = anigC(w)e do = 275700—1‘*]'6036 U(w) e”'do
(11.24)
(11.22) °]. 1  wdT jw(t—aTT)
= — sin e dw.
7 5 w(1+joRC) 2

Die Auswertung des komplexen Integrals liefert den in Abb. 11.6 bereits eingetrage-
nen Kurvenverlauf®

t
. 1—e AC . 0<t<oT
u. (t) =a- fiir (11.25)

=Tt 0T =t .
e RC —e RC

3 Eine ausfiihrliche Berechnung des Integrals erfolgt hier nicht, da an dieser Stelle lediglich die
Vorgehensweise deutlich werden soll.
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11.2 Der Ubergang zur Laplace-Transformation®

Die Anwendbarkeit der Fourier-Transformation ist eng verkniipft mit der Existenz der
Integrale. Wegen

J.u(t) e ot d¢

—00

©

< [|u(t)] dt (11.26)

existiert die Fourier-Transformierte (11.16), sofern die Bedingung (11.6) erfiillt ist und das
Integral {iber den Betrag der Funktion in dem Bereich — < t < o endlich bleibt. In diesem
Fall existiert auch das Integral (11.17). Diese Voraussetzung ist aber schon bei einfachen
Funktionen nicht mehr erfiillt. Beim Anschalten eines Netzwerks an eine Gleichspannung
entspricht der zeitabhéngige Verlauf der Quellenspannung einer Sprungfunktion.

u(t) A
U

\/

Abbildung 11.7: Sprungfunktion

Es ist offensichtlich, dass die Bedingung (11.26) fiir diesen Fall nicht erfillt ist. Zur
Beseitigung dieser Konvergenzprobleme werden zwei unterschiedliche Maflnahmen
ergriffen. Die erste Mafinahme besteht darin, die Zeitfunktion u(f) mit einer abklingen-
den Exponentialfunktion e ' mit ¢ > 0 zu multiplizieren, wobei ¢ einen frei wihlba-
ren Parameter darstellt. Das Fourier-Integral iiber das Produkt aus Sprungfunktion
und Exponentialfunktion konvergiert jetzt zwar fiir jeden positiven Wert o, im allge-
meinen Fall wird aber das Problem im Bereich t < 0 verschirft, da ™' mit t — —
exponentiell ansteigt. Zur Beseitigung dieser Problematik wird als zweite MaBnahme
jede Zeitfunktion u(f) nur noch in dem Bereich ¢ > 0 betrachtet und fiir £ < 0 zu Null
gesetzt. Dies entspricht auch der realen Situation, da jeder technische Vorgang zu
einem bestimmten Zeitpunkt beginnt, der dann als ¢ = 0 festgesetzt werden kann. Der
konkrete zeitliche Ablauf der Vorgeschichte spielt keine Rolle mehr. Er beeinflusst
den zukiinftigen Ablauf nur noch durch die bei ¢ = 0 vorliegenden Anfangswerte.

Die bisherige Zeitfunktion u(f) wird also in der folgenden Weise modifiziert

—ot
u(t) = {e Ou(t) fiir i:g (11.27)

Als Konsequenz erhalten wir sowohl eine geéinderte Spektralfunktion U (), die mit
Gl. (11.16) die folgende Form annimmt

U,(0)= o].[e"” u(t)} et dt = ?u(t) e (o)t gt (11.28)
0

0

4 Pierre Simon Marquis de Laplace, 1749 — 1827, franz. Mathematiker und Physiker.
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als auch eine gednderte Riicktransformation nach GI. (11.17)

©

e tu(t) =2i U, (0)e”'do fir t>0. (11.29)
4
Die von der Integrationsvariablen w unabhingige Exponentialfunktion kann auch
unter das Integralzeichen gezogen werden, so dass wir zunédchst die Gleichung

u(t) =2i U, (0) &' dw = — [U, () o™ do (11.30)

7T
erhalten. Der in den beiden Transformationsvorschriften (11.28) und (11.30) auftre-
tende Ausdruck o + jo wird iiblicherweise mit dem Buchstaben s abgekiirzt und als
komplexe Frequenz bezeichnet®. Damit kénnen wir U(s) anstelle von U_(w) schreiben

und wegen

1 = = 1
s=o+jw, dwo=—ds und P =F° _ S =0+] (11.31)
) w, =—00 s, =0—jo

erhalten wir die resultierenden Darstellungen

© g+]'oo
Q(s)z.[u(t)e"“dt und u(t)z% .[Q(s)e”ds fir t>0. (11.32)
T
0

e

Der Ubergang von der Zeitfunktion u(t) zur Spektralfunktion U(s) wird als Laplace-
Transformation bezeichnet und vielfach mit dem folgenden Symbol abgekiirzt:

U(s)=L{u@®)} (11.33)
Fiir die Riicktransformation bzw. inverse Laplace-Transformation ist die Schreibweise
u(t) = L7 {U(s)} (11.34)

iiblich. Zur Unterscheidung zwischen Zeit- und Frequenzbereich werden die Begriffe
Originalfunktion oder Oberfunktion fiir u(f) und Bildfunktion oder Unterfunktion fiir
U(s) verwendet.

Das Laplace-Integral konnen wir als Weiterentwicklung des Fourier-Integrals auffassen,
insbesondere geht die Laplace-Transformation fiir den Sonderfall o0 = 0 bzw. s = jo
wieder in die Fourier-Transformation tiber. An der Vorgehensweise bei der Berechnung
von Netzwerken hat sich dadurch nichts gedndert. In dem Ablaufplan in Abb. 11.4 sind
lediglich die Transformationsvorschriften (11.16) und (11.17) durch die beiden Gln.
(11.32) zu ersetzen. Der Vorteil der durch eine Modifikation aus der Fourier-Transforma-
tion hervorgegangenen Laplace-Transformation besteht darin, dass viele Netzwerksitua-
tionen berechnet werden konnen, bei denen die Fourier-Transformation aufgrund von
Konvergenzproblemen versagt.

Bei der Sprungfunktion haben wir die Konvergenz mit einer abklingenden Exponen-
tialfunktion erzwungen. Damit die Integrale auch in anderen betrachteten Féllen exis-
tieren, wollen wir voraussetzen, dass die zeitabhdngigen Funktionen in den folgenden

5 Anstelle von s wird hdufig auch der Buchstabe p verwendet.
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Beispielen nicht schneller als eine Exponentialfunktion anwachsen. Fiir eine Zeit-
funktion e” ist die Konvergenz des Integrals durch eine Multiplikation mit e ' zu
erreichen, wenn Re{o} > Re{a} gilt.

11.3 Die Berechnung von Netzwerken mit der
Laplace-Transformation

Entsprechend dem Schema in Abb. 11.4 sind die drei Schritte
EM Transformation der zeitabhdngigen GroBen in den Frequenzbereich,
EA Aufstellung und Lésung des Gleichungssystems und

EM Ricktransformation in den Zeitbereich

durchzufiihren. Der grofe Vorteil dieser Vorgehensweise besteht wieder in der
wesentlich einfacheren Auflésung des algebraischen, komplexen Gleichungssystems
im Bildbereich gegeniiber dem gekoppelten Differentialgleichungssystem im Zeitbe-
reich. Ein geringerer Gesamtrechenaufwand ist aber nur dann zu erwarten, wenn der
Ubergang zwischen den Bereichen einfach bleibt. In der Praxis erfolgen die notwendi-
gen Transformationen nur selten durch Auswertung der Integrale (11.32). Fiir die tibli-
cherweise auftretenden Zeitfunktionen stehen umfangreiche Korrespondenztabellen
zur Verfiigung. In Kap. H.4 ist eine kleine Sammlung enthalten, wesentlich umfangrei-
chere Tabellen konnen der Literatur, z.B. [4] und [31] entnommen werden.

In den folgenden Abschnitten wollen wir die drei Schritte etwas detaillierter betrach-

ten und dabei einige Mdoglichkeiten kennen lernen, mit deren Hilfe die Transformatio-
nen auch ohne die Verwendung von Tabellen einfach durchfiihrbar sind.

11.3.1 Transformation in den Frequenzbereich

Wir betrachten zunéchst einige Beispiele, bei denen das Laplace-Integral auf direktem
Weg berechnet werden soll, und beginnen mit der Sprungfunktion in Abb. 11.7. Diese
ist definiert durch

U t>0
u(t) ={0 fiir <0 (11.35)

und liefert mit der elementaren Rechnung

(11.32

L{um} "7 Ju@ e ar

(11.35) [y
— _e—st

=S

- =£(0—1)=£ (11.36)
0 =S S

die Korrespondenz Nr. 1 in Tab. H.2. Dieses Ergebnis gilt unter der Voraussetzung
einer fiir t — « abklingenden Exponentialfunktion, also ¢ > 0. Bei der Riickkehr in den
Zeitbereich mithilfe der inversen Laplace-Transformation liefert das Integral an der
Sprungstelle t = 0 wie auch schon bei den Fourier-Reihen den arithmetischen Mittel-
wert von links- und rechtsseitigem Grenzwert. Zum besseren Verstdndnis betrachten
wir noch einige spezielle Beispiele:



11.3 Die Berechnung von Netzwerken mit der Laplace-Transformation

Beispiel 11.2: Laplace-Transformierte fiir ausge-

wahlte Funktionen

a) Exponentialfunktion (Korrespondenz Nr. 4, a durch —a ersetzt)

Ue® t>0
t)= fi 11.37
O (11.47)

L{ve'} =U [e"e'dt =U J' o -atgr= U ‘(H“: -2 (138
Ss—a Ss—a
0

b) Trigonometrische Funktionen (Korrespondenzen Nr. 34 und 35)

i t>0
u(t)={Usm(wt) fir | (11.39)

0 t<0

% ©027) 7 %, . .
L{Usin(a)t)} =U Isin(wt) esidt = E I(e]“’t—e_]“’t)e_”dt
)6
=2°]( (i)t _ ~(s+jo) )dt_U[-e_(sT]w]t+e_(s+fw]t} (11.40)
2] 0 2j| s-jo s+jw

1 U 2jw )
=— =U
s—jo s+jw) 2j§ +a? s% + 0*

Das Ergebnis fiir die Kosinusfunktion erhalten wir ebenfalls mithilfe der Gl.
(9.27) auf analoge Weise

t>0
u(t)={UC°S(wt) fiir (11.41)
0 t<0
U 1 1 U 2s s
L{Ucos (a)t)} =?(s—jw+s+jw]=?sz+wz = USZ+(1)Z (11.42)

¢) Potenzfunktion (n sei eine natiirliche Zahl) (Korrespondenz Nr. 3)

n t>0
u(t) = {Ut fiir tZo (11.43)

Das auftretende Integral kann mithilfe der partiellen Integration berechnet werden

L{u(t)} =L{vt"} =vU O]'t“ estdt

=U _tn le—st
)

(11.44)

=]

+U§°jt“"l estdt = 0+§L{ vt}

0
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und fiihrt auf eine Rekursionsformel, die nacheinander die Ergebnisse

n

S

L{ve} = 2L {ue} = 20 ey - 202Dy g0 11.45)

bzw. zusammengefasst das Endergebnis

11.36

L{ve} =:—H!L{U} "y

n!
Sn+1

(11.46)

liefert.

\- J

In vielen Féllen wird die Berechnung des Laplace-Integrals durch die Anwendung
bekannter GesetzmaiBigkeiten wesentlich erleichtert. Wir werden daher im Folgenden
einige Hilfssétze herleiten und deren Gebrauch an praktischen Beispielen demonstrieren.

1. Lineare Uberlagerung

Lasst sich eine Zeitfunktion als eine Summe aus einzelnen Originalfunktionen dar-
stellen

u(t) =au, (t) +au, (t) +...+a,u,(t), (11.47)
dann gilt fiir die Laplace-Transformierte

(11.32) *.

L{ u(t)} =

—

[alu1 (t) +ayuy (1) +...+ayu, (t)] estdt

. (11.48)
=q ful(t)e*stdﬁaz .[le(t)e’s"‘dt+...+al1 Iun(t) etdt,
0 0 0
bzw.
L{au, (t) +au,(t) + ... +au, ()} .

=qL{u,(t)} +aL{u,@®)} +..+aL{u, ()}

2. Verschiebungssatz

Wir betrachten die Auswirkung einer zeitlichen Verschiebung der Funktion u(f) um t,
nach rechts auf der Zeitachse.

u(t)
u(t—1,) =u($)

o
\/
"

Abbildung 11.8: Zeitliche Verschiebung einer Funktion
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Die urspriingliche Funktion geht nach »Abb. 11.8 in die neue Funktion

_[u(t—t) .. t>t,, &>0
U(E)_{ o  ur t<t,, £<0 (11.50)

iiber. Mit der Substitution

t_t0=§, dt=d§ und Ea to—tozoo—tozoo (1151]
gu =tu_t0 =t0—t0 =0
erhalten wir das Integral
L{u(t—to)} = _[U(t—to)e"“dtz jU(f) e s EH) g g
’ ’ (11.52)

=g 5h o].u(f) e dE = e N L{ u(&)} .

Die Laplace-Transformierte der Funktion u(§) mit der eingetragenen &-Achse auf der
rechten Seite der Abb. 11.8 ist aber identisch zu L{u(t)} auf der linken Seite der
Abbildung, so dass resultierend

L{u(t-1,)} = e L{u(®)} (11.53)

mit t,> 0 und u(t - t,) = 0 fiir t < £, gilt.

Beispiel 11.3: Rechteckimpuls

Der in »Abb. 11.9 dargestellte Rechteckimpuls lisst sich aus der Uberlagerung
einer Sprungfunktion zum Zeitpunkt { = 0 und einer weiteren Sprungfunktion
mit negativer Amplitude zum verschobenen Zeitpunkt ¢ = d T zusammensetzen.

u(t)A A
u, (1)
U U
m—
0 oT Tt 0 oT Tt
_U u, (1)

Abbildung 11.9: Zerlegung eines Rechteckimpulses

Fiir die Laplace-Transformierte erhalten wir durch Uberlagerung und Verschie-
bung das Ergebnis

L{u()} =L{u, ()} +L{u, (1)} = %—e-mﬂ= Y1-e=m). (159

S S

- J
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3. Dampfungssatz

Gegeben sei eine Funktion u(t) mit bekannter Bildfunktion L{u(t)}. Gesucht ist die
Auswirkung auf die Bildfunktion, wenn die Originalfunktion mit e™' multipliziert
wird. Diese Exponentialfunktion bewirkt fiir reelle Werte a > 0 ein Abklingen der Ori-
ginalfunktion mit zunehmender Zeit. Aus dem Integral erhalten wir

* b (11.32)
L{u(t)e '} = fu(t)e ' e dt= [u(t)e™*'dt = U(s+a).  (11.55)
0 0
In dem Ergebnis

L{u(t)e™} =U(s+a) (11.56)

darf a auch komplexe Werte annehmen. Die Bildfunktion zu der mit ™

multiplizier-
ten Ausgangsfunktion u(#) erhalten wir, indem wir in der zu u(f) gehérenden Bildfunk-

tion L{u(t)} den Parameter s durch s + a ersetzen.

Zwischen den Beziehungen (11.53) und (11.56) besteht eine interessante Analogie. Eine
Verschiebung der Originalfunktion um t, nach rechts bewirkt eine Ddmpfung der Bild-
funktion mit e . Andererseits bewirkt eine Ddmpfung der Originalfunktion mit e

—at

eine Verschiebung bei der Bildfunktion, in der der Parameter s durch s + a zu ersetzen ist.

Beispiel 11.4: Abklingende Kosinusschwingung

Fiir die in »Abb. 11.10 dargestellte Funktion

(11.57)

u(t) =

—at
{Ue cos(wt) fiir t>0
t<0

ist die Laplace-Transformierte anzugeben (Korrespondenz Nr. 41).

u(t)A
U

9|

U s
Abbildung 11.10: Abklingende Kosinusschwingung

Ausgehend von der Gl. (11.42) erhalten wir die gesuchte Korrespondenz unmit-
telbar durch Anwendung der Beziehung (11.56)

s+a
(s+a)’+w*

\- J

L{Ue"‘”cos (a)t)} =U (11.58)
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4. Ahnlichkeitssatz

Die Multiplikation der Variablen ¢ in der Originalfunktion mit einem reellen Faktor
a > 0 bedeutet ein Zusammenschieben oder Auseinanderziehen der Ausgangsfunktion.

u(at)

u(t)

u(at)

~
Q
N
—

\ ]

Abbildung 11.11: Stauchung und Streckung der Zeitachse

Mit der Substitution at =& und dt=(1/a)dé sowie den unverdnderten Integrations-
grenzen erhalten wir das Integral

©

L{u(at)} =°]u(at) e‘Stdt=%Iu(§) e o de (11.59)
0 0

und damit das Ergebnis

L{u(at)}=%g(%) bzw. %L{u(i)}=g(a5). (11.60)

a

Wird in der Originalfunktion die Variable t mit einem positiven reellen Faktor a multi-
pliziert, dann muss in der zu u(t) gehdrenden Bildfunktion der Parameter s durch s/a
ersetzt und das Ergebnis durch a dividiert werden.

Beispiel 11.5: Kosinusschwingung mit n-facher

Frequenz

Es ist die Laplace-Transformierte zu der Funktion

t>0
u(t):{UCOSO(nwt) fiir tZo (11.61)

anzugeben. Im Prinzip muss in der Gl. (11.42) lediglich w durch nw ersetzt wer-
den. Wir iiberpriifen diese Aussage mit dem Ahnlichkeitssatz und erhalten das
erwartete Ergebnis

(1.60) [J s/n _ s
n (s/n)’+w? s*+n'w®

- J

L{Ucos (nwt)} (11.62)
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5. Periodizitat von Signalen

Bei einem periodischen Spannungsverlauf entspricht die zeitabhéngige Signalform in
der n-ten Periode der um (n—1)T verschobenen Signalform aus der ersten Periode

(»Abb. 11.12).
0 T 2r 3T "

Abbildung 11.12: Periodische Signalform

u(t)

Die Beschreibung der periodischen Spannung durch eine Uberlagerung identischer,
aber zeitverschobener Einzelimpulse fithrt mit dem Verschiebungssatz auf eine
unendliche Summe

L{ u(t)} = Iu(t) e*tdt = [1+e‘ST+ e T4 e‘35T+...J T_[u(t) e stdt, (11.63)
0 0
die nach Zusammenfassung der unendlichen Reihe das folgende Ergebnis liefert
e
L{u(t)} =T fu(t)etdt . (11.64)
0
Zur Berechnung der Laplace-Transformierten eines periodischen Spannungsverlaufs

geniigt also die Berechnung des Laplace-Integrals (11.32) iiber den Bereich der ersten
Periode 0<t< T

Beispiel 11.6: Periodische Rechteckschwingung

Von der periodischen Rechteckschwingung in »Abb. 11.13 ist die Laplace-Trans-

formierte anzugeben.
u(r)
U
<—
0 T o 3T !

Abbildung 11.13: Periodische Rechteckschwingung

Die Bildfunktion eines einzelnen Impulses ist aus Gl. (11.54) bekannt und mit GI.
(11.64) erhalten wir unmittelbar das Gesamtergebnis

L{ll(t)} = 1—e_ST : = s W (1165)

. J

1 U (l_e_saT) _g 1—8_56T




11.3 Die Berechnung von Netzwerken mit der Laplace-Transformation

6. Differentiationssatz fiir die Originalfunktion

Die Laplace-Transformierte einer nach der Zeit abgeleiteten Funktion kann mithilfe
der partiellen Integration berechnet werden. Mit der Schreibweise u’(f) fiir die zeit-
liche Ableitung gilt

L{ u'(t)} =L{dz—£t)} = st—gt) e*tdt = [u(t) efSt] :+S:[U(t) e*tdt. (11.66)

Unter den beiden Voraussetzungen
[ 1. lim[u (1) e"“] =0 und
t>00

A der rechtsseitige Grenzwert® u(t — 0) = u(+0) der Funktion u(t) existiert
erhalten wir mit Gl. (11.32) das Ergebnis
L{u(t)} = sL{u(t)} - u(+0) = sU(s) —u(+0). (11.67)

Die Differentiation im Zeitbereich geht iiber in eine Multiplikation mit s im Bildbereich.
In dieser Vereinfachung steckt der wesentliche Vorteil der Laplace-Transformation bei
der Berechnung von Netzwerken bzw. bei der Lsung der entstehenden Differentialglei-
chungen (10.73). Der zusétzlich auftretende Wert u(+0) erfasst die Anfangsbedingung
beim Spulenstrom nach Gl. (7.4) bzw. bei der Kondensatorspannung nach Gl. (7.5).

Mit der gleichen Vorgehensweise erhalten wir die Laplace-Transformierte der zweiten
zeitlichen Ableitung einer Funktion

L{dzu(t)}=L{i[du_(t)]} L{d_m} _ du()

(11.68)

dt* dt| dt dt dt

t=+0
Durch nochmalige Anwendung der Beziehung (11.67) folgt schlieBlich
L{u"(t)} = s[sU(s) —u(+0)] — u'(+0) = s°U(s) —su(+0) — u'(+0) .  (11.69)
Die Verallgemeinerung auf die n-te zeitliche Ableitung der Funktion u(t) liefert das
Ergebnis
L{ u[”)(t)} =5s"U(s) —s" " u(+0) —s"*u'(+0) — ... —su"? (+0) —u"™ (+0) .(11.70)

Die bei der Herleitung der Gl. (11.67) gemachten Voraussetzungen miissen in entspre-
chender Weise bei jedem weiteren Schritt ebenfalls erfiillt sein. Die Gl. (11.70) gilt
somit unter den Voraussetzungen

[ 1. | lim[u (t)e"“] = lti_)rorol[u’(t)e_“] = .. =lim [u("_l) (1) e'“:l =0 und

t>o0 t->c0

EA die rechtsseitigen Grenzwerte u(+0),u'(+0), ... u™™ (+0) existieren.

6 Unter dem rechtsseitigen Grenzwert wird der Wert verstanden, dem die Funktion u(f — 0) mit
t von positiven Werten kommend zustrebt.
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7. Integrationssatz fiir die Originalfunktion

Wir wollen jetzt die Laplace-Transformierte fiir das Integral einer Zeitfunktion berechnen.
Mit der Definitionsgleichung (11.32) und unter Anwendung der partiellen Integration
erhalten wir

L{ ]u(r) dr} = 0].{ tju(t) dt}e_“dt

—oo 0

= [ Iu(r) dr%e_”}

—00

(11.71)

©

—[%) :[u(t) e stdt.

Unter den beiden Voraussetzungen

t—ow| §
—o0

t
[ 1. ] lim{l Ju(r)dre_“}zo und

t

EA der Grenzwert lim |u(r)dr existiert
t—0

—®

erhalten wir mit Gl. (11.32) das Ergebnis

S

—0

L{ tju('[)dr}:l (]'u(r)dr+%L{u(t)}. (11.72)

—o0

Verschwindet insbesondere das iiber den Bereich —o <t <0 gebildete Integral der
Zeitfunktion, dann gilt die vereinfachte Beziehung

t
L{ [u(r)dr}==L{u(r)}. (11.73)
5 s
Einer Integration im Zeitbereich entspricht eine Division durch s im Bildbereich. Die
Erweiterung auf eine n-fache Integration im Zeitbereich bedeutet eine Division durch
s" im Bildbereich.

11.3.2 Aufstellung und Lésung des Gleichungssystems

Die bisher abgeleiteten Zusammenhénge erlauben uns die Transformation zeitabhén-
giger Funktionen in den Bildbereich. Die Frage, an welcher Stelle des Rechenablaufs
der Ubergang in den Frequenzbereich vorgenommen werden sollte, ldsst sich aber
nicht eindeutig beantworten.

Eine erste Moglichkeit besteht darin, alle Maschen- und Knotengleichungen im Zeitbe-
reich aufzustellen. Fiir die Zusammenhénge an den Komponenten werden die Gleichun-
gen in Tab. 7.1 zugrunde gelegt. Diese Gleichungen werden zu einer linearen, inhomoge-
nen DGL n-ter Ordnung entsprechend Gl. (10.73) mit nur noch einer Unbekannten
zusammengefasst, die mithilfe des Differentiationssatzes und durch Anwendung der
Korrespondenztabellen bei den QuellengréBen in den Bildbereich transformiert wird.
Die Auflosung dieser algebraischen Gleichung nach der Laplace-Transformierten der
gesuchten NetzwerkgroBe ist auf einfache Weise durchfiihrbar.
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Als weitere Moglichkeiten konnen die Netzwerkgleichungen bereits im Bildbereich
aufgestellt werden. Diese Vorgehensweise ist vergleichbar zur komplexen Wechsel-
stromrechnung. Im ersten Schritt werden die Quellengr68en mit den Korrespondenz-
tabellen in den Bildbereich transformiert. Mit den Kirchhoff'schen Gleichungen

> U(s)=0 und ) I(s)=0 (11.74)

Masche Knoten

und den in Tab. 11.2 angegebenen Beziehungen an den Komponenten erhalten wir ein
komplexes algebraisches Gleichungssystem, das nach der gesuchten GroBe aufgelost

werden kann.
Tabelle 11.2

Strom- und Spannungsbeziehungen an den linearen passiven
Netzwerkelementen

Komponente Spannung Strom Gleichung
I R
——_}+— U=RI I=U/R (11.75)
e —
u
D) 10 |
1 ’ U=sLI-Li(+0) [=Ly+iE9D  ai7g
sL - B - sL— s
4>Q
u(+0)
e < (D— 1 u(+0)
_AIS U=—CI+U— I=sCU-Cu(+0) (11.77)
- sC- s

U

Ein wesentlicher Unterschied zwischen den Gleichungen in den beiden Tab. 8.2 und
11.2 besteht darin, dass in Tab. 11.2 die Anfangswerte von Kondensatorspannung und
Spulenstrom beriicksichtigt werden. Wahrend die komplexe Rechnung einen quasi-
stationdren Zustand beschreibt, liefert die Laplace-Transformation Ergebnisse nur fiir
einen einseitig begrenzten Zeitbereich, z.B. fiir t > 0. Die Vorgeschichte muss daher als
Anfangsbedingung erfasst werden, bei der Transformation des Netzwerks in den Bild-
bereich durch die in Tab. 11.2 eingetragenen zusétzlichen Quellen.

Einen wichtigen Sonderfall erhalten wir, wenn sich das Netzwerk bei einem Einschaltvor-
gang in einem energielosen Anfangszustand befindet. In diesem Fall kann genauso wie
bei der komplexen Wechselstromrechnung vorgegangen werden, es muss lediglich jw
durch die komplexe Frequenz s ersetzt werden. Die Zusammenhénge zwischen Strom
und Spannung an den Netzwerkelementen, die Kirchhoff'schen Gleichungen, die Strom-
und Spannungsteilerbeziehungen und auch die Gleichungen fiir die Reihen- und Parallel-
schaltung der Netzwerkelemente bleiben erhalten. Ein wesentlicher Unterschied besteht
allerdings bei den Transformationsvorschriften zwischen Zeit- und Frequenzbereich.
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Beispiel 11.7: Einschaltvorgang

Um diese Aussage zu verdeutlichen, betrachten wir das einfache RC-Netzwerk in
»Abb. 11.14, das zum Zeitpunkt t = 0 erstmalig an eine Gleichspannungsquelle
angeschlossen wird.

S R i(t) R I(s)

l ]
t=0
C

C)l U uc(t)lT — <=>llsf Uc(s)l==slc

Abbildung 11.14: Aufladen eines Kondensators

Wir iibertragen das Netzwerk direkt in den Bildbereich und erhalten aus der
Spannungsteilergleichung die Beziehung

1
«<c U 1
U -_sC - 11.78
Ue (s) R4 L s s(sRC+1) ( )
sC

fiir die Kondensatorspannung. Die Riicktransformation in den Zeitbereich liefert
mit der Korrespondenz Nr. 9 bereits das Ergebnis

uc(t)=L_l{S(L} =U(1—e_RtC) (11.79)

sRC +1)

fiir den Einschaltvorgang (vgl. Gl. (10.8)).
\ J

11.3.3 Ricktransformation in den Zeitbereich

Fiir die Riicktransformation der algebraischen Gleichungen stehen verschiedene Mog-
lichkeiten zur Verfiigung. Die wichtigste und einfachste ist die direkte Anwendung
der Korrespondenztabellen, so wie im vorangegangenen Beispiel gezeigt. Im Folgen-
den werden wir noch zwei weitere Moglichkeiten kennen lernen.

1. Faltungssatz
Lisst sich die Bildfunktion als ein Produkt zweier Bildfunktionen darstellen
U()=U,(5) U, () = L{u, ()} L, ()} (11.80)

dann besteht die Originalfunktion u(f) nicht aus dem Produkt der beiden einzelnen
Originalfunktionen, sondern sie wird durch das so genannte Faltungsintegral
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t
u(t) = —1{U } J.ul u, (t-7) r)dr (11.81)
0

1l

(S T
[~}
fi
—
~

beschrieben. Zur besonderen Kennzeichnung wird das Symbol * verwendet

u(t) =uy (t) * uy(t

O'—.“’-

t
w (r)uy(t-7)dr = 'ful (t-7) uy(r)dr. (11.82)
0

Beispiel 11.8: Riicktransformation der Korrespondenz

Nr. 13

~ N3 (1 1 Nr2,Nr7 4 L
L 1{U(s)} = L7 - = tx—e @
- s° as+1 a
(11.83)
1 t _t_i 1 _L t 1
:—_[te ﬂdt:—e“_‘-te“dr
a a
0
Nach Anwendung der partiellen Integration
(T of ex t t
Jreﬂdt=ra et | —aleadr =taed —a®|ea -1 (11.84)
0 g O

erhalten wir die Originalfunktion entsprechend der Korrespondenz Nr. 13

1 1 -1t 1 t _t
L_l{m} =—¢ 9|tgen —az(e“—l) =t—a+ae °. (11.85)
s*(as a

N J

2. Partialbruchzerlegung

Bei umfangreicheren Netzwerken fiihrt die Auflésung des Gleichungssystems in vie-
len Féllen auf eine gebrochen rationale Funktion

U =£

N ) (11.86)

mit dem Zahlerpolynom G(s) und dem Nennerpolynom N(s), die zunéchst auf eine
fir die Anwendung der Korrespondenztabellen geeignete Form gebracht werden
muss. Fiir die weitere Vorgehensweise setzen wir voraus, dass der Grad m des Zahler-
polynoms kleiner ist als der Grad n des Nennerpolynoms. Ist dies nicht der Fall, dann
kann der Zahler durch den Nenner dividiert werden, wobei ein Polynom vom Grad
m-n abgespalten werden kann, so dass eine gebrochen rationale Funktion verbleibt.
Diese lédsst sich durch die Partialbruchzerlegung in einfache mithilfe der Tabellen
transformierbare Ausdriicke zerlegen. Bezeichnen wir mit s, und k=1 ... n die Null-
stellen des Nennerpolynoms N(s), dann kann dieses als Produkt der Linearfaktoren
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N(s)=(s=s,)(s—s,) - (s=5;) (s =5, )(5—5,) (11.87)

geschrieben werden. Wir kénnen annehmen, dass die beiden Polynome G(s) und
N(s) teilerfremd sind, da gleiche Nullstellen gekiirzt werden kénnen. Bei den mog-
licherweise auftretenden Nullstellen miissen drei Félle unterschieden werden:

Erster Fall: Alle Nulistellen sind verschieden.

In diesem Fall kann U(s) folgendermaBen dargestellt werden

n
5) __ A I T => A (11.88)

~5n k=1

Zweiter Fall: Es treten mehrfache Nullstellen auf.

Besitzt das Nennerpolynom eine mehrfache Wurzel

N(s)=(s-s,)", (11.89)

dann nimmt der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung die folgende Form an

Q(S)z Q(s) — Al + Az 2+” i Ak (1190)

(s=5)" =51 (s-3) (s— 51) k=1(s— s1)

Dritter Fall: Es treten paarweise konjugiert komplexe Nullstellen auf.

Der Ausdruck
s*+2bs+a’ = (s—s,)(s—s,) (11.91)

besitzt fiir a® > b? zwei konjugiert komplexe Nullstellen

s,=—b+jva*—b* und s,=-b-jVa*—b* =s,. (11.92)

Die Teilbriiche konnen dann im Prinzip genauso wie in Gl. (11.88) aufgestellt werden.
Um die Rechnung mit komplexen Gréfen zu vermeiden, kann aber auch ein einzelner
Teilbruch verwendet werden, in dem die beiden Nullstellen bereits zusammengefasst
sind.

Betrachten wir als Beispiel den Fall mit einer doppelten, konjugiert komplexen Null-
stelle, dann ist der folgende Ansatz zu verwenden

G(s) _ A+Bs N A,+Bgs

= = 11.93
(s2+2bs+az)2 s* +2bs+a* (sz+2bs+az)2 ( )

Zur Bestimmung der unbekannten Konstanten A; und By kann in allen drei Féllen die
rechte Seite der Gleichung auf den Hauptnenner gebracht werden. Der Koeffizienten-
vergleich von dem so entstandenen Zihler mit dem Polynom G(s) liefert ein Glei-
chungssystem zur Bestimmung der Konstanten.
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Bei einfachen Nullstellen ldsst sich die Auflosung eines Gleichungssystems vermei-
den. Wird ndmlich die Gl. (11.88) mit einem der Linearfaktoren (s — s;) multipliziert
und anschlieBend der Grenziibergang s — s; durchgefiihrt, dann verbleibt auf der
rechten Gleichungsseite nur der Koeffizient Ay

|G . §—
lig:[&((ss)) (s—sk)] =G(sy) 11}513 ;(3 = A, (11.94)

und auf der linken Gleichungsseite erhélt man durch Differentiation von Zghler und
Nenner nach s entsprechend der 1'Hospital'schen Regel das Ergebnis

A = Q(sk)

(11.95)

1
_’(Sk) .

Die zugehorige Zeitfunktion

u(t) = L—l{ ii} s L‘i{ i Cls) 1 } (11.96)

k=1S—Sk

1

kann in diesem Fall mithilfe der Korrespondenz Nr. 4 unmittelbar angegeben werden

u(t) = i Gse) gue (11.97)

Diese Beziehung ist als Heaviside'scher Entwicklungssatz bekannt.

Fiir die Riicktransformation existieren noch weitere Verfahren wie z.B. die Reihenent-
wicklung der Bildfunktion oder auch die direkte Berechnung der inversen Laplace-
Transformation mit dem Integral (11.32). An dieser Stelle sei der Leser auf die entspre-
chende Literatur verwiesen, z.B. [1] und [4]. Fassen wir die durchzufiihrenden
Schritte bei der Analyse eines Netzwerks abschlieBend noch einmal zusammen:

Erste Moglichkeit

EN Aufstellung des Gleichungssystems mit Knoten- und Maschenregel im Zeit-
bereich

EA (optional) Zusammenfassung der Gleichungen zu einer DGL n-ter Ordnung ent-
sprechend Gl. (10.73)

EM Transformation des Gleichungssystems bzw. der DGL (10.73) in den Bildbereich
mit dem Differentiationssatz

M Auflosung des algebraischen Gleichungssystems nach der gesuchten Grofie

Ed Riucktransformation in den Zeitbereich, bevorzugt mit der Korrespondenztabelle
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Zweite Moglichkeit (vgl. Beispiel 11.7)
EM Ubertragung aller zeitabhéngigen GroBen in den Bildbereich

A Beriicksichtigung der Anfangswerte von Spulenstrom und Kondensatorspannung
durch zusétzliche Quellen im Schaltbild entsprechend Tab. 11.2

EN Aufstellung des Gleichungssystems mit Knoten- und Maschenregel im Bildbereich

Auflésung des algebraischen Gleichungssystems nach der gesuchten GréfBe

Riicktransformation in den Zeitbereich, bevorzugt mit der Korrespondenztabelle

Beispiel 11.9: Einschaltvorgang

Wir wollen zum Abschluss nochmals die Vorgehensweise nach der ersten Mog-
lichkeit an einer konkreten Schaltung demonstrieren. Eine RC-Reihenschaltung
mit einem auf die Anfangsspannung u, aufgeladenen Kondensator wird geméa0
»Abb. 11.15 zum Zeitpunkt ¢ = 0 an eine zeitabhdngige Spannungsquelle mit
rampenformigem Verlauf angeschlossen. Zu bestimmen ist der zeitliche Verlauf
der Kondensatorspannung uq(f).

5 R i(t u(t) A
—

t=0 c U
(D u(t) e (0) l L
0 T t

Abbildung 11.15: RC-Reihenschaltung an zeitabhangiger Spannungsquelle

L

Die Maschengleichung fiir dieses Netzwerk (entsprechend Gl. (10.73))
u(t) =Hcd%(t)+uc (t) (11.98)

muss in den Bildbereich transformiert werden

L{u(t)} =HCL{dL?+t(t)}+L{uC(t)} -
11.

(11.6

=7 RC[SQC (s)—ue (+0):| + U (s)-
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Die Quellenspannung stellen wir nach »Abb. 11.16 als eine Uberlagerung aus
zwei zeitlich linear ansteigenden Spannungsverldufen dar, fiir die wir mit dem
Verschiebungssatz die folgende Bildfunktion erhalten

L{u(t)} =L{u,(t)} +L{u, (1)}

(11.100)
Nr.2 U 1 s
=L{uw ()} -L{u(t-T)} = ?S—Z(l—e ")
u(t) A u(t) A .
U Ml(l) :UF
U
—)
— — >
0 T 2?* t
T =l |
° U AN uz(t)

Abbildung 11.16: Zerlegung der Rampenfunktion

Mit ug(+0) = ugy erhalten wir somit im Bildbereich die nach der Kondensator-
spannung aufgelste Beziehung

RC U 1 U 1 _sT

= + — - — 11.101
Uq (5) = to 1+sRC T (1+sRC)s* T (1+sRC)s” ¢ [ )

Nach Riicktransformation der ersten beiden Ausdriicke mit den Korresponden-
zen Nr. 7 und Nr. 13 erhalten wir das Zwischenergebnis

t
u (t) =uge #+U o T

RC Z_ .
T (1+sRC)s*

t _RC Ee_)—Ll{U 1 ST}.(ll.lOZ)

Fiir den verbleibenden Anteil liefert der Verschiebungssatz in Kombination mit
der Korrespondenz Nr. 13 die gleiche Losung wie bei dem zweiten Ausdruck,
wobei jedoch t durch (¢ — T) zu ersetzen ist. Damit gilt

0

t<T

1{g;ze”} _U. er fir Do (11.103)
T(1+SBC)S T t—T—RC+RCe EC t=
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Die resultierende Gesamtlésung

t
. L_RC 1—e_3‘7) t<T
—uC(t)=he_ﬁ+ ror fiir
U U i A
1_£(e e ) -
T

»Abb. 11.17 dargestellt.

1

Abbildung 11.17: Zeitabhéngiger Verlauf der Kondensatorspannung

.

I / | ——
/ L —]
w@ | 6 L
U ,
- p—
T / /< I
N 4
05 / N
/ RC
./ RO
; T
/
/
/
0
0 1 2 3
—» /T

(11.104)

ist fir den Anfangswert ug, = U/2 und fir verschiedene Zeitkonstanten RC in




Zusammenfassung

ZUSAMMENFASSUNG

B Einmalige, sich nicht periodisch wiederholende Spannungsverlaufe konnen als
Sonderfall eines periodischen Signals mit unendlich langer Periodendauer aufgefasst
werden.

B Da die Abstande zwischen den Spektrallinien bei der Fourier-Entwicklung dem Kehr-
wert der Periodendauer entsprechen, gehen die Abstande fiir T — o nach Null, d.h.
das diskrete Eigenwertspektrum im Falle endlicher Periodendauer geht lber in ein
kontinuierliches Spektrum im Falle eines einmaligen, zeitlich begrenzten Spannungs-
verlaufs.

B Die Fourier-Reihe wird ersetzt durch das Fourier-Integral. Nicht nur bei der Transfor-
mation der Zeitfunktion in den Frequenzbereich miissen zur Bestimmung des Spekt-
rums Integrale berechnet werden, sondern auch bei der umgekehrten Operation,
namlich der Transformation von dem Frequenzbereich in den Zeitbereich muss im
Gegensatz zur Summation bei den Fourier-Reihen jetzt ebenfalls eine Integration iiber
das kontinuierliche Spektrum durchgefiihrt werden.

B Zur Vermeidung von Konvergenzproblemen bei den Fourier-Integralen wird die
zeitliche Funktion nur im Bereich ¢ > 0 betrachtet. Die Information iber die Vorge-
schichte wird durch die Angabe der Anfangswerte von Kondensatorspannungen und
Spulenstromen erfasst. Zusatzlich werden die Strom- bzw. Spannungsverlaufe mit
einer zeitlich abklingenden Exponentialfunktion multipliziert.

M Bei der dadurch entstehenden Laplace-Transformation andern sich zwar die
Integrale gegenliber der Fourier-Transformation, die prinzipielle Vorgehensweise bei
der Analyse der Netzwerke bleibt aber unverandert.

B Die Transformation zwischen Zeit- und Frequenzbereich kann in vielen Fallen mithilfe
von Korrespondenztabellen auf einfache Weise durchgefiihrt werden.

B Alternativ existieren eine Reihe von Hilfssatzen und mathematischen Vorgehens-
weisen, die die Losung der Integrale vereinfachen.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 11.1 Sdgezahnspannung an RL-Schaltung
Losungen

Die Spannungsquelle in »Abb. 11.18 liefert die im rechten Teilbild dargestellte
periodische Sdgezahnspannung mit der Amplitude 4 und der Periodendauer T.
Der Schalter wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 geschlossen.

>§S i)
o—-
t=0
R l up(t)
u(r)
G u(t) p

L l u, ()

~Y

Abbildung 11.18: Sagezahnspannung an R/-Schaltung

1. Bestimmen Sie den Verlauf des Stromes i(f) fiir den Zeitbereich 0 < t < 4T.
Stellen Sie den Zeitverlauf fiir R=10Q, L=1mH, & =10 V und T= 100 ps dar.

2. Berechnen Sie den eingeschwungenen Zustand mithilfe der Fourier-Entwick-
lung und beurteilen Sie die beiden Lésungen.

Aufgabe 11.2 Nicht abgeglichener Spannungsteiler

Das Oszilloskop mit vorgeschaltetem Tastkopf nach »Abb. 11.19 wird zum Zeit-
punkt ¢ = 0 an eine Spannungsquelle mit dem in Abb. 11.19 dargestellten rechteck-
formigen Zeitverlauf angeschlossen. In Kap. 8.4 wurden die Werte Cy, und Ry
berechnet, unter der Bedingung, dass die Spannung u, unabhéngig von der Fre-
quenz dem Wert u,/n entspricht. In diesem Beispiel soll untersucht werden, wel-
chen Spannungsverlauf das Oszilloskop anzeigt fiir den Fall, dass der Tastkopf
nicht exakt abgeglichen ist.

Tastkopf Oszilloskop

u (A

=~y

Abbildung 11.19: Oszilloskop mit Tastkopf
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Ubungsaufgaben

1. Berechnen Sie die Spannung u,(f) fiir den Zeitbereich 0<¢<T.

2. Stellen Sie den zeitlichen Verlauf der Spannung u,(t) dar. Dabei sollen folgende
Werte gelten: T=100 ps, d =0,5, n=10, Rp=1 MQ, Cz =10 pF und Ry =9 MQ.
Im abgeglichenen Zustand sollte der Kondensator Cy, den Wert Cg/9 aufweisen.
Fiir die Auswertung sollen die beiden um jeweils 10 % nach oben bzw. unten
abweichenden Werte Cy; = 1,1Cg/9 und Cy, = 0,9Cg/9 verwendet werden.

Aufgabe 11.3 Transformator

Der Transformator in »Abb. 11.20 wird iiber einen Widerstand R; mit einer
Spannungsquelle ugy(t) verbunden, deren zeitlicher Spannungsverlauf auf der
rechten Seite der Abbildung dargestellt ist.

u,(t) A

Abbildung 11.20: Transformator mit Rechteckimpuls am Eingang

1. Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf der Spannung u,(t) auf der Sekundar-
seite des Transformators.

2. Stellen Sie die Ausgangsspannung fiir den Zeitbereich 0 < t < 3T dar. Dabei
sollen folgende Werte gelten: Ry = 1Q, R, = 100Q, L;; = Ly, = 1 mH und
T=500 ps. Als Koppelfaktor sollen die beiden Werte k = 0,95 und k = 0,75
verwendet werden.

3. Welchen Einfluss hat der Widerstand R,? Stellen Sie die Ausgangsspannung
fiir k= 0,95 bei den Werten R; =0,1Q, Ry =1 Q und R, = 10 Q zum Vergleich
dar.

G )
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In der Physik werden viele Gréfen durch Zahlenwert und Einheit vollstdndig beschrie-
ben wie z.B. das Gewicht eines Kérpers oder die Temperatur. Man spricht in diesem
Fall von skalaren GroBen. Daneben existieren vektorielle GroBen, zu deren Beschrei-
bung neben Zahlenwert und Einheit auch noch die Richtung benétigt wird. Betrach-
ten wir z.B. die Bewegung eines Flugkorpers, dann besitzt dieser zu jedem Zeitpunkt
nicht nur eine momentane Geschwindigkeit v(f), sondern auch eine Bewegungsrich-
tung. Wahrend die gerichteten GréBen durch Vektoren dargestellt werden, erfolgt die
Beschreibung der physikalischen Zusammenhénge durch vektorielle Gr6Bengleichun-
gen. Die gerichtete Strecke s kann z.B. als das Produkt aus gerichteter Geschwindig-
keit v und Zeit t berechnet werden

s=V-t. (A1)

In einer vektoriellen Gleichung erfiillen Zahlenwerte, Einheiten und Richtung unab-
héngig voneinander die Gleichheitsbeziehung.

Zeichnerisch werden Vektoren durch Pfeile dargestellt, deren Richtung die Richtung
des Vektors angibt und deren Lidnge den Betrag des Vektors beschreibt (»Abb. A.1).
Zwei Vektoren werden als gleich bezeichnet, wenn sowohl ihr Betrag, ihre Orientierung
im Raum als auch ihr Durchlaufsinn gleich sind. In der Physik unterscheidet man
zwischen freien Vektoren und gebundenen Vektoren. Bei freien Vektoren spielt die
Position ihres Anfangspunktes keine Rolle, d.h. sie kénnen frei im Raum verschoben
werden. Zwei gleiche Vektoren kénnen so durch paralleles Verschieben zur Deckung
gebracht werden. Als Beispiel fiir die gebundenen Vektoren konnen die Feldvektoren
angesehen werden, die z.B. Betrag und Richtung einer ortsabhéngigen Feldstédrke
beschreiben und damit einer bestimmten Stelle im Raum zugeordnet sind. Bei gebun-
denen Vektoren kénnen Betrag und Richtung in jedem Punkt des Raumes unterschied-
lich sein.

Unter einem Vektor —a versteht man einen Vektor mit dem gleichen Betrag wie +a,
aber mit entgegengesetzter Richtung.

ol

=
I
o
o)
Il
|
=

Abbildung A.1: Gleiche und entgegengesetzt gleiche Vektoren

In vielen Féllen werden unterschiedliche Vektoren benoétigt, die aber den gleichen
Angriffspunkt haben, z.B. kann man sich mehrere Vektoren vorstellen, die ausgehend
von dem Ursprung eines Koordinatensystems zu verschiedenen Punkten im drei-
dimensionalen Raum zeigen. Diese Vektoren werden als Ortsvektoren bezeichnet.



A.1 Einheitsvektoren

A.1 Einheitsvektoren

Ein Vektor vom Betrag 1 wird Einheitsvektor genannt. Jeder Vektor kann als Produkt
aus einem Betrag (seiner Ldnge) und einem in Richtung des Vektors zeigenden Einheits-
vektor dargestellt werden

(A.2)

Abbildung A.2: Einheitsvektor

Den in Richtung eines Vektors a zeigenden Einheitsvektor e, kann man nach Gl. (A.2)
berechnen, indem man den Vektor durch seinen Betrag a dividiert.

A.2 Einfache Rechenoperationen mit Vektoren

A.2.1 Addition und Subtraktion von Vektoren

Zwei Vektoren werden addiert, indem man den zweiten Vektor parallel so verschiebt,
dass sein Anfangspunkt mit dem Endpunkt des ersten Vektors zusammenfillt. Der
resultierende Vektor (Summenvektor) ist ein neuer Vektor, dessen Anfangspunkt mit
dem Anfangspunkt des ersten Vektors und dessen Endpunkt mit dem Endpunkt des
zweiten Vektors zusammenfallt.

Abbildung A.3: Vektoraddition und -subtraktion

Aus der »Abb. A.3 ist unmittelbar zu erkennen, dass fiir die Vektoraddition das kom-
mutative Gesetz gilt

a+b=h+a. (A.3)

Zur Berechnung des Differenzvektors a—b bildet man zunichst den Vektor —B, indem
man bei dem Vektor b die Richtung umkehrt. Dieser neue Vektor wird dann zum Vek-
tor a geméal der Vorschrift

a —b=a+(—B) (A.4)

addiert (Abb. A.3).
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A.2.2 Multiplikation von Vektor und Skalar

Bezeichnet man mit p eine positive reelle Zahl, dann versteht man unter dem Produkt
pa einen Vektor mit der gleichen Richtung wie a, dessen Lénge p|a| = pa sich aber um
den Faktor p gedndert hat. Handelt es sich bei p um eine negative reelle Zahl, dann
versteht man unter dem Produkt pa einen neuen Vektor der Linge |p|a, jetzt aber mit
entgegengesetzter Richtung zu dem urspriinglichen Vektor a. Fiir den Sonderfall p =0
erhilt man aus dem Produkt pa =0 den Nullvektor 0 mit der Linge 0, dessen Richtung
unbestimmt ist.

A.3 Das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt a+b zweier Vektoren a und b ist definiert als

~ (A2)

a*b = ae,-be, =abe, e, =abcosa, (A.5)
wobei a den von den beiden Vektoren eingeschlossenen Winkel bezeichnet, sofern
beide Vektoren an dem gleichen Anfangspunkt beginnen. Das Ergebnis dieser Berech-
nung ist ein Skalar. Der Winkel « liegt zwischen 0 und 180°, d.h. der Kosinus dieses
Winkels ist eindeutig.

Die Linge bcosa kann interpretiert werden als die Lange der Strecke, die man bei
einer Projektion des Vektors b auf die Richtung des Vektors a erhilt.

acosa

a acosa '
b cosa 7\

Abbildung A.4: Skalarprodukt

Das Skalarprodukt entspricht also dem Flacheninhalt des Rechtecks mit den Seiten-
lingen a und bcosa. Mit der gleichen Berechtigung kann auch der Vektor a auf die
Richtung des Vektors b projiziert werden. Das Produkt aus der Lange dieser Projektion
acosca mit der Lange b ergibt wiederum ein Rechteck mit gedndertem Seitenverhalt-
nis, jedoch gleichem Fldcheninhalt.

Aus der Beziehung (A.5) bzw. aus der » Abb. A.4 ist unmittelbar zu erkennen, dass das
Skalarprodukt kommutativ ist

ab=b-a. (A.6)



A.4 Das Vektorprodukt

Fir parallele bzw. senkrecht aufeinanderstehende Vektoren a und b erhilt man die
Sonderfille

a-b=ab anb
iab=0 fiir alb (A7)
a-b=-ab anlb.

Einige Anwendungen des Skalarproduktes werden in Kapitel C.1 beschrieben.

A.4 Das Vektorprodukt

Zur Beschreibung einiger physikalischer Zusammenhénge wie z.B. bei der Berechnung
der Kraft auf einen stromdurchflossenen Leiter (vgl. Kap. 5.2) oder bei der Berechnung
des Drehmomentes wird noch eine andere Verkniipfung von Vektoren benétigt, die als
Vektorprodukt oder auch Kreuzprodukt bezeichnet wird.

c

b sin a

Y

ol

Abbildung A.5: Vektorprodukt

Das vektorielle Produkt axb der beiden Vektoren a und b ist ein Vektor ¢, der senk-
recht auf der von den beiden Vektoren & und b aufgespannten Ebene steht und dessen
Richtung so festgelegt ist, dass die drei Vektoren a, b, € ein Rechtssystem bilden. Beim
Drehen des Vektors a in Richtung des Vektors b erfihrt eine Rechtsschraube eine Vor-
wirtsbewegung in Richtung des Vektors ¢. Man kann sich diesen Zusammenhang
auch auf einfache Weise mit den Fingern der rechten Hand veranschaulichen. Zeigt
der Daumen in Richtung des Vektors a und der Zeigefinger in Richtung des Vektors b,
dann zeigt der senkrecht auf der von den beiden Fingern gebildeten Ebene stehende
Mittelfinger in Richtung des Vektors c.

Als Betrag des Vektors ¢ definiert man das Produkt absine, das gemél » Abb. A.5 dem
Fldacheninhalt des von den beiden Vektoren a und b aufgespannten Parallelogramms
entspricht

axb=¢ mit |E| =absina . (A.8)

Der zwischen den Vektoren a und b eingeschlossene Winkel « liegt in dem Werte-
bereich 0 <a <180°.
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Wird der Vektor b in Richtung des Vektors a gedreht, dann zeigt die so entstehende
Rechtsschraube in die entgegengesetzte Richtung, so dass allgemein

bxa=—(axb) (A.9)
gilt. Das Vektorprodukt ist nicht kommutativ.

Fiir parallele bzw. senkrecht aufeinanderstehende Vektoren a und b gelten die beiden
Sonderfille
a1mb atlb
fe @ b und a b (A.10)
ab al
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A.5 Zerlegung eines Vektors in seine Komponenten

In der Abb. A.3 wurde ein Vektor durch Summation aus zwei anderen Vektoren
berechnet. In diesem Abschnitt soll der umgekehrte Vorgang, ndmlich die Zerlegung
eines gegebenen Vektors in zwei oder mehr einzelne Vektoren, man spricht in diesem
Zusammenhang von den Komponenten des Vektors, gezeigt werden. In der Praxis tritt
héufig der Fall auf, dass die Richtungen der einzelnen Komponenten bereits vorgegeben
sind, wobei iiblicherweise die Einschrankung gilt, dass die Komponenten senkrecht
aufeinanderstehen. Die einfachste Aufgabe ist beispielsweise die Zerlegung eines
beliebigen Vektors in drei Komponenten, von denen jede parallel zu einer Achse des
kartesischen Koordinatensystems verlduft (siehe Kap. B.1). Bezeichnet man mit e,, éy,
e, die Einheitsvektoren in Richtung der entsprechenden Achsen x, y, z, dann besteht
die Aufgabe bei der Zerlegung eines Vektors a darin, die Ldngen der einzelnen Kom-
ponenten ay, ay,
chen Vektor ergibt

a, so zu bestimmen, dass deren Summation wieder den urspriingli-

a=e.q, +e,a, +e,q,. (A.11)

Als Beispiel betrachten wir die in »Abb. A.6 dargestellte Zerlegung des in der xy-
Ebene liegenden Vektors a in die beiden Komponenten in Richtung der im Bild eben-
falls dargestellten Einheitsvektoren €, und e,

ol

— w X

Abbildung A.6: Vektorzerlegung
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A.6 Vektorbeziehungen in Komponentendarstellung

Die Linge a, entspricht offenbar der Projektion des Vektors a auf die parallel zu e,
verlaufende Linie. Mit dem in der Abbildung eingetragenen Winkel « ist diese Lange
durch den Ausdruck acosa gegeben, den man mit der Definition des Skalarproduktes
nach Gl. (A.5) in der folgenden Form schreiben kann

(A.5)

a-e, = acosa=a, — a,=¢€.-a. (A.12)

Die Komponente des Vektors a in Richtung des Einheitsvektors €, kann nach »Abb.
A.7 dargestellt werden als ein Produkt aus dem Einheitsvektor e, und der Lange a,.

a a
e (e-a)
a a
: -
- > s
: 53 e (e a)

X

Abbildung A.7: Vektorzerlegung

Fithrt man diese Betrachtung fiir alle drei Komponenten durch, dann kann die Vektor-
zerlegung in der folgenden Weise dargestellt werden:

d=8.a, +8,a, +6,a, =6, (6,+d)+8,(,+d)+8,(¢,a). (A.13)

A.6 Vektorbeziehungen in Komponentendarstellung

In diesem Abschnitt sollen die bisher angegebenen Beziehungen nochmals mithilfe
der Komponentenzerlegung (A.11) formuliert werden.

a+b=86(a, tb,)+8,(a, £b/)+8,(a,+b,) (A.14)
pa =eé,pay +e,pa, +€,pa, (A.15)

- (A7)
d-b=(8,a,+8 a,+8,a,) (6,b+8 b, +&,b,) = ab+ab +ab,.  (A16)

Fir den Sonderfall zweier gleicher Vektoren folgt aus Gl. (A.16)

2 [
a'a=|a| =(12=aX2+ayZ+aZ2 - a= ax2+ay2+aZ2. (A.17)

Vorsicht: Aus der Gleichung a-b=a-¢ folgt im Allgemeinen nicht b=¢. Da es sich
beim Skalarprodukt (A.16) um eine Summation der Produkte aus den einzelnen Kom-
ponenten handelt, darf a nicht gekiirzt werden.
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axh = (e a +eyay+e a) (e by +e b +e, )
X 8y

= axbx(ex><ex)+aybx(éy )+ab (
— —
0 —e ey
+acby (8, %8, )+ayb, (&, x8, ) +a,b, (&,x8&,) (A18)

e, 0 —e

+ayb, (€, xe,)+ayb, (e xe )+azbz(éz><éz)
— — —

€, 6 0

X

=&, (ayb, —a,by )+ &, (a,b, —a,b,)+&, (ab, —ayb,)

A.7 Formeln zur Vektorrechnung

Nachstehend sind einige Beziehungen angegeben, die (falls bisher nicht abgeleitet)
mithilfe der Komponentenzerlegung leicht iiberpriift werden kénnen.

Distributivitiit:
a-(B+a)=a-B+a-a (A.19)
5><(b+é):é><f)+é><6 (A.20)

Assoziativitdt beziiglich der Multiplikation mit einer Zahl:

p(ﬁ'B)z(pé)'f):ﬁ'(pB) (A.21)
p(éxf)):(pﬁ)xf):éx(pf)) (A.22)

Mehrfache Produkte:
- (bxé) =& (axb) = b (éxa) (A.23)
ax(bx¢&)=b(a-c)-¢(a-b) (A.24)
(axB)-(axa)z(5-6)(5-&)—(5-&)(5-5) (A.25)
(axb)"= (@xB)-(axb) = a®* - (a-b)’ (A.26)
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Die Position eines Punktes P im dreidimensionalen Raum bezogen auf einen anderen
willkiirlich gewéhlten Bezugspunkt Q kann mithilfe eines von Q nach P zeigenden
Vektors eindeutig gekennzeichnet werden. Eine vollstindige mathematische Beschrei-
bung dieses Vektors kann durch Angabe der Koordinaten von Anfangspunkt Q und
Endpunkt P erfolgen. Unter den Koordinaten eines Punktes versteht man Zahlenwerte
zur Festlegung seiner Position im Raum. Alternativ zu diesen Koordinaten kann der
Vektor auch durch die Angabe seiner drei Komponenten eindeutig beschrieben wer-
den. Diese werden iiblicherweise so gewihlt, dass sie senkrecht aufeinanderstehen,
man spricht dann davon, dass diese Komponenten zueinander orthogonal sind.

Sowohl zur Angabe der Koordinatenwerte als auch bei der Zerlegung des Vektors in
seine Komponenten bedient man sich der Koordinatensysteme. Es erweist sich in der
Praxis als sehr zweckmiBig, ein der jeweiligen Problemstellung angepasstes Koordi-
natensystem zu verwenden. Bei den in den folgenden Abschnitten betrachteten drei
Féllen, ndmlich den kartesischen Koordinaten, den Zylinderkoordinaten und den
Kugelkoordinaten handelt es sich um orthogonale Rechtssysteme, d.h. die in Richtung
wachsender Koordinatenwerte weisenden Einheitsvektoren e,, €,, &, stehen senkrecht
aufeinander und erfiillen somit die Bedingung der Orthogonalitat

6,°8,=6," 6, =66, =0. (B.1)

Bei einem Rechtssystem liefert das Vektorprodukt zweier aufeinander folgender Ein-
heitsvektoren den jeweils ndchsten Einheitsvektor, so dass die nachstehenden Glei-
chungen gelten:

€, X€,=€;, €,X€;=€;, €3Xe =€,. (B.2)

B.1 Das kartesische Koordinatensystem

o P(x.y.2)

e\
H»——
y
7 X

X

Abbildung B.1: Das kartesische Koordinatensystem

Den einfachsten Fall stellt das kartesische Koordinatensystem dar, bei dem die als x-,
y- und z-Achse bezeichneten geradlinigen Koordinatenachsen zueinander orthogonal
sind. Thr gemeinsamer Schnittpunkt wird als Koordinatenursprung bzw. direkt als
Ursprung bezeichnet. Die Richtung wachsender Koordinatenwerte wird fiir die Ach-



B.1 Das kartesische Koordinatensystem

sen so festgelegt, dass die Einheitsvektoren e,, e, e,, die jeweils parallel zu den durch
den betreffenden Index gekennzeichneten Koordinatenachsen verlaufen, im Sinne der
Gl. (B.2) ein Rechtssystem bilden. Dreht man die positive x-Achse auf dem kiirzesten
Weg in Richtung der positiven y-Achse, d.h. gegen den Uhrzeigersinn, dann erhalt
man bei gleichzeitiger Verschiebung in Richtung der positiven z-Achse eine Rechts-
schraube.

Eine Besonderheit beim kartesischen Koordinatensystem besteht darin, dass die Rich-
tung der Einheitsvektoren aufgrund der geradlinigen Koordinaten X, y, z konstant, d.h.
unabhéngig von deren Position im Raum ist.

Als Koordinatenflachen erhdlt man die drei orthogonal zueinander angeordneten
Ebenen x = const (entspricht der y-z-Ebene), y = const (entspricht der x-z-Ebene) und
z = const (entspricht der x-y-Ebene).

Der Raumpunkt P wird bezogen auf den Koordinatenursprung 0 durch den Ortsvektor
I der Ldnge r = |f| beschrieben

f:éxx+éyy+ézz mit r=|f'|=,lx2+yz+z2 . (B.3)

Die differentielle Anderung des Ortsvektors df beim Fortschreiten vom Punkt P(x,y,z)
um die elementaren Strecken dx, dy, dz in Richtung der gleichnamigen Koordinaten

dF = 6,dx +6,dy +6,dz (B.4)

wird vektorielles Wegelement genannt. Seine Lange ist durch die Beziehung

di| = y/(dx)? + (dy)* + (dz)” (B.5)

gegeben.

Abbildung B.2: Vektorielles Wegelement
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B.2 Krummlinige orthogonale Koordinatensysteme

Bevor wir die Zylinder- und Kugelkoordinaten behandeln, sollen einige allgemein
giiltige Zusammenhénge fiir krummlinige orthogonale Koordinatensysteme u,, u,, u;
abgeleitet werden. Diese sind durch die im Allgemeinen bekannten Definitionsglei-
chungen

x=x(uy,upu3),  y=y(upuyug),  z=z(uy,uy uy) (B.6)

mit den kartesischen Koordinaten verkntipft.

Abbildung B.3: Krummlinige Koordinaten

Das in »Abb. B.3 dargestellte Volumen wird durch die sechs beliebig geformten Koordi-
natenfldchen begrenzt, auf denen jeweils eine der Koordinaten u; mit i = 1,2,3 konstant
ist. Die Einheitsvektoren €;, die die Gleichungen (B.1) und (B.2) erfiillen, zeigen in
Richtung der Tangenten, die an die durch den Raumpunkt P(u,,u,,u;) des Ortsvektors
r verlaufenden Koordinaten u; gelegt werden. Die Richtung dieser Tangenten und
damit auch die Richtung der Einheitsvektoren ist durch die Anderung des Ortsvektors
9r/9u; nach der jeweiligen Koordinate u; gegeben'. Normiert man diesen Ausdruck auf
seinen Betrag |0r/du;|, dann ldsst sich die folgende Darstellung fiir die Einheitsvektoren
angeben

ar
aui

s 1 o _1or
or |du; h; du;
Jou;

1

mit  h; =

1

. (B.7)

1 Unter dem Ausdruck ot/du; wird die partielle Ableitung, d.h. die Anderungsgeschwindigkeit
des Ortsvektors T (u,,u,,u3) nach u, bzw. u, oder u; verstanden, wobei die jeweils anderen beiden
Koordinaten konstant gehalten werden. Betrachten wir als Beispiel den Fall i = 2, dann gilt

Jr .
—= lim
du, Au—0 Au,

r(u,,u, + Au,,uy)—r(ug,u,,u;)



B.2 Krummlinige orthogonale Koordinatensysteme

Entsprechend Gl. (B.7) héngt also die Richtung der Einheitsvektoren im allgemeinen
Fall von den Koordinaten (u,,u,,u;), d.h. von der Lage des Raumpunktes P ab. Die als
metrische Faktoren bezeichneten Werte h;(u,,u,,u;) findet man mithilfe der Definitions-
gleichungen (B.6) aus

2 2
= \* (B.3)
,iz [ or j (éx Jx s oy a 0z j (B.8)

aui aui y aul' Zaui

beziehungsweise

2 2 2
J[_] (2 (2] ®9
aui aul' aui

Bildet man nun das totale Differential dr¥ des Ortsvektors ¥, das einer Anderung der
Koordinatenwerte u,, u,, uz um du,, du,, du; entspricht, dann erhélt man unter Ein-
beziehung der Gl. (B.7) das folgende Ergebnis (»Abb. B.4)

or or or (B7)

dr =—du, +—du, +—du; = e;h, du, +¢e,h, du, +e;h; du, . (B.10)
ou, ou, ou,

Abbildung B.4: Vektorielles Wegelement in krummlinigen Koordinaten

Fiir den Betrag des vektoriellen Wegelementes gilt mit Gl. (A.17) die Beziehung

|df| = \/hlzdulz + hy*duy? + hy*duy” . (B.11)

Das elementare Volumenelement erhdlt man durch Multiplikation der Seitenldngen
gemdl Abb. B.4

dV = h)h,h; du,du,dus, . (B.12)
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B.3 Die Zylinderkoordinaten

Beim Ubergang von kartesischen Koordinaten zu Zylinderkoordinaten bleibt die z-
Koordinate unverdndert, wihrend die Position eines Punktes P(x,y) in einer Ebene
z = const jetzt durch die beiden in »Abb. B.5 eingetragenen Koordinaten p und ¢
beschrieben wird. Die Koordinate p kennzeichnet den Abstand des Punktes von der
z-Achse, der Winkel ¢ wird definitionsgemal beginnend bei der positiven x-Achse
entgegen dem Uhrzeigersinn gezdhlt. Der positiven x-Achse ist der Wert ¢ = 0 zuge-
ordnet, der negativen x-Achse der Wert ¢ = zr. Die Definitionsgleichungen (B.6) fiir die
Koordinaten des Kreiszylinders (u; = p, u, = ¢, u; = z) konnen unmittelbar der Abb. B.5
entnommen werden

X=p CcosQ 0<p<eoo
y=psing mit 0<¢<27w (B.13)
zZ=7.

Abbildung B.5: Zylinderkoordinaten

Die metrischen Faktoren kénnen durch Einsetzen der Definitionsgleichungen (B.13)
in die Gl. (B.9) berechnet werden

hy=h,=1
hzth)zp (B14)
hy=h,=1
Fiir das vektorielle Wegelement folgt unmittelbar mit Gl. (B.10)
dr=e,dp+ey,pdo+e,dz (B.15)
und fiir das Volumenelement mit Gl. (B.12)
dV=pdpdedz. (B.16)
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Mit dem Ortsvektor (B.3)
F=€,pcos@+e,psing+e,z (B.17)

und den metrischen Faktoren (B.14) werden aus Gl. (B.7) die Einheitsvektoren bestimmt

or L
=——=€,Cc050+¢€, sing

€ =€

1 p ap

éz:é‘p:paTrq):—éx sing +e, cos@ (B.18)
€,=¢

3 z "

Ein Vergleich der Beziehungen (B.17) und (B.18) zeigt, dass der Ortsvektor in Zylinder-
koordinaten die nachstehende Form annimmt

F=8,p+8,2. (B.19)

B.4 Die Kugelkoordinaten

Bei den Kugelkoordinaten (u, =1, u, =9, us = ¢) beschreibt die erste Koordinate r den
Abstand eines Punktes P(r,9,¢) vom Ursprung. Die Koordinatenfldche r = const ent-
spricht einer konzentrisch um den Ursprung liegenden Kugelfliche. Der Winkel ©
wird von der positiven z-Achse und dem vom Ursprung zum Punkt P zeigenden Orts-
vektor eingeschlossen. Er wird definitionsgem&l beginnend bei der positiven z-Achse
gezdhlt und durchlduft den Wertebereich 0 < 0 < z. Der positiven z-Achse ist der Wert
¥ = 0 zugeordnet, der negativen z-Achse der Wert ¢ = 7. Alle Punkte auf der Kugel mit
gleichem Wert © liegen auf einem Breitenkreis, z.B. gilt fiir alle Punkte auf dem Aqua-
tor 9 =x/2. Die Koordinate ¢ ist identisch mit der entsprechenden Koordinate im
Zylinderkoordinatensystem.

Abbildung B.6: Kugelkoordinaten

559



Orthogonale Koordinatensysteme

560

Ein Punkt P(r,9,¢) auf der Kugeloberfldche hat die z-Koordinate z =r cos® und den
Abstand p =1 sin® von der z-Achse. Setzt man diesen Abstand in die Gl. (B.13) ein,
dann stellt man fest, dass die Kugelkoordinaten mit den kartesischen Koordinaten
tiber die Definitionsgleichungen (B.6) in der Form

X =1 sin¥ cos@ 0<r<eo
y=rsin?®sing mit 0<V9<=xm (B.20)
Z=T cosV 0<o¢p<2m

verkniipft sind. Die metrischen Faktoren kénnen durch Einsetzen der Definitions-
gleichungen (B.20) in die Gl. (B.9) berechnet werden

h =h =1
hy,=hy=r (B.21)
hy=hy, =1 sin?.

Fiir das vektorielle Wegelement folgt unmittelbar mit Gl. (B.10)
df':érdr+éﬂrdﬁ+é¢rsinﬁd(p (B.22)
und fiir das Volumenelement mit Gl. (B.12)
dV =1?sin9drdd de. (B.23)
Mit dem Ortsvektor (B.3)
f':éxrsinﬁcostp+éyrsinﬁsin(p+ézrcos13 (B.24)

und den metrischen Faktoren (B.21) werden aus Gl. (B.7) die Einheitsvektoren bestimmt

| - . ~
el:er:B—I:exsmﬂcosq)+eysm19sm(p+ezcosﬂ

.~ . _lor . ~ . -
ezzeﬁ=;a—g=excosﬁcoqueycosﬁsm(p—ezsmﬁ (B.25)
€, =¢,= ! E——é sing + €, cos@

777 1sing 09 x Y '

Durch Vergleich der Beziehung (B.24) mit der 1. Zeile in Gl. (B.25) erkennt man direkt
den einfachen Zusammenhang fiir den Ortsvektor in Kugelkoordinaten

r=er. (B.26)
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In diesem Kapitel soll nicht die Integralrechnung wiederholt werden, da vorausgesetzt
werden kann, dass der Leser mit diesem Thema hinreichend vertraut ist. Allerdings
werden wir feststellen, dass die Losung elektrotechnischer Fragestellungen mithilfe
der Felder sehr oft auf Ausdriicke der Form

jﬁ-dg = Tﬁ-d§ oder gSE-dg (C.1)
c Py c
bzw.
”ﬁ-df& oder ﬁﬁ-dfs (C.2)
A A

fithrt. Das erste Integral, das sich entlang einer Kontur C, z.B. von einem Anfangspunkt
P, bis zu einem Endpunkt Py erstreckt, wird als Linienintegral oder Kurvenintegral
bezeichnet. Handelt es sich bei dem Integrationsweg C um eine geschlossene Kontur,
d.h. Anfangs- und Endpunkt fallen zusammen (P, = Pg), dann wird das Integralzeichen
mit einem Ring dargestellt und das Linienintegral wird als Ringintegral bezeichnet.

Handelt es sich bei dem Fldchenintegral (C.2) um eine geschlossene Flache A, dann
bezeichnen wir diese als Hiillfliche, das Integral wird wieder mit einem Ring darge-
stellt und als Hiillflachenintegral bezeichnet.

C.1 Das Linienintegral einer vektoriellen GroBe

Zur Berechnung des Linienintegrals einer Funktion von z.B. zwei Verdnderlichen
f(x,y) entlang eines zwischen den Endpunkten P, und Py liegenden Kurvenbogens der
Kontur C wird der Kurvenbogen in n Teilstiicke As; mit i=1 ... n zerlegt. Auf jedem
Teilstiick wird ein Punkt P; mit den Koordinaten x;,y; ausgewahlt.

Ay

 J

Abbildung C.1: Berechnung des Linienintegrals

Summiert man die Produkte aus den in den Punkten P; vorliegenden Funktionswerten
f(x;,y;) mit den Bogenldngen As;, dann erhdlt man einen Ndherungswert fiir das zu
berechnende Integral

.[f(x,y) dSzif(xi,yi)Asi . (C.3)
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Die Abweichung der endlichen Summe von dem Wert des Integrals wird umso geringer,
je feiner die Unterteilung der Kontur C gewéhlt wird. Lasst man die Anzahl der Teil-
stiicke n nach Unendlich gehen, wobei gleichzeitig As; — 0 fiir alle i gelten soll, dann
nihert sich die Summe einem Grenzwert (vorausgesetzt der Grenzwert existiert und
ist von der Wahl der Bogenldngen As; und den Punkten P; unabhéngig), den man als
das zwischen den Punkten P, und Py entlang der Kontur C gebildete Linienintegral
bezeichnet

Py n
jf(x,y) ds= lim ) f(x;y;) As; . (C.4)
2 0

Bei dem bisherigen Beispiel haben wir eine skalare Funktion f(x,y) integriert. Hdufig
tritt aber der Fall auf, dass eine beliebig gerichtete vektorielle GréBe E(x,y,z) entlang
eines jetzt ebenfalls gerichteten Wegelementes ds zu integrieren ist. Der einzige Unter-
schied gegeniiber der Gl. (C.4) besteht darin, dass zundchst das Skalarprodukt E«ds
fiir jeden elementaren Wegabschnitt zu berechnen ist. Praktisch bedeutet das, dass wir
an jeder Stelle des Integrationsweges die Projektion des Vektors E auf die Richtung des
Wegelementes ds bilden, oder anders ausgedriickt, wir integrieren nur jeweils die
tangential zum Wegelement verlaufende Komponente des Vektors E.

Betrachten wir die Vorgehensweise noch einmal im Detail. Der zwischen den Punkten
P, und Py verlaufende Weg wird entsprechend »Abb. C.2 in n vektorielle Wegele-
mente As; mit i=1 ... n unterteilt. Auf jedem tangential zum Integrationsweg verlau-
fenden Wegelement wird wieder ein Punkt P; mit den Koordinaten x;, y;, z; gewéhlt, in
dem die vektorielle GroBe den Wert E(x;,y;z;) aufweist und mit dem Wegelement As;
den Winkel «; einschlief3t.

E (x;,¥;2;)

Abbildung C.2: Linienintegral einer vektoriellen GroBe
Fiir jedes Wegelement kann das Skalarprodukt

E(Xi!Yi’Zi) *As; = |E(X1”Y1"Zi)

|As;|cos(a;) (C.5)

bestimmt werden. Analog zur Gl. (C.3) liefert die Summation der Beitrdge (C.5) von
i=1 bis i = n einen Ndherungswert fiir das Integral

Py n
J.E-dé = Z|E(x1-,yi,zi) |AS;|cos(a;) . (C.6)
Pa i=1
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Der Grenzwert fiir AS; — 0 bzw. n — o liefert dann wieder das exakte Ergebnis

n

P
JP}—E-dE = lim Z|]—52(xi,yi,zi) |A§i|cos(ai). (C.7)
Pa

i

Zum besseren Verstdndnis betrachten wir ein einfaches Beispiel aus der Physik. Eine
kleine Kugel rollt, von einer Laufrille gefiihrt, auf einem halbkreisférmigen Bogen
vom Anfangspunkt P, zum Endpunkt Py. Gleichzeitig wirkt auf die Kugel eine orts-
unabhingige Kraft F in Richtung der Verbindungslinie der beiden Punkte P, und Py
(»Abb. C.3). Wir wollen die Frage untersuchen, welche Arbeit an der Kugel infolge
der Kraft F verrichtet wird.

Pl tt
et 0
Polett o

Abbildung C.3: Bewegungsvorgang im Kraftfeld

A J

Zur Beschreibung des Bewegungsvorgangs wihlen wir das zylindrische Koordinaten-
system mit dem Ursprung im Mittelpunkt des Kreises. Die Kugel bewegt sich in Rich-
tung wachsender ¢-Werte auf einem Halbkreis mit konstantem Radius p = a. Die vor-
gegebene Kraft lidsst sich am einfachsten mit einer kartesischen Komponente F =e,F,
beschreiben. An jeder Stelle auf dem Halbkreis ist der Winkel a zwischen der Bewe-
gungsrichtung €, und der Kraftrichtung €, bekannt. Um die von F lings des Kreisbogens
geleistete Arbeit W zu bestimmen, muss die Kraft in zwei Komponenten zerlegt wer-
den, eine Komponente in Richtung der Bewegung €, und eine weitere senkrecht dazu
in Richtung e,. Da nur die in Richtung der Bewegung wirkende Kraftkomponente
einen Beitrag zur Arbeit leistet, benttigen wir das Skalarprodukt aus der vektoriellen
Kraft und dem gerichteten Wegelement, dessen Integration vom Anfangspunkt P, bis
zum Endpunkt Py mit Gl. (C.7) das nachstehende Ergebnis liefert

PBQ /2
W= [F-ds= [&§F, &ade
Py -7/2
/2 /2 (C8)
= aFy .[ (ép singp+e, cosq)) *€,do = aFy I cos¢@de = 2aF,, .
g -7/2

€y
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C.2 Der Fluss eines Vektorfeldes

In diesem Abschnitt soll die Bedeutung der Fldchenintegrale (C.2) untersucht werden.
Zum leichteren Verstdndnis betrachten wir auch hier wieder ein Beispiel aus der

Physik.

In einem rdumlich ausgedehnten Bereich bewegt sich Wasserdampf mit einer konstan-
ten Geschwindigkeit v =e,v, in Richtung der willkiirlich gew&hlten Koordinate x. Zur
Vereinfachung nehmen wir an, dass die Wassermolekiile mit einer konstanten Dichte
im Volumen verteilt sind. Befinden sich M Molekiile in einem Volumen von 1 m?,
dann ist die Dichte durch das Verhiltnis 7 = M/m® gegeben. Wir wollen jetzt die Frage
beantworten, wie viele Molekiile pro Zeiteinheit eine vorgegebene Fldche A in einer
vorgegebenen Richtung durchstrémen. Die Fldche stellen wir uns durch einen diinnen
Rechteckrahmen der Seitenldngen a und h begrenzt vor, den wir unter einem Winkel
bezogen auf die Bewegungsrichtung der Molekiile in den strémenden Wasserdampf
halten.

—> —> —> —>
> —> —>
—> —> —> —> =
> —>  hl N\, —>
z=—] e
> e o >
., A .
bra\a
—> b —> —{>
—> —> Y » —>
— c=V Al —»
—> —> — —>

Abbildung C.4: Fluss durch eine ebene Flache

In einem Zeitintervall At legen die Molekiile eine Strecke ¢ = v,At zuriick. Die von
dem Rahmen begrenzte Fldche wird in dem Zeitintervall von allen Molekiilen durch-
strémt, die sich in dem dargestellten Prisma befinden. Die Anzahl m der in dem
Prisma enthaltenen Molekiile ist aus dem Produkt der Molekiildichte mit dem Volu-
men des Prismas (Produkt aus Grundfldache bc und Hohe h) gegeben

m=nV =nhbc=nh(acosa)(v, At)=nv, Acosa At . (C.9)

Die Anzahl m der die Fldache durchstromenden Molekiile ist erwartungsgeméal propor-
tional zu dem betrachteten Zeitintervall At. Das konstante Verhdltnis m/At, das die
Summe der Molekiile angibt, die pro Zeiteinheit die Flache A durchstrémen, bezeich-
nen wir als Fluss ¥

m
Y=—=pyv, Acosa. C.10
INEAG (C.10)
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Das in GIl. (C.10) enthaltene Produkt v,cos«a ist aber nach Gl. (A.5) darstellbar als
Skalarprodukt aus dem Geschwindigkeitsvektor v=e,v, mit einem Einheitsvektor,
wir wollen ihn mit n bezeichnen, der mit v den Winkel « einschlieBt. Dreht man die
beiden den Winkel « einschliefenden Strecken a und b in ihrer Ebene um 90°, dann
ist aus der »Abb. C.4 unmittelbar zu erkennen, dass die Strecke b parallel zu €, und
die Strecke a parallel zu n verlduft. Der Einheitsvektor n steht somit senkrecht auf der
Flache A und wird allgemein als Flachennormale bezeichnet. Er zeigt in die Richtung,
in die der Fluss die Fldache durchstromt. Die Gl. (C.10) kann mit dem Skalarprodukt in
der Form

Y=pv,Ae n=nv-nA (C.11)

dargestellt werden. Den Ausdruck nA fasst man zusammen zu einer vektoriellen
(gerichteten) Fliche A =1iA, deren Betrag dem Flidcheninhalt A entspricht und deren
Richtung n senkrecht auf der Flache steht. Zusammengefasst erhdlt man den Fluss aus
dem Skalarprodukt einer vektoriellen GréBe B =#xv mit einer vektoriellen Fliche A.
Den zur Abkiirzung eingefiihrten Vektor B=#&, 5v, bezeichnet man als Flussdichte
(Fluss pro Fldche).

In dem bisher betrachteten Fall sind wir von einer homogenen Flussdichte ausge-
gangen. Sowohl die Geschwindigkeit der Wassermolekiile als auch ihre Dichte waren
ortsunabhéngig. Als zusétzlicher Sonderfall war die Fldche eben, d.h. auch die Flachen-
normale n zeigte unabhédngig von der Position auf der Fliche immer in die gleiche
Richtung. Wir wollen die Aufgabenstellung jetzt dahingehend erweitern, dass wir den
Fluss durch eine gekriimmte Flache berechnen, wobei gleichzeitig die Flussdichte
ortsabhédngig sein soll (» Abb. C.5).

>

Abbildung C.5: Fluss durch eine gekriimmte Flache

In einem ersten Schritt wird die Fliche A in elementare Fldchenelemente AA; mit
i=1 ... n unterteilt, die so klein gewahlt werden, dass ihre Kriimmung zu vernachlés-
sigen ist. Damit kann jedem Fldchenelement eindeutig eine Fldchennormale n; zuge-
ordnet werden, die senkrecht auf AA; steht. Mit der Festlegung einer Richtung, in der
die Fliache von dem Fluss durchstrémt wird, d.h. der Fluss wird in dieser Richtung
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positiv gezihlt, ist auch die Richtung von n; eindeutig festgelegt!. Wihlt man auf
jedem Flichenelement einen Punkt P;, in dem die Flussdichte den Wert B; aufweist,
und nimmt man weiterhin an, dass die Flussdichte iiberall auf dem elementaren
Flichenelement AA; den gleichen konstanten Wert B; besitzt, dann kann der von dem
Fldchenelement AA; gelieferte elementare Beitrag zum Fluss analog zu der Situation
in Abb. C.4 aus dem Skalarprodukt AW, =B, +AA berechnet werden. Eine Niaherungs-
losung fiir den gesamten Fluss W durch die Fldiche A erhélt man durch Summation
dieser Beitrédge iiber alle Flichenelemente

n n
W= AW, =Y B;*AA, . (C.12)
i=1 i=1
Die Abweichung der endlichen Summe von dem gesuchten Wert wird umso geringer,
je feiner die Unterteilung der Fldche A gewéhlt wird. Lasst man die Anzahl der Teil-
flichen n nach Unendlich gehen, wobei gleichzeitig AA; — 0 fiir alle i gelten soll,
dann nédhert sich die Summe einem Grenzwert, den man als das tiber die Fliche A
gebildete Oberfldchenintegral bezeichnet und das dem Fluss durch diese Flache ent-
spricht

n

W= ([B-dA= lim Y B;-AA,. (C.13)
- g &

Wir betrachten noch zwei Sonderfille zu dieser Gleichung, bei denen der Rechenauf-
wand etwas geringer wird:

M Sind die beiden Vektoren B und dA iiberall gleich gerichtet (parallel), dann ist der
eingeschlossene Winkel a Null und es gilt die vereinfachte Beziehung:

W= ”BdA . (C.14)
A

B Ist zusétzlich B tiberall auf A konstant, dann gilt

lIJ:BHdA:BA. (C.15)
A

Die Integration geht dann in eine einfache Multiplikation der Flussdichte B mit dem
Flacheninhalt A iber.

1 In vielen Fillen wird der Fluss berechnet, der aus einem Volumen heraustritt, d.h. die Ober-
fliche des Volumens wird von dem Fluss nach auf$en durchsetzt. Die Flichennormale zeigt
dann ebenfalls nach auflen.
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D.1 Physikalische GroBen

Jede physikalische GrofBle ist gekennzeichnet durch eine Quantitit (Zahlenwert bzw.
Vielfaches einer Einheit) und eine Qualitit (Einheit bzw. Dimension).

Beispiel: /=18,3m  Zahlenwert=18,3 Einheit=m
Zur besonderen Kennzeichnung der Einheit wird die eckige Klammer verwendet.
Beispiel: [/l = m bedeutet: die Einheit der Lange / ist Meter.

Die zuldssigen Einheiten und ihre Definitionen sind gesetzlich geregelt. Seit 1960 wird
das international vereinbarte System der Sl-Basiseinheiten (SI = Systéme International
d’Unités) verwendet.

Tabelle D.1

SI-Einheiten
Basisgrole Basiseinheit

Name Zeichen
Lange Meter m
Masse Kilogramm kg
Zeit Sekunde s
el. Stromstarke Ampeére A
Temperatur Kelvin K
Stoffmenge Mol mol
Lichtstarke Candela cd

Die als MKSA-System (Meter-Kilogramm-Sekunde-Ampére) bezeichneten ersten vier
BasisgroBen reichen zur Beschreibung der mechanischen und elektromagnetischen
Vorgénge aus. Bei der Festlegung physikalischer GroBen als Basisgrofen muss darauf
geachtet werden, dass sie alle voneinander unabhéngig sind. Ist die eine aus den ande-
ren ableitbar, dann kann sie keine BasisgréBe sein. Zusétzlich muss das Basissystem
vollstdndig sein, d.h. alle weiteren physikalischen Gr68en miissen sich aus den Basis-
groBen zusammensetzen.

Aus den Basiseinheiten lassen sich durch Multiplikation, Division und Potenzierung
abgeleitete Einheiten bilden, die ihrerseits einen eigenen Namen bzw. ein eigenes Zei-
chen besitzen konnen.
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Beispiele

[Ladung] = Coulomb mit 1 C=1 As

[Kraft] = Newton mit 1 N = 1 kg-m/s?

Die Dimension einer Grofie gibt den Zusammenhang zwischen der betreffenden Grofie
und den BasisgroBen an. Fiir die Dimension der Geschwindigkeit (= Weg/Zeit) gilt
demnach dim v=dim (I-t') = m/s. Die Bezeichnungen [ und ¢ sind die vereinbarten

Symbole fiir Linge und Zeit.
Tabelle D.2

Beispiele fiir physikalische GroBen und ihre Einheiten

Physikalische GroBe Name der SI-Einheit und Definitionen und

mit Bezeichnung zugehdrige Abkirzung Umrechnungen

Kraft F Newton (N) 1 N =1kgm/s? =1 VAs/m
Energie w Joule §)) 1J=1Nm=1Ws=1VAs
Leistung P Watt (W) 1W=1Nm/s=1VA
Frequenz f Hertz (Hz) 1Hz=1/s

Spannung U Volt (V) 1V=1W/A

Widerstand R Ohm () 1Q=1V/A=1W/A?
Ladung Q Coulomb ©) 1C=1As

Elektrische Feldstarke E 1 V/m =1 W/(Am)
Elektrische Flussdichte D 1 C/m? = 1 As/m?

Kapazitat C Farad (F) 1F=1C/V=1As/V
Magnetischer Fluss () Weber (Wb) 1Wb=1Vs

Magnetische Flussdichte B Tesla (T) 1T =1 Wb/m? =1 Vs/m?
Magnetische Feldstarke H 1 A/m

Induktivitat IL Henry (H) 1H=1Wb/A=1Vs/A

Eine abgeleitete Einheit heifit kohdrent (zusammenhédngend), wenn sie mit dem Faktor 1
aus den Basiseinheiten gebildet wird. Die inkohédrenten Einheiten (z.B. 1PS =
75 kp m/s = 735,49875 W) sind nicht Bestandteil der SI-Einheiten, d.h. im SI-Einhei-
tensystem ergeben sich alle abgeleiteten Einheiten ausschlieBlich durch Multiplika-
tion und Division ohne zusétzliche Zahlenfaktoren aus den Basiseinheiten.
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Neben den SI-Einheiten existieren aber auch noch einige andere Einheiten, deren Ver-
wendung in speziellen Gebieten zweckméBig ist und deren Zusammenhang mit den
SI-Einheiten auf experimentellem Wege ermittelt und daher nicht durch einen einfa-
chen Zahlenwert angegeben werden kann. Als Beispiel seien das Elektronenvolt (eV)
und die atomare Masse-Einheit (u) genannt.

Ein Elektronenvolt eV entspricht der kinetischen Energie, die ein Elektron beim
Durchlaufen einer Potentialdifferenz von 1 V im Vakuum gewinnt

1eV =1,6021892-107°7 . (D.1)

Die atomare Masse-Einheit u wird angegeben in kg und entspricht 1/12 der Masse
eines Kohlenstoffisotops 12C

1u=1,66057-10"%"kg . (D.2)

Zur Kennzeichnung der Masse eines Atoms my, verwendet man die relative Atom-
masse A,, die z.B. fiir Kupfer A, = 63,54 betrdgt und die dem mittleren Massewert des
natiirlichen Isotopengemischs von Kupfer entspricht. Fiir die mittlere Masse eines
Kupferatoms erhélt man den Wert

my =A,-u=1055-10"*kg . (D.3)

Ist der Zahlenwert einer physikalischen GroBe unpraktisch grof oder klein, so kann
eine Zehnerpotenz der Einheit verwendet werden, so dass die Zahlenwerte zwischen
0,1 und 1000 liegen. Dies wird durch die folgenden Vorsitze gekennzeichnet:

Tabelle D.3

Umrechnungsfaktoren

Potenz Name Zeichen Potenz Name Zeichen
10%° Peta P 1073 Milli m
1012 Tera T 1078 Mikro W

10° Giga @ 107° Nano n

10° Mega M 10712 Piko p

103 Kilo k 1071° Femto f

Unter Berticksichtigung des in der Tabelle nicht enthaltenen Faktors 10° = 1 entspre-
chen die Abstufungen zwischen jeweils zwei benachbarten Vorsitzen dem Faktor 103.
Von den frither verwendeten zusitzlichen Vorfaktoren 102 (Hekto), 10! (Deka), 107!
(Dezi) und 1072 (Zenti) wird nur noch der Faktor 1072 bei der Léinge (Zentimeter)
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benutzt!. Eine Besonderheit bildet die SI-Basiseinheit Kilogramm (kg). Die Vorsitze
werden nicht auf kg, sondern auf die Einheit Gramm (g) angewendet. Beispielsweise
werden 1073 g als mg und nicht als pkg bezeichnet.

D.2 Physikalische Gleichungen

D.2.1 GroBengleichungen

Physikalische Gesetze und Definitionen werden durch GréBengleichungen ausgedriickt.

Beispiele

Grundgesetz der Mechanik:

Kraft = Masse - Beschleunigung << F=ma
Definition der Geschwindigkeit:

Geschwindigkeit = zeitliche Ableitung des Weges <« v=ds/dt
Definition der Beschleunigung:

Beschleunigung = zeitliche Ableitung der Geschwindigkeit <« a=dv/dt

- J

Die in den GroBengleichungen auftretenden Formelzeichen kénnen verschiedene Werte
(Zahlenwert - Einheit) annehmen. Die GroBengleichungen gelten daher unabhéngig
von der gewdhlten Einheit. In diesen Gleichungen werden die Einheiten genauso wie
algebraische Gréfen behandelt.

Beispiel

Bei einer konstanten Geschwindigkeit v=25 m/s kann der in =400 s zuriick-
gelegte Weg s berechnet werden: s=v-t=25m/s-400s=10000 m =10 km.

Genauso kann mit den Einheiten km und h und den entsprechenden Zahlenwer-
ten gerechnet werden, ohne dass die Gleichung s=v - t ihre Giiltigkeit verliert.

Die Einheit der berechneten GréBe (des Weges im vorstehenden Beispiel) ergibt sich
automatisch als Folge der eingesetzten Einheiten bei den gegebenen GroBen (Geschwin-
digkeit und Zeit).

1 Bei der kombinierten Schreibweise von Einheiten und Vorsétzen beziehen sich die Exponen-
ten immer auf den gesamten Ausdruck, z.B. bedeutet ps® = (us)? oder km? = (km)? und nicht
u(s)? bzw. k(m)>2.
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D.2.2 Zugeschnittene GroBengleichungen

Gelegentlich werden auch zugeschnittene GréBengleichungen verwendet, in denen
jede Grofe durch die ihr zugeordnete Einheit dividiert auftritt. Als Beispiel sei die in
Kap. 2.6 abgeleitete Beziehung fiir den Gleichstromwiderstand R eines Kupferrund-
drahtes

R = Pr! (D.4)

der Lange / und des Radius a betrachtet. Mit dem spezifischen Widerstand von Kupfer

Qmm?

pr=0,0178 (D.5)

nach Tabelle 2.1 und mit dem Drahtdurchmesser d = 2a lédsst sich die Gleichung zur
Berechnung des Widerstandes unmittelbar auf den in der Praxis iiblichen Fall zu-
schneiden, bei dem der Durchmesser des Kupferdrahtes in mm angegeben wird

2
R:szl:0,0178 l 2Qmm —22.66-10°Q I/m '
ma T (d/2) m (d/mm)
o B e UM - (D.6)
mQ (d/mm)

Als Ergebnis liefert diese Gleichung den Widerstand direkt in Milliohm, wenn die
Linge ! in Meter und der Drahtdurchmesser d in Millimeter eingesetzt werden.
Betrachten wir ein einfaches Beispiel. Fiir einen 5 m langen Kupferdraht mit einem
Durchmesser von 1 mm ldsst sich der ohmsche Widerstand auf etwa 113 m® abschiit-
zen. Die Gleichung behilt ihre Giiltigkeit aber auch fiir den Fall, dass andere Einhei-
ten verwendet werden, sofern die entsprechenden Umrechnungen zwischen den Ein-
heiten berticksichtigt werden.
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Komplexe Zahlen

Die Berechnung der Wechselstromschaltungen kann zwar mit den zeitabhdngigen
Strom- und Spannungsverldufen durchgefiihrt werden, die wiederholte Anwendung
der Additionstheoreme ist jedoch sehr mithsam. Demgegentiber stellt die symbolische
Rechnung eine wesentlich elegantere Vorgehensweise mit deutlich reduziertem Auf-
wand dar (vgl. Beispiel 8.2). Bei dieser Methode wird jede zeitabhédngige GroBe durch
einen so genannten komplexen Zeiger symbolisiert. Darunter versteht man eine
gerichtete, mit einer Pfeilspitze versehene Strecke von dem Koordinatenursprung zu
einem durch eine komplexe Zahl festgelegten Punkt in der komplexen Ebene. Die
symbolische Methode basiert also auf der Anwendung der komplexen Rechnung. In
diesem Kapitel werden daher die Bezeichnungen und die Rechenregeln fiir die kom-
plexen Zahlen den Erfordernissen des Kapitels 8 entsprechend in komprimierter
Form zusammengestellt.

E.1 Bezeichnungen

Eine komplexe Zahl' z = x+jy besteht aus einem Realteil x und einem Imaginérteil y.
Die reellen Zahlen x und y heiflen kartesische Koordinaten von z. Um Verwechslun-
gen mit dem Momentanwert des Stromes i zu vermeiden, wird in der Elektrotechnik
der Buchstabe j als imaginére Einheit verwendet

j=+J/-1  bzw. {=-1. (E.1)

Die komplexen Zahlen werden in einem rechtwinkligen Koordinatensystem, der so
genannten komplexen Ebene — auch als Gauss'sche Zahlenebene bezeichnet — darge-
stellt. Der Realteil wird entlang der reellen Achse von links nach rechts und der Imagi-
nérteil mit j als Einheit entlang der imagindren Achse von unten nach oben aufgetragen.
Der komplexen Zahl wird der Punkt mit den Koordinaten (x, y) oder der in »Abb. E.1
eingezeichnete Zeiger vom Ursprung zum Punkt z zugeordnet.

Zwei komplexe Zahlen z, = x, +jy, und z, = x, +jy, sind dann und nur dann gleich,
wenn sowohl die Realteile als auch die Imaginirteile gleich sind. Aus z, =z, folgt
x1=x;und y; = y,.

ivA
z=x+]jy
y= Im{z}
=1
®
0 x =Rez} x

Abbildung E.1: Komplexe Zahlenebene

1 Die komplexen Zahlen werden durch einen untergesetzten Strich gekennzeichnet.
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E.1 Bezeichnungen

Die Zerlegung von z in einen Real- und einen Imaginarteil ist v6llig analog zur Zer-
legung eines Vektors a = €,a, +€,a, in seine beiden kartesischen Komponenten a, und
a,. So wie der Vektor auch in den Koordinaten des Kreiszylinders dargestellt werden
kann, so kann auch der Punkt z in der komplexen Ebene durch seine Polarkoordina-
ten r (Ldnge des Zeigers) und ¢ (Winkel zwischen dem Zeiger und der reellen Achse)
beschrieben werden. Aus der Abb. E.1 konnen folgende Zusammenhénge fiir die
Umrechnungen zwischen den beiden Darstellungen abgelesen werden

X=rcos¢p, y=rsing (E.2)

beziehungsweise

r=4x*+y*, tan<p=l mit r>0 und 0<¢g<27. (E.3)
X

Bei der Berechnung des Argumentes ¢ ist die Periodizitdt der tan-Funktion mit = zu
beachten. Fiir den zwischen 0 und 27 gelegenen Winkel treten die folgenden Fallunter-
scheidungen auf:

x<0, ¢=m+arctany/x

/2 >0
x=0, ¢= / fir Y
37/2 y <0 (E.4)
t. 0
x>0, _ | arc any/x i y >
27 +arctan y/x y<0.

Die aus dieser Umrechnung resultierende trigonometrische Darstellung einer komple-
xen Zahl

z=rcosg+jrsing (E.5)
kann mit Hilfe der Euler'schen Formel

e =cosp+jsing (E.6)
auch in der Exponentialform geschrieben werden

z=re". (E.7)

Aus den Beziehungen (E.5) und (E.7) folgen mit r = 1 unmittelbar die Sonderfélle

el=e* =1, &"?=j, e"=-1, "= (E.8)
In der Gl. (E.5) ist der Winkel ¢ nur bis auf Vielfache von 27 bestimmt. Wegen e =1
kann jede komplexe Zahl z =re” auch in der Form

i(p+k2m)

z=re’ =re =r[cos(<p+an)+jsin(<p+k2n)] mit k=0,+1,+2,... (E.9)

geschrieben werden.

Zwei komplexe Zahlen heiflen zueinander konjugiert komplex, wenn sie sich nur durch
das Vorzeichen ihres Imaginérteils unterscheiden. In der Gauss'schen Zahlenebene
findet man die konjugiert komplexe Zahl durch Spiegelung der komplexen Zahl an der
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reellen Achse. Zur Kennzeichnung einer konjugiert komplexen Zahl wird ein hochge-

stellter Stern verwendet

z =x+jy=r(cosp+ijsinp)=re?
( ) (E.10)

*

z =X—jy=r(cosgo—jsintp):re_j*".

jyA
Z=x+]y
o)
e =r
®»
0 X
-
p
o]
z =x-jy
Abbildung E.2: Konjugiert komplexe Zahlen
Fassen wir die Bezeichnungen noch einmal zusammen:
X = Re{g} Realteil von z
V= Im{g} Imaginarteil von z
r= |g| Betrag von z (Ldnge des Zeigers)
0= arg{g} Argument von z
z=x+jy algebraische Darstellung (Normalform)

z= r(cos ¢+jsin <p) trigonometrische Darstellung

z=re" Exponentialdarstellung
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E.2 Rechenoperationen

Bei der Addition bzw. Subtraktion von komplexen Zahlen werden die Real- und Imagi-

nérteile addiert bzw. subtrahiert. Mit z, = x, +jy, und z, = x, +jy, gilt
Z,+z,=X,tX, +j(Y1 +.VZ)
. (E.11)
z,-2,=%-%+j(y,-7.).

Die Zeiger werden geometrisch addiert bzw. subtrahiert, analog zur Vorgehensweise bei
den Vektoren.

ivA

0 X
Abbildung E.3: Addition und Subtraktion komplexer Zahlen

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen z, = x; + jy; = 6" und z,= x, + jy, = r,e/:
liefert mit der algebraischen Darstellung das Ergebnis

2,2, = (%, +jy,) (%, +7,) = X%, = 1y, +j (307, + %,7,). (E.12)
Die Multiplikation der komplexen Zahlen in der Exponentialdarstellung
z,z,=r,e" r,e" =rr, ) = I, [cos(<p1 + <p2)+ jsin(<p1 + (pz)] (E.13)

lasst erkennen, dass die Betrdge multipliziert und die Winkel addiert werden.

X
Abbildung E.4: Multiplikation komplexer Zahlen
Fiir das Produkt zweier konjugiert komplexer Zahlen gilt
gg*=(x+]’y)(x—jy)=x2+y2 =|g|2 =r% (E.14)
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Bei der Division zweier in algebraischer Darstellung vorliegender komplexer Zahlen
z,=x,+jy,und z, = x, +jy, wird der Bruch mit dem konjugiert komplexen Wert des
Nenners erweitert, so dass fiir Real- und Imaginérteil des Quotienten das Ergebnis

z, _x+iy, _ (x4iy) (x,-jy,) 1 :
2= 21 = - — =L = x,x,+y,y,+jlx,y,—xy,)| (E.15)
z, X1y, (X2+JYZ)(X2_]YZ) X22+YZZ|: e ( s Z)]
folgt. Als Sonderfall dieser Gleichung ergibt sich der Kehrwert einer komplexen Zahl
zu

1 1 x—jy b'¢ .y
—= = = 7 . E.16
z x+jy  (x+ijy)(x—jy) x+y° X+ (E.16)
Mit x = 0 und y = 1 folgt aus dieser Gleichung unmittelbar
1
—=-j. (E.17)

j
Ausgehend von der Exponentialdarstellung stellt man fest, dass die Betrédge dividiert
und die Winkel subtrahiert werden
z _ne” _n

= = 17P2) — I P
Z_:_ e —Tze #1702 __1[(;05((,01—‘Pz)+]sm(<p1—<p2)]. (E.18)

Ryl

.Y

Abbildung E.5: Division komplexer Zahlen

Bei der symbolischen Rechnung hat die Multiplikation mit j bzw. die Division durch j
eine besondere Bedeutung. Fiir die Multiplikation folgt aus der Gl. (E.13) unmittelbar

= e/ e =pelPtT/?), (E.19)

d.h. der Zeiger z wird um den Winkel /2 in mathematisch positiver Richtung (Gegen-
uhrzeigersinn) gedreht. Die Division durch j (= Multiplikation mit —j) bedeutet eine
Drehung des Zeiger z um den Winkel —7/2, d.h. in mathematisch negativer Richtung
(Uhrzeigersinn).

jz

Multiplikation mit j bedeutet Drehung um /2.

Division durch j bzw. Multiplikation mit —j bedeutet Drehung um —z/2.



E.2 Rechenoperationen

iy jyvA

Multiplikation mit j Division durch j

/2

129
I

><v
><v

Abbildung E.6: Multiplikation mit j und Division durch j

Beim Potenzieren komplexer Zahlen geht man ebenfalls von der Exponentialdarstel-
lung aus

z" = (rej“’)n =r" (ej“’)n =r"e™, (E.20)
Der Betrag der komplexen Zahl wird mit dem Exponenten potenziert, wahrend der

Winkel mit dem Exponenten multipliziert wird. Die Darstellung der Beziehung (E.20)
in der trigonometrischen Form ist als Moivre'sche Formel bekannt

z" =1"e" =r"(cosng+jsin np). (E.21)
Unter der n-ten Wurzel aus einer komplexen Zahl 1\1/2 versteht man eine komplexe
Zahl z,, die der Gleichung z," = z geniigt. Wahrend im Reellen die n-te Wurzel einer
positiven reellen Zahl x eindeutig als die positive Zahl definiert ist, deren n-te Potenz

die Zahl x ergibt (beispielsweise gilt 416 = +2 und nicht 416 = —2), wird im Bereich
der komplexen Zahlen auf diese Eindeutigkeit verzichtet.

Durch Anwendung der Gl. (E.20) lasst sich leicht bestdtigen, dass die n-te Potenz aller
Zahlen r'/" 720/ 1 mit k= 0, 1, £2,... wieder dem Wert z = re” entspricht. Anschei-
nend gibt es unendlich viele Wurzeln. Man stellt aber fest, dass die Wurzeln fiir
k=0, +n, £2n,.. identisch sind. Ebenso sind die Wurzeln fiir k=1, +n+1, £2n+1,..
identisch, usw. In der Praxis beschrdnkt man sich daher auf die n Hauptwerte. Die n
Lésungen der Gleichung z, = {’/2 sind also durch den Ausdruck

Jz =z, =Yre™ " mit  k=0,.n-1 (E.22)

gegeben, der in der trigonometrischen Darstellung die Form
+ k2 + k2
1\1/2 =1r cosu+jsinu (E.23)
n n

annimmt.
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Beispiel E.1: Wurzeln einer komplexen Zahl

Zu berechnen sind alle Werte z, = {*ﬁ .

Ausgangspunkt ist die Gl. (E.22). Mit j= e™'? nach Gl. (E.8) erhilt man nachein-
ander die Ergebnisse

z, = ™D/t = ginfs

z, = e](rz/2+2n)/4 — e]5n/8
z,= e](rr/2+4n)/4 = gl97/8

z,= e](n/2+6n)/4 — e]lSﬂ/S.

Der Wert z, = /™/##7/% = oil7/#+27) = oi7lé gntspricht wieder dem Wert z,. Die vier
Waurzeln liegen auf dem Einheitskreis und teilen ihn in vier gleiche Teile.

IV
2y
J
; % 2o
/ /8 _
B
2,°
~~~~~~~
Abbildung E.7: Darstellung der Werte {lﬁ in der komplexen Ebene
- J
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F.1  Beweis fiir die Giiltigkeit des ersten Verfahrens

Es soll gezeigt werden, dass der in Abb. 8.49 eingetragene Zeiger Y dem Kehrwert von
Z entspricht.

jIm A Z=R+iX

Re

I~

Abbildung F.1: Erstes Verfahren, Schritt 1

Im ersten Schritt werden die beiden Kehrwerte

Log wnd L=t (F1)
R ix X
entlang der beiden Achsen aufgetragen. Die Verbindungslinie ¢ zwischen den beiden
Endpunkten bildet die Hypotenuse des mit den beiden Seiten a und b gebildeten
rechtwinkligen Dreiecks. Aus dem Satz von Pythagoras und der Berechnung der dop-
pelten Flache des Dreiecks folgen die beiden Zusammenhénge

?=d®*+b* und ab=hc. (F.2)

Im zweiten Schritt betrachten wir nur noch das Dreieck in einem etwas vergréBerten
MabBstab.

jIm A
8 a
¢ Re
B\ |d
b [
[ ]
a

Abbildung F.2: Erstes Verfahren, Schritt 2

Wegen f =n/2 —a ldsst sich aus den Winkelsummen in den einzelnen Dreiecken
leicht iiberpriifen, dass die beiden eingetragenen Winkel a gleich grof} sind. Mit der in
»Abb. F.1 eingetragenen Hohe h gelten die beiden Beziehungen

d K

sina=z=— — d=— und cosa=

h b

h
= =—, F.3
. - g (F.3)

= |0



F.2 Beweis fiir die Giiltigkeit des 2. Verfahrens

die mit Hilfe der beiden Gln. (F.1) und (F.2) auf die Form

R ®2 o*h F2 o?p 1/b  ®n X
d=— = 2 = 2 2 = 2 2 = 2 2 (F.4)
b c a‘+b® 1/b*+1/a R+X
bzw.
B ®2 gb* 2 gb® 1/a k0 R (F5)
850 T T @+ 1B+l R+X '

gebracht werden konnen. Der gesuchte Kehrwert der komplexen Zahl Z ist nach Gl.
(8.26) durch den Ausdruck
1 1 R X (F4Fs)
Y=— = 2 =
R+X

= = + —id F.6
Z R+jX R+X° §7) (£6)

gegeben und entspricht in der in Gl. (F.6) bereits angegebenen Form dem in »Abb. F.2
dargestellten Zeiger der Lange h.

F.2 Beweis fiir die Giltigkeit des 2. Verfahrens

P =

Abbildung F.3: Zweites Verfahren, Schritte 1 und 2

Die Tangente von dem Punkt Z an den Einheitskreis besitze die Ldnge a. Diese bildet
mit dem eingezeichneten Radius r einen rechten Winkel. Ahnlich wie beim ersten
Verfahren ldsst sich aus den Winkelsummen in den einzelnen Dreiecken auf der rech-
ten Seite der »Abb. F.3 leicht iiberpriifen, dass die beiden eingetragenen Winkel «
gleich groB sind. Mit der Héhe h des Dreiecks kann die folgende Beziehung aufgestellt
werden

cosa=M=£ - |)_’|=£, (F.7)
r a a

die mit dem doppelten Fldcheninhalt des Dreiecks

h r

h|§|=ar - —=—
a |2
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den Zusammenhang

|Y| = = ﬂ (FQ)

liefert. Mit dem Radius r =1 des Einheitskreises haben wir bereits die Linge fiir den
Kehrwert von Z gefunden. Nach Gl. (8.27) unterscheiden sich die Winkel ¢ und ¢ der
komplexen GréBen Z und Y nur durch das Vorzeichen, so dass der gefundene Punkt

re¥ =[Y]e¥ =Y~ (F.10)

1
\Z|

dem konjugiert komplexen Wert von Y entspricht und daher noch an der reellen Achse
gespiegelt werden muss.

I~

o P

\

[~
1]
N —

Abbildung F.4: Zweites Verfahren, Schritt 3

F.3 Die Inversion einer Geraden durch den Nullpunkt

In diesem und in den folgenden Abschnitten bezeichnen wir mit a=a, +ja; = |g|ej‘""
und b=b,+jb, = |Q|ej"’b zwei komplexe Zahlen, die in der angegebenen Weise durch
Real- und Imaginérteil oder durch Betrag und Phase dargestellt werden kénnen. Sei p
ein reeller Parameter, der den Wertebereich —w < p <o durchlduft, dann beschreibt
das Produkt

z(p) = pa = p|ale’”" (F.11)

eine Gerade in der komplexen Ebene z = x +jy, die durch den Punkt a (fiir p = 1) und
den Ursprung (fiir p = 0) verlduft und mit der reellen Achse den Winkel ¢, einschlieBt
(»Abb. F.5). Beim Kehrwert

1 1 1

Z[_p] EZMG_W” (F.12)

beeinflusst der Parameter p ebenfalls nur den Betrag und nicht das Argument, so dass
die invertierte Ortskurve wieder eine Gerade ist, die mit der reellen Achse den Winkel
—p, einschlieBit. Zur Vermeidung von Verwechslungen wird die invertierte Ortskurve in
einer zweiten komplexen Ebene dargestellt, fiir die die Bezeichnung w = u+ jv gewahlt
wird. Alle Punkte, die vorher im 1. Quadranten lagen, liegen jetzt im 4. Quadranten und
alle Punkte aus dem 3. Quadranten liegen jetzt im 2. Quadranten. Die Punkte auf der
Ortskurve z(p) fiir p — +eo liegen bei der invertierten Ortskurve im Ursprung.



F.4 Die Inversion einer Geraden, die nicht durch den Nullpunkt verlauft

jy A 3@
zZ=x+jy w=u+jv
2a P
la
\ (pll —
x Ao, u
z(p) w(p) = TP) p

Abbildung F.5: Inversion einer Geraden durch den Nullpunkt
F4 Die Inversion einer Geraden, die nicht durch den
Nullpunkt verlauft

Die allgemeine Darstellung fiir eine Gerade, die nicht durch den Ursprung verlduft,
erhdlt man auf einfache Weise dadurch, dass die bisherige durch Gl. (F.11) beschrie-
bene Gerade insgesamt um einen konstanten Wert b verschoben wird, wobei ¢, = ¢,
gelten soll. Die Gleichung fiir diese Gerade lautet jetzt

z(p)=b+ pa=b+ plae". (F.13)
Der Punkt z(0) liegt jetzt nicht mehr im Ursprung, sondern an der Spitze des Zeigers b.
Allgemein beschreibt z(p) einen Zeiger vom Ursprung zu dem Punkt auf der Orts-

kurve mit dem Wert p (vgl. » Abb. F.6 mit dem Beispiel p = -2).

In der Gl. (F.13) sind natiirlich auch die folgenden Sonderfille enthalten:

Gerade durch den Nullpunkt,
der Wert fiir p = 0 liegt im Ursprung.

Gerade durch den Nullpunkt,
der Wert fiir p = 0 liegt an der Stelle b.

™ b=0-z(p)=plde™

® ¢, =¢, - z(p)=(|b|+ pla])e”
B g, =0-z(p)=b+pa, Gerade parallel zur reellen Achse,
B g =0-z(p)=b+jpg Gerade parallel zur imagindren Achse.

Wir wollen jetzt zeigen, dass die Inversion der Ortskurve (F.13) einen Kreis ergibt. Unter
der stillschweigenden Annahme, dass diese Aussage zutrifft, werden wir zunéchst die
Position des Kreismittelpunktes in der w-Ebene w,, =u,, +jv,, sowie dessen Radius r
bestimmen und anschlieffend nachweisen, dass die Funktion

1 1 1 .
w(p)= Zp) b+pa b, +pa,+j(b+pa;) u(p)+iv(p) (1)
mit
u(p)= b, + pa, und V(p)= _(bi+pai) (F.15)

(br+par)2+(bi+pai)2 (br+par)z+(bi+pai)2

tatsdchlich die Kreisgleichung erfiillt.
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Zundchst stellen wir fest, dass die im Unendlichen liegenden Punkte z(p — +) bei
der Inversion in den Ursprung der w-Ebene fallen. Auflerdem muss derjenige Punkt in
der z-Ebene, der den kiirzesten Abstand vom Ursprung hat, in der w-Ebene den gro8-
ten Abstand zum Ursprung aufweisen. Wir wollen zunéchst die Positionen dieser bei-
den mit z, und w, bezeichneten Punkte bestimmen (vgl. Abb. F.6 und F.7).

jy* jvA
z=x+]jy b+3a /
b+2a| /7 o
b+la qja v
b+0a
bl 4a a
b-la
,/’/ T x T x
b-2a j&"7(-2)
p p

Abbildung F.6: Zur Inversion einer Geraden

Der gesuchte Punkt z  liegt einerseits auf der Ortskurve (F.13), andererseits muss er auf
einer Geraden liegen, die die Ortskurve senkrecht schneidet und durch den Ursprung
geht. Da diese Gerade auch senkrecht auf dem Zeiger a steht, kann sie mit einem reellen
Parameter q in der Form gja geschrieben werden (vgl. rechtes Teilbild in Abb. F.6). Aus
der Forderung

! br+p0ar z_qﬂa’

z. =b+pa=qyja — ! F.16
Lo =27 P2 = D)2 b; + p,a; =+q, a, ( )
konnen die beiden Zahlen
b,a, + b,a; —b.a, +ba,
h = —W und q[] = —arz n aiz (F17)
bestimmt werden, so dass der Punkt
(F:17) brai _biar .
Zy=btpa =~ (a,~ja,) (F.18)
und auch sein Kehrwert
1 a; +ja
wo=— =T F.19
- Z brai - biar ( )
bekannt sind. Der Mittelpunkt des Kreises liegt bei
1 a; 1 a
w, =w,/2=u, +jv,, mit uy,=——"—, v,, =—-F— F.20
-M =0 M IV M 2 ba,—ba, M 2ba,—ba, (F:20)



F.4 Die Inversion einer Geraden, die nicht durch den Nullpunkt verlauft

und fiir den Radius muss gelten

2 2
1 Ja, +a;
= IUMZ'I'VMZ == . (F.21]

2 b.a; —b,a,

iva jvA

w=u+jv

><v

Abbildung F.7: Inversion einer Geraden

Die Gleichung fiir einen Kreis um den Ursprung mit Radius r lautet
u? +vi=rt (F.22)
Liegt der Kreismittelpunkt an der Stelle uy,, vj;, dann liegen alle diejenigen Punkte u,
v auf einem Kreis mit Radius r, die die Gleichung
(u- uM)Z + (v- VM)2 =r? (F.23)

erfiillen. Der Nachweis, dass die Inversion der Ortskurve (F.13) einen Kreis ergibt, lasst
sich nun auf einfache Weise erbringen, wenn gezeigt werden kann, dass die Gl. (F.23)
mit den bereits berechneten Mittelpunktskoordinaten nach Gl. (F.20), dem Radius nach
Gl. (F.21) sowie den von dem Parameter p abhéngigen Koordinaten u(p) und v(p) nach
Gl. (F.15) erfiillt ist. Es muss also gelten

2 2
1 q 1 a 1 a’+a’
- + - r = - —. F.24

U(p) 2 brai - biar i| |:V (p) 2 brai - biar 4 (b,ai - bia,)z ( ]
Durch Einsetzen der Beziehungen fiir u(p) und v(p) und Ausmultiplizieren ldsst sich
die Richtigkeit dieser Gleichung leicht bestétigen.

Damit ist der Nachweis erbracht, dass die Inversion einer nicht durch den Ursprung
verlaufenden Geraden einen Kreis ergibt, der aber seinerseits durch den Ursprung ver-
lduft (und umgekehrt). Es ist leicht einzusehen, dass der Radius des Kreises (F.21)
umso grofler wird, je kleiner der minimale Abstand |go| zwischen der Geraden und
dem Ursprung wird. Im Grenziibergang |g0| —0 bzw. b—0 gilt fiir den Kreisradius
r— o, d.h. die in Kap. F.3 beschriebene Inversion einer Geraden durch den Nullpunkt
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liefert einen Kreis mit unendlich groBem Radius und damit eine Gerade. Die in Kap.
F.3 betrachtete Inversion ist lediglich ein Sonderfall der Inversion in Kap. F.4.

Beispiel F.1: Admittanz der RL-Reihenschaltung

Ausgehend von der Ortskurve fiir die Impedanz Z(w) der RL-Reihenschaltung in
Abb. 8.48b soll die Ortskurve fiir die Admittanz Y(w) abgeleitet werden.

Die der Gl. (F.13) entsprechende Beziehung lautet jetzt
Z(w)=R+joL. (F.25)

Damit gilt b, = R, b; = 0 sowie a, =0, a;= L und p = w. Die Inversion nach (F.14)
liefert einen Kreis durch den Nullpunkt mit den Mittelpunktskoordinaten

1

= = = L 0 F.26
i 2ba;,—ba, 2R Y (F-26)

brai - biar

(F.20) 1 a. 1 (F.20) 1 a
2

und dem Radius

(F.21) 1
r = Jut+v,’ =2R" (F.27)

Da sich die Ausgangsgerade nicht beidseitig ins Unendliche erstreckt, sondern
lediglich alle Punkte im ersten Quadranten enthélt, wird die Admittanz auch nur
durch denjenigen Teil des Kreises beschrieben, der sich im vierten Quadranten
befindet. Als Ergebnis erhalten wir die in Abb. 8.52 dargestellte Ortskurve.

- J

F.5 Die Inversion eines Kreises

In diesem Kapitel wollen wir die bisherigen Betrachtungen nochmals verallgemei-
nern. Die Gerade in Abb. F.6 kann ja ebenfalls als der Sonderfall eines Kreises mit
unendlich groBem Radius aufgefasst werden. Diese Gerade ergibt sich als Inversion
von einem Kreis durch den Ursprung. Wie sieht aber die Inversion von einem Kreis
aus, der nicht durch den Ursprung verlduft?

Ein beliebiger Kreis kann ausgehend von der Gl. (F.14) in der folgenden Form dar-
gestellt werden

q _c(b+pa)+q

Z(p)=g+l_7+pg= b+ pa

x(p)+iy(p)- (F.28)

Die Multiplikation des bisherigen Ausdrucks (F.14) mit einem reellen Wert q > 0 ent-
spricht einer Skalierung des bisherigen Kreises. Sowohl die Mittelpunktskoordinaten
als auch der Kreisradius werden mit g multipliziert. Der Kreis verlduft aber noch
immer durch den Nullpunkt. Die Addition einer komplexen Zahl ¢=c, +jc, ver-
schiebt den gesamten Kreis um c. Der in Gl. (F.28) beschriebene Kreis besitzt damit
ausgehend von (F.20) die Mittelpunktskoordinaten
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1 qa;
b
" 2ba,—ba,

und nach GI. (F.21) den Radius

und y, =g +1 9% (F.29)

Xy=¢C
2 b,a; —b,a,

2 2
_q ya, +a;

r=41
2 |b,a; — b,a,

. (F.30)

Zu bestimmen ist jetzt die Inversion des durch Gl. (F.28) beschriebenen Kreises. Der
Kehrwert liefert zunédchst einen Ausdruck, der nach Ausfithrung der Division und
anschlieBender Einfiithrung neuer Abkiirzungen fiir die auftretenden komplexen Zah-
len eine Form annimmt

—-q
g+ph’

1 a+b 1 —
(p) =y = -2t ‘

= =—+ =d+
z(p) pcat+q+chb ¢ qc+c’b+pcia

(F.31)
die als Funktion des Parameters p den gleichen Aufbau wie die Beziehung (F.28) hat
und damit auch wieder einen Kreis beschreibt. Das Minuszeichen im Zihler hat kei-
nen Einfluss auf die geometrische Form der Ortskurve, es bedeutet lediglich, dass der
durch den Bruch beschriebene Kreis zunéchst nach Gl. (E.8) um den Winkel & gedreht
wird, bevor er um den Wert d verschoben wird.

Die Ergebnisse aus den Kap. F.3 bis F.5 konnen folgendermalBen zusammengefasst
werden:

EM Allgemeiner Fall: Die Inversion eines Kreises liefert wieder einen Kreis.

A Sonderfall von 1: Die Inversion eines Kreises, der durch den Nullpunkt geht,
liefert einen Kreis mit unendlich grofem Radius und damit eine Gerade, die
aber nicht durch den Nullpunkt geht.

EN Umkehrung von 2: Eine Gerade, die nicht durch den Nullpunkt geht, liefert
einen Kreis durch den Nullpunkt.

I Sonderfall von 2: Die Inversion eines Kreises, der durch den Nullpunkt geht
und einen unendlich groBen Radius besitzt, also eine Gerade durch den
Nullpunkt darstellt, liefert wieder einen Kreis mit unendlich grofem Radius
und damit eine Gerade, die ebenfalls durch den Nullpunkt verlauft.
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G.1 Die Konvergenz der Fourier-Reihen

Bei der Schaltungsanalyse mit Hilfe von Fourier-Reihen entsteht von wenigen Ausnah-
men abgesehen immer das Problem, dass die praktische Auswertung nur endlich viele
Glieder der unendlichen Summe beriicksichtigen kann. Die Ausnahmen beziehen sich
auf die Sonderfille, in denen die unendliche Summe durch einen geschlossenen Aus-
druck ersetzt werden kann (vgl. z.B. die Effektivwertberechnung in Gl. (9.59)). Um die
dadurch entstehenden Abweichungen zwischen der Ausgangsfunktion u(f) und ihrer
Reihenentwicklung besser abschdtzen und damit auch minimieren zu kénnen, wollen
wir in diesem Kapitel die folgenden Fragen etwas naher untersuchen:

B Wie miissen die Koeffizienten bei einer Reihe mit nur endlich vielen Gliedern
gewdhlt werden, damit der Fehler minimal wird?

B Wie schnell konvergiert die Reihendarstellung und von welchen Eigenschaften der
Ausgangsfunktion héngt das ab?

B Wie lasst sich der verbleibende Fehler abschitzen?

Ausgangspunkt fiir die Betrachtungen ist die unendliche Reihe (9.7). Nehmen wir den
Gleichanteil als das Glied n = 0 mit in die Summe und fithren wir fiir die trigonometri-
schen Funktionen eine abgekiirzte Schreibweise ein, dann erhalten wir fiir die Spektral-
form der Fourier-Reihe die Darstellung

u(t) = &y cos (nwt—p,) = 3 6 1 (1), G1)
n=0

n=0
Ein Abbruch der Summation bei der maximalen Ordnungszahl n,,,, = N fiihrt dazu,
dass die Funktion u(t) nur noch ndherungsweise durch die in Gl. (G.2) definierte Par-
tialsumme gy(t) approximiert werden kann

alt) = g (0) = 260 £, 1) ©2)

Wir wollen zuerst die Frage untersuchen, ob die Abweichung der N-ten Partialsumme
gn(f) von der Ausgangsfunktion u(t) durch eine andere Wahl der Koeffizienten weiter
reduziert werden kann. Die folgende Betrachtung wird also zundchst mit der neuen
Partialsumme

N
gn(t)= Z_: dy fn () (G.3)

mit den noch frei wihlbaren Werten c}n durchgefiihrt. Bevor wir aber die Giite der
Approximation beurteilen kénnen, miissen wir den Begriff Abweichung naher definie-
ren. An jeder Stelle t kann zwar der Unterschied zwischen der Originalfunktion und
der Partialsumme durch einfache Differenzbildung u(t)— g, (f) berechnet werden, in
der Praxis besteht aber oft das Problem darin, dass die Funktion u(t) nicht in diskreten
Punkten, sondern vielmehr im gesamten betrachteten Gebiet moglichst genau dar-
gestellt werden soll. Diese Zielsetzung ldsst sich z.B. durch die mathematische Forde-
rung ndher prézisieren, dass der mittlere Fehler, also das auf die Periodendauer T
bezogene Integral der Differenz, minimal sein soll. Da sich stiickweise positive und
negative Abweichungen bei der Integration aber gegenseitig kompensieren, muss der
Betrag der Differenz integriert werden
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!

1 :
?.ﬂu(t)—gl\,(t”dt:min. (G.4)
0

Wegen der oft umstdndlichen Rechnung mit Betrdgen verwendet man jedoch das mitt-
lere Fehlerquadrat

My :%:j[u(t)—gj\,(t)]zdt (G.5)

und macht dieses durch geeignete Wahl der Koeffizienten (;n zu einem Minimum. Die
notwendige Bedingung dafiir ist das Verschwinden der ersten Ableitung. Aufgrund
der Forderungen

T jod |
aAfIN :;I[u(t)_gN(t)]%wdtgo mit m=0,1,...N (G.6)

T
erhalten wir genau N + 1 lineare Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten. Mit
den Ableitungen

NGRS OB G.7)
ad, ad,
erhalten wir aus Gl. (G.6) fiir jeden Wert m eine Gleichung der Form
T . G3) T N
JTut)-2x O] fn()dt = Ju(t)= 2 du falt) £ (1) d =0 (G8)
0 0 n=0
bzw. durch Umstellung
T N T T
Ju(®) 1 (0) At = Dy [12 (0 (1) At = i [£,2(6) . ©9)
0 n=0 0 0
0 fiir n#m

Das Integral verschwindet wegen der Orthogonalitédtsrelation (9.13) bzw. (H.25) fiir
alle Werte n # m, so dass von der Summe auf der rechten Seite der Gleichung nur das
quadratische Glied mit n = m den folgenden Beitrag liefert

T
T m=0
2(t)dt = fii G.10
Ojfm() T/2 " m>o. (G20
Die Bestimmungsgleichungen fiir die gesuchten Koeffizienten cAIH sind damit vollig
identisch zu den bisherigen Gleichungen (9.21). Zusammenfassend gelangen wir zu
der Aussage:

Wird eine Funktion u(f) ndherungsweise durch die Partialsumme

N N
gy (t) =D ¢ cos (not-y,) =a,+ Z[&n cos (nwt)+l;H sin(nwt)] (G.11)
n=0 n=1
mit trigonometrischen Funktionen beschrieben, dann ist der mittlere quadrati-
sche Fehler minimal, wenn fiir die zunédchst frei wéhlbaren Koeffizienten die
Fourier-Koeffizienten eingesetzt werden.
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Wir haben zwar jetzt gezeigt, dass das mittlere Fehlerquadrat fiir g, () = gy (¢) relativ
gesehen am kleinsten wird, iiber seine absolute GroBe und iiber die Konvergenz der
Fourier-Entwicklung haben wir aber noch keine Aussage getroffen. Beginnen wir noch
einmal mit der Gl. (G.5), die wir jetzt auch in der Form

:_J' 2dt = —j dt——f dt+—.[gN )dt (G.12)

schrelben konnen. Die beiden letzten Integrale smd aber wegen der Orthogonalitits-

relation identisch

T T TN
[u(t)gn (t) dt= [gy*(t) dt = 002T+?Z(3H2, (G.13)
0 0 n=1
so dass wir die Beziehung
T A2 A2 A 2
:lju2 t)dt —g? - - N (G.14)
T 0 2 2 2

erhalten. Da jeder Koeffizient ¢, unabhingig ist von den iibrigen Koeffizienten und
damit auch von der Anzahl N der verwendeten Funktionen, folgt unmittelbar, dass
eine Hinzunahme weiterer Glieder das mittlere Fehlerquadrat verkleinert.

Gilt fiir eine Funktion u(t), fiir die das tiber eine Periodendauer 0 <t < T genommene
Integral iiber das Quadrat der Funktion existiert, die Beziehung

T N 2
MN:%j{u(t)—Zénfn(t):l dt<e fir N>N, (G.15)
0 n=0

d.h. das mittlere Fehlerquadrat kann durch geeignete Wahl des Wertes N immer kleiner
als eine vorgegebene positive Schranke ¢ gemacht werden, dann wird das Funktionen-
system f,(f) vollstandig genannt und die Reihendarstellung g\(t) konvergiert im Mittel
gegen die Funktion u(#). An einer Sprungstelle ¢, der Funktion u(t) konvergiert die
Fourier-Reihe gegen das arithmetische Mittel [u(f, + 0) + u(f, — 0)]/2 aus dem links- und
rechtsseitigen Grenzwert. Zusammengefasst gilt:

Erfiillt u(t) die Dirichlet'schen Bedingungen und existieren an einer Unstetig-
keitsstelle #, die beiden Grenzwerte u(t, + 0) und u(t, — 0), dann konvergiert die
Fourier-Reihe und es gilt

u(t) Stetigkeitsstellen
bei (G.16)
Sprungstellen

lim gy (t) = %[u(t0+o)+u(t0—0)]

Wegen IlvimM =0 folgt aus Gl. (G.14) die so genannte Parseval'sche Gleichung

© 4 2 (9.10)

T © n
u? (t)dt:coz+z% - a02+%Z(an2+an) (G.17)
0 n=1 n=1

ﬂ|~
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und bei einem Abbruch der Reihe nach N Gliedern gilt die Ungleichung

17 N g2 18 ., 7
?qu )dt = ¢ +z%:a02+52(anz+bnz). (G.18)
0 n=1 n=1

Beispiel G.1: Mittlerer quadratischer Fehler bei der

Rechteckfunktion

Zu untersuchen ist der mittlere quadratische Fehler My fiir die Entwicklung der
Rechteckschwingung in Abb. 9.7 sowie das Verhalten der Reihenentwicklung an
den Sprungstellen der Funktion.

Durch Einsetzen der in Gl. (9.37) berechneten Koeffizienten in die Gl. (G.14) gilt

1Tz 2 Gy 010, 2 15[~z 70
MN——.[U (t)dt —c? - > = 0*-q, ——Z(an + n)
To n=1 2 2n=1
|
u? (G.19)

Im Grenziibergang N — o liefert die Summe bekanntlich den Wert z%/8, so dass
die Beziehung (G.15) und damit die Konvergenz im Mittel an diesem Beispiel
liberpriift wurde.

Die Reihenentwicklung enthilt nur Sinusfunktionen, die an den Sprungstellen
der Funktion bei t = nT/2 jeweils verschwinden, d.h. die Fourier-Reihe nimmt
den arithmetischen Mittelwert aus links- und rechtsseitigem Grenzwert an.

N J

Da bei praktisch allen aus der Physik stammenden Problemen die Funktionen den

Dirichlet'schen Bedingungen gentigen, kann die Konvergenz stets vorausgesetzt wer-
den. Viel wichtiger ist daher die Frage nach der Giite der Konvergenz. Diese wird
beantwortet durch den folgenden z.B. in [30] bewiesenen Satz:

Ist eine periodische Funktion u(f) einschlieBlich ihrer ersten k— 1 Ableitungen
stetig und geniigt die k-te Ableitung den Dirichlet'schen Bedingungen, dann
gehen die Koeffizienten &n,l;n und ¢, der Entwicklung (9.6) bzw. (9.7) fiir n — «
mindestens wie 1/n*! gegen Null.
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Beispiel G.2: Konvergenz von Dreieck- und Rechteck-

funktion

Die in Abb. 9.6 dargestellte Dreieckschwingung ist eine stetige Funktion. Thre erste
Ableitung ist nicht stetig, gentigt aber den Dirichlet'schen Bedingungen. Nach dem
obigen Satz miissen die Koeffizienten der Entwicklung wegen k = 1 mindestens
wie 1/n® gegen Null gehen. Man bestitigt dies leicht anhand der Gl. (9.26).

Differenziert man die Dreiecksfunktion (9.22) bzw. ihre Reihendarstellung (9.26)
nach ¢, dann erhédlt man die durch die Anstiegszeit T/2 dividierte Fourier-Ent-
wicklung der Rechteckschwingung (9.38). Bei dieser ist bereits die Funktion u(t)
nicht mehr stetig, so dass die Koeffizienten wegen k = 0 nur mit mindestens 1/n
gegen Null gehen miissen. Eine nochmalige Differentiation der Gl. (9.26) ergibt
eine nicht mehr konvergierende Reihe. Im Falle der Integration einer Fourier-

Entwicklung wird die Konvergenz entsprechend verbessert.

. J

Aufgrund der Konvergenz der Reihe

o 2
yLl.o (G.20)
= n® 6
lasst sich aus dem obigen Satz noch eine Folgerung hinsichtlich der gleichmé&Bigen
Konvergenz der Fourier-Entwicklung ziehen:

Ist u(t) eine den Dirichlet'schen Bedingungen gentigende und im gesamten Inter-
vall stetige Funktion (d.h. k > 1), dann konvergiert die Reihe gleichmdfSig fiir alle
t. Handelt es sich bei der Entwicklung um eine nur in einem begrenzten Bereich
0 <t < T vorgegebene Funktion u(t), dann gilt diese Aussage wegen der periodi-
schen Fortsetzung von u(t) unter der Voraussetzung u(0) = u(7).

Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir noch eine grobe Abschétzung fiir die GroBe
des verbleibenden Fehlers machen, der durch den Abbruch der Reihe bei der Ord-
nungszahl n,,,,= N entsteht. Da jedes weitere der Summe hinzugefiigte Glied nach Gl.
(G.14) den mittleren quadratischen Fehler reduziert und da die Glieder der Summe
bei hoherer Ordnungszahl geringer sind, wird die GréBe des Fehlers wesentlich durch
das erste fehlende Glied bestimmt. Wir betrachten dazu wieder das Beispiel der Drei-
ecksfunktion in »Abb. G.1. Die Partialsumme mit den ersten drei Gliedern

gy (t) = %—i—lz[cos(wt) + Sizcos(Bwt)] (G.21)
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ist in Teilbild a dargestellt. Das Teilbild b zeigt den Fehler

©

u(t) -gn(t) = —4—123 > %Cos(nwt) (G.22)
n=5,7,..

zusammen mit dem ersten vernachldssigten Glied in einem um den Faktor 20 vergro-
Berten Mabstab.

i 0,05u

gn(0) / T\ u(t) =g (1)

TO 01/\\ AN

R

A / \ %COS(S(O 1)

- -0,051
0 05 1 0 0,5 1
— /T — /T

Abbildung G.1: Vergleich des Fehlers mit dem ersten vernachlassigten Glied

G.2 Das Gibbs'sche Phanomen

Wir haben im letzten Abschnitt gezeigt, dass die Fourier-Reihe bei einer Funktion, die
den Dirichlet'schen Bedingungen geniigt, im Mittel konvergiert und zwar gegen den
Wert der Funktion an einer Stetigkeitsstelle und gegen den arithmetischen Mittelwert
bei Sprungstellen. Diese Aussage bedeutet jedoch nicht gleichzeitig, dass im Grenz-
iibergang N — « auch der lokale Fehler |u(t) —gy (t)| an jeder Stelle t kleiner als eine
beliebige Schranke gemacht werden kann.

Als Beispiel fiir eine solche ungleichméBige Konvergenz untersuchen wir die Recht-
eckfunktion aus Abb. 9.7 in der unmittelbaren Umgebung ihrer Sprungstelle bei t = 0.
Die Reihenentwicklung kann aus Gl. (9.38) ibernommen werden

u(t):% i %sin(nwt)‘ (G.23)

Mit dem neuen Zihlindex v = (n+1)/2, der den Bereich der natiirlichen Zahlen
v = 1,2,... durchlduft, kénnen wir die Partialsumme in der Form

and 1, sad, 1 .
gn(t) =7; P sin[(2v-1)wt] = T;X_,,SIH(XV t) (G.24)

mit der Abkiirzung x, =(2v—1)w schreiben. Im néchsten Schritt ersetzen wir die
Sinusfunktion durch den folgenden Ausdruck

v

t t
isin(xv t) = _[cos (x,7)d7 = Re{.[ejx” dr} (G.25)
0

X 0
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und erhalten eine neue Darstellung fiir die Partialsumme

gn () = —RB{IZe”‘ ’dr} (G.26)

ov=1

Die im Integrand stehende endliche geometrische Reihe kann zusammengefasst werden

N N
ze]xvr _ ze](ZV—l]wt — oot |:1+e]2wr+e]4wr+ +e]2(N—1)wz:|
v=1 v=1
j2Nwt 3
jwr © -1 _ ot sin(Nwt)

Q207 _1 sin(w7)

(G.27)

Nach der Realteilbildung und Zusammenfassung des Zahlers mit dem Additionstheo-
rem (H.4) verbleibt die Beziehung

cos (Nwz) sin(Nwr) 3 ]sin(ZNwr)

4
— dr. G.28
sin(wr) T ’ ( )

8it
gn(t) == |

0

In der Nédhe der Sprungstelle t = 0 kann wegen 7 <<1 und sine¢ = ¢ fiir |g| <<1 die

Funktion im Nenner durch ihr Argument ersetzt werden. Im Zahler ist diese Verein-
fachung wegen der Multiplikation mit dem sehr groBen Wert 2N nicht zuldssig

A b
gn (1) _2u jlsin(ZNwt) dr. (G.29)
Tt

Die Substitution & = 2Nw1 fiihrt schlieBlich mit (1/7) dz=(1/&) d& und der oberen
Integrationsgrenze 2Nw t auf die resultierende Darstellung

gn(t) =22 | LLEPY (G-30)
T 5 &
Das bestimmte Integral
X . 3 5 7
Si(x) = ISIHEdS:X—X— S (G.31)
5 & 3.31 5.5 7.71

wird als Integralsinus bezeichnet und mit Si(x) abgekiirzt. Die Partialsumme

M:ESi(sz) (G.32)
u JT

ist in »Abb. G.2 dargestellt. Sie konvergiert mit wachsendem N fiir eine festgehaltene
Stelle t = const > 0 richtig gegen die Amplitude der Rechteckschwingung. Allerdings
handelt es sich dabei nicht um eine gleichméBige Konvergenz.
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gv(® 2.
=2 =—S8Si2wt N
1,179 i 7 (@orN)
1,0 \/
0,51
0 t t t t
0 w5 10 15 20 25

— 2wtN
Abbildung G.2: Verlauf der Si-Funktion

An einer Stelle f=const durchlduft die Partialsumme mit wachsendem N die den
Zahlen 2wtN zugeordneten Funktionswerte (2/7)- Si (Zth). An der Stelle 2wtN=x
bzw. t/T = 1/(4N) nimmt sie ein erstes Maximum an, das etwa 18 % tiiber der darzu-
stellenden Funktion u(t)/d =1 liegt und sich mit steigendem N zu kleineren t-Werten
hin verschiebt. Dieses Verhalten tritt immer bei Fourier-Entwicklungen an Unstetig-
keitsstellen auf und wird Gibbs'sches Phdnomen genannt.

Als Beispiel sind die Partialsummen fiir die Rechteckfunktion (G.24) mit N=3 und
N =20 in »Abb. G.3 dargestellt. An der Sprungstelle treten die Maximalwerte der
I"Jberschwinger im Abstand 1/(4N) von dem Nulldurchgang der Funktion auf.

g (1) A 820 (1)
n4L \v/\v/\ 7 haga "
of 1 o,'5 1T 0 0,5 1 T
12 \ /
—u V/\V/\V —u Aoz vnvn“

Abbildung G.3: Darstellung der Rechteckfunktion mit N'= 3 und N = 20 Glieder
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Kleine mathematische Formelsammlung

In diesem Anhang sind einige ausgewdhlte Formeln zusammengestellt, auf die in den
verschiedenen Kapiteln zuriickgegriffen wird. Die Additionstheoreme werden bei der
Wechselstromrechnung in Kap. 8 verwendet, die Integrale bei der Fourier-Entwick-
lung in Kap. 9.

H.1 Additionstheoreme

sin®x +cos’ x =1 (H.1)
2sin”* x =1—cos (2x) (H.2)
2cos’ x =1+cos (2x) (H.3)
sin(a+ ) =sinacos f+cos asin B, sin(a+%) =cosa (H.4)
cos (a+f)=cos acos fFsinasinf, cos (a—%)=sina (H.5)
2sinasin § = cos (a—ﬂ)—cos (a+,8) (H.6)
2c0s acos = cos (a— f)+cos (a+B) (H.7)
Zsinacosﬂ=sin(a—ﬂ)+sin(a+ﬂ) (H.8)
sina+sinf =2 sin#cos # (H.9)
cosa+cosﬂ=200sa;ﬂcos¥ (H.10)

H.2 Integrale

Bemerkung:
Die Integrationskonstante ist bei den unbestimmten Integralen jeweils weggelassen.

jsinz (ax)dx = %—%sin(ZaX) (H.11)
a
Isin(ax) sin (bx)dx = sin (ax — bx) - sin (ax + bx) fiir a* # b? (H.12)
2(a-b) 2(a+b)
jcosz (ax)dx =§+4isin(2c1x) (H.13)
a
Icos(ax) cos(bx)dx = sin (ax - bx) + sin (ax + bx) fiir a*# b? (H.14)
2(a-b) 2(a+D)
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H.2 Integrale

[sin(ax) cos(ax) dx :%sinz (ax) (H.15)
[sin (ax) cos(bx) dx = - 2<( . Z;X> _ 2<( . Z;X> fir @%b (H16)
[ixsin (ax) dx = Sin(fz‘”‘) - cos(ax) (H.17)
[xcos(ax) dx =$+%sin(ax) (H.18)

Bemerkung:

Die folgende Liste mit bestimmten Integralen enthilt alle in der Orthogonalitétsrelation
(9.13) auftretenden Kombinationen. Die Ergebnisse konnen fiir w = 272/T mit den Glei-
chungen (H.11) bis (H.16) leicht verifiziert werden. n und m sind natiirliche Zahlen.
Fiir die Phasenverschiebungen ¢, und v, gelten die Zusammenhénge (9.11) und (9.12).

T

jdt:T (H.19)
0

T T

Isin(nwt)dtz Icos(nwt)dtzo (H.20)
0 0

Tsin(not) sin(mot)di= L 0 fr "7 (H.21)
6l‘sm not) sin(mw =1p, o .

]' (nwt) cos(mwt)dt= 0 fir 7 (H.22)
0cos nowt) cos(mw =7/9 roo .

T

.[sin(nwt) cos(mwt)dt=0 (H.23)
0

T 0 n#m

Jsin(nwtﬂon) sin(mot+¢,)dt= {T/Z fiir e m (H.24)
| (nwt ) cos (mwt )dt= 0 fir (H.25)
JCOS nwt—vy,)cos(mwt-y,, “\7/2 r e m .
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H.3 Fourier-Entwicklungen

Die folgende Tabelle enthélt nur die von Null verschiedenen Koeffizienten fiir die

Reihenentwicklung
u(t)=ag+ . [&n cos(na)t)+l;n sin(nwt)} .
n=1
Tabelle H.1
Fourier-Reihen
Nr.  Zeitfunktion u(t) U, Fourier-Koeffizienten
A &
0 o 1. 4 —4u 1
N
T : Vs n=1,3,5,..
0o 17/2 T 2T
u 4a 1 1
u(t)= E—?[cos(wt) + S—Zcos(Swt) + 5—Zcos(5wt) + ]
0t ~ n+3
A 8 8u 1 =
2 =1’
2 0 ! {5 n=1,3,5,
8ul . 3
u(t)=—2[51n(wt)——251n(3wt)+—zsm(5a)t)—+ ]
s
A 1 i1
‘ i @ =i b=
3 t =t \/5 n=1,2,3,
0 T 2T

A~ AT

u(t) = %—% sin(wt) + %sin(Zwt) + %sin(?.wt) + :|

u ~
~ ~ 2u 1
/‘ 0 b, ==t~ (1™
- JaT 1n
. .
4 (\)T/Z/T MTZ i n=1,23, ..

u(t) = %ﬁ[sin(a)t) - %sin(Zwt) + %sin(Bwt) -+ :l
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H.3 Fourier-Entwicklungen

Nr.

Zeitfunktion u(t) U, Fourier-Koeffizienten
A
i 401
X b, = U
> u 7 n
0 T/2 T o ! n=1,3,5,
‘ L L |

“T et 26T ~ oS a, =200, a =@lsin(n2na]
] ‘ —» n=1,2,3,..

u(t) = 26ﬁ+27u|:sin(2m§)cos(wt) + %sin(élné)cos(Zw t)+ %sin(ﬁné]eos(Ba)t) +]

.Ul
a, =04, a, =——sin(n2x d)
7 n

i
<§T W H\/g I;H=E
T t > T

%[l —cos (n2w 6]]
l n=1,2,3,..

0 T 2T

u(t)=ou+— sin(2m§)cos(a)t) + %sin(élné]cos(Za)t) + %sin(ﬁmﬁ)cos(S(ut) +}

= _[1 — cos(279)] sin(a)t) + %[1 — cos(470)] sin(Zwt) h ]

2u 1

2 a, = ——sin(n2zJ)
oT Z i
20 <201
0 T/2| T o ! b, —;;[1—005(2nn6]]
‘ oT n=1,3,5,..

u(t)= z—f[sin(Zné)cos(wt) + %sin[ﬁné)cos(Swt) + ]

+2—:[[1 —cos(270)] sin (wt) + %[1 —cos(670)] sin (3wt) + }

20 1

<§T H 228 b, = ;;[1— cos(2nzd)]
0 T ET : n=1,2,3, ..
| 51

u(t) = 27[1[[1—(:05(27[6)] sin(wt) + %[1— cos(479)] sin (2wt) + ]
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Nr.  Zeitfunktion u(t) U, Fourier-Koeffizienten
o) =1,2,3,..
—(u12+u1u2+u22) n=1,23
3 _uytu s

. aO
1 mit 6 =9, -0, 2

06T 6,T T 2T
10
A 1 . . u, —u
a,= H[uz sin(n27d,) — u, sin(n2x 61]] + 2(; n)zlé [cos (n27d,) — cos (n2x 51]]
l;n = ;—Ill[uz cos (n2mo,) — u, cos (n2n61]] + ﬁ[sin(ﬂnéz) = sin(nZnél)]
A
0 4 g n= 1:2, &,
u
‘ ~ . a, =0
08T 6,T T ar ¢ mité=g-o 2
1 . &
a,= %sin(ﬂnéz) + m[cos (n279,) — cos (n2w 61]]
b, = ;_1111(:08 (n278,) + m[sin(nmrdz) — sin(n276,)]
10 n=1,2,3,
8 i
. a,=—0
06T 8,T T oy ¢ Witd=9,-0 2
12 . 2
a, = ;—Zsin(Hanl) - m[cos (n27d,) — cos (n274,)]
I;n = anos (n2mo,) — m[sin(nmtéz] = sin(nZnél)]
e “ 20 4= —40 1
i a2’ m (n-1)(n+1)
3 0 T2 T o ! n=24,6,..
u(t) = iifsin(e1)
u(t) = 2_&_4_1} cos (Zwt) cos (4wt) cos (Gw t)
A 1 1-3 3:5 57
i . LY
a 2u . _4u  (-1)?
- Q=" 0, =——
: N 7 w (n—1)(n+1)
14 0 T7/2 T 2T n=2,4,6,..

u(t) = it |cos(w?)|

2_ﬁ+4_ﬁ cos (Zwt) _ cos (4wt) N cos (th)
T .4 1-3 & 5:7

u(t) =
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H.4 Tabellen zur Laplace-Transformation

Nr.  Zeitfunktion u(t) U, Fourier-Koeffizienten
a a a _—2a 1
. ° 2"z (n-1)(n+1)
u 2
- AU
;s 0 T2 T oy 2 b=
u(t) =usin(wr) fir 0<t<T/2 n=2,4,6,
TR 1 2wt 4wt 6wt
u(t)=£+£sin(wt)—2—u[cos( ) + (o )+ (3 )+ ]
T 2 T 1-3 3-5 57
; _ G343
i °7 2g
W ‘ . ,—%%_\E e 1
T T Lo n H=
16 0y Y VT Jor ! 7 (n-1)(n+1)
FAVAVAVAVAWA n=3,6,9,..
) (3+/3|1 cos(3wt) cos(6wt) cos(9wt)
u(t) = == = = - ..
T 2 2-4 Bo7 8-10

H.4 Tabellen zur Laplace-Transformation

Original- und Bildfunktion kénnen jeweils mit der Amplitude U multipliziert werden.

Tabelle H.2

Korrespondenzen zur Laplace-Transformation

Nr. Originalfunktion u(t), u(t<0) = 0 Bildfunktion U(s)
1 1 (Sprungfunktion) 1
S
1
2 t —
SZ
n!
3 t", (n=1,2,..) P
4 e—at 1
s+a
5 —at 1
te (s+a)2
n!
n —at —
6 t"e™, (n=12,..) (s+a)™
1 -L 1
7 _ a
a e as+1
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Nr. Originalfunktion u(t), u(t<0) = 0 Bildfunktion U(s)
1 -1 1
. ?te (as+1)Z
t 1
9 - -
1—-e s(as+1)
1 (-t _t 1
a — b —
10 a—b(e © ) (as+1)(bs+1)
1, -t 1
n Et e (as+l)a
t) L 1
2 a-fiet]e ——
a s(as+1)
13 = 1
t—atae ° s*(as+1)
1 L _ 1
a — b B
1 H-b—a(ae be ) s(as+1)(bs+1)
_t _t _t 1
15 a(c—b)e +b(a—c)e "+c(b—a)e °©
(a—b)(b—c)(c—a) (as+1)(bs+1)(cs+1)
a -t ab+(a-b)t - 1
16 ‘- b Y
(a—b)Ze (a=b)’*b ¢ (as+1)(bs+l)2
L —at __ —bt ;
17 b—oz(e o) (s+a)(s+b)
1 —at _ bt t b 1
PR — — +_ e —
18 (a_b)z(e © ) a-b" (s+a)(s+b)®
19 (c=b)e™+(a—c)e™ +(b—a)e™ 1
(a=b)(b—c)(c—a) (s+a)(s+b)(s+c)
s
_ —at _
20 (1 at)e @GTay
1 =L &
21 ?(a—t)e (as+l)2
1 _t L S
N b_pe a 5
2 ab(a—b)(ae be ] (as+1)(bs+1)
-1 -L b+(a=b)t - s
2 (a-b)* ¢ (a=b)’b? ¢ (as+1)(bs+1)2
=L =& =L R
24 (b—c)e *+(c—a)e " +(a—b)e ©
(a=b)(b—c)(c—a) (as+1)(bs+1)(cs+1)
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H.4 Tabellen zur Laplace-Transformation

Nr.

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

Y]

Originalfunktion u(t), u(t<0) = 0

1
a—-b

(a e " — be’bt)

a(b—c)e +b(c—a)e™ +c(a—b)e™

(@-b)(b-c)(c-a)

12t 2\ =L
—— — R e a
a a  2d°

t p— p— e —
1 e—;_l_b(a 2b)—(a b)te

(a=b)a (a=b)*b®

_t _t _L
bec(c—b)e @ +cala—c)e »+ab(b—a)e ©

t

b

abc(a=b)(b—c)(c—a)

1
(1—2at+5a2t2)e"“

a* . _2ab—b>—b’(a=Db)t bt

—a

(a—by* (a—b)

a*(c—b) e +b*(a—c) e +c*(b—a) e

(a=b)(b—c)(c—a)

sin(at)

cos (at)
sin(at+¢p)
cos (at+¢)
sin®(at)
cos” (at)
e sin(at)
e cos (at)

e sin(at+p)

Bildfunktion U(s)

(s+a)(s+b)

(s+a)(s+b)2

S

(s+a)(s+b)(s+c)

(as+1)(bs+1)2

SZ

(as+1)(bs+1)(cs+1)

SZ

(s+a)’

sZ

(s+a)(s+b)*

SZ

(s+a)(s+b)(s+c)

_a
s*+ad
S
s*+a
ssingp+acos ¢
s*+a*
5C0s ¢ —asin g
s*+d*
2a*
s(sz+4az)
s*+2d°
s(sz+4az)
_a
(s+b)*+a?
s+b
(s+b)*+a*

(s+b)sinp+acos ¢
(s+bY +a*
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Nr. Originalfunktion u(t), u(t<0) = 0 Bildfunktion U(s)

(s+b)cos ¢ —asin ¢

43 e cos (at+¢)

(s+b)’ +a’
1 .
w—le 56 'sm(a)l t), a® > b?
1
e wle_b‘ sinh(w, ), @* < b* s +2bs+a*
2
mit w, = Ja? —b?, w,= Vb —a?
b
. e ’cos( tle—bzt),az>b2 s+b
& caeh ( b —a? t), P < P s*+2bs+a*
1-e |:COS (w,t)+ isin (a)lt)} ,a’ > b’
o, p
46 bt b . 2 2 A2 L otas 2)
1-e cosh(a)zt)+w—smh(wzt) ,a*<b S(S +2bs+a )
2
mit w, = Ja? - b, w,= Vb —a?
) 2as
47 tsm(at) (sz +az)2
s —a’
48 tcos (at) (SZ +a2)2
3s* —a*
49 t*sin(at 2a
sin(at) (SZ N az)
s’ —3a’s
t t 2
50 cos (a ) (32 +az)3
3 1 a —a
51 smh(at)=5(e f—e ') szfaz
1 —a
52 cosh(at)=z(e‘”+e ’) szjaz
1 . —1
53 ﬁ[atcosh(at)—smh(at)] (sz —(12)2
54 L —
Zsmh (at) (SZ —aZ)Z
SZ

1 .
55 Z[atcosh(at)+smh(at)]
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Verzeichnis der verwendeten
Symbole

Generelle Bemerkungen

Die Koordinatenbezeichnungen werden steil gesetzt.

Vektoren werden durch Fettdruck und mit Pfeil gekennzeichnet, z.B. s. Ihr Betrag

(Lange) wird in der Form |§| = s geschrieben.

Vektoren
0
A m?
dA m?
B Vs/m?
D As/m?
E V/m
e
€ €, €,
€, €, €,
€, €y, €,
F VAs/m =N
H A/m
J A/m?
Vs/m?
} Vsm
M A/m
m Am?
n
P As/m?
p Asm
r m
m
Ip m

Vektor der Lange Null

gerichtete Fliche A =i A, 1 steht senkrecht auf A
vektorielles Flichenelement dA = ndA
magnetische Flussdichte, (Induktion)

elektrische Flussdichte, Verschiebungsdichte, el. Erregung
elektrische Feldstiarke

Einheitsvektor, Vektor mit Betrag |é| =1
Einheitsvektoren in kartesischen Koordinaten
Einheitsvektoren in Zylinderkoordinaten
Einheitsvektoren in Kugelkoordinaten

Kraft

magnetische Feldstdrke

1) (rdumlich verteilte) Stromdichte
2) magnetische Polarisation

magnetisches Dipolmoment

Magnetisierung

magnetisches Moment

senkrecht auf einer Fldche stehender Einheitsvektor
dielektrische Polarisation

elektrisches Dipolmoment

1) Abstandsvektor vom Quellpunkt zum Aufpunkt
2) Vektor vom Ursprung (Nullpunkt) zum Aufpunkt P

Vektor vom Ursprung 0 zum Aufpunkt P
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Verzeichnis der verwendeten Symbole
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fQ m
s m
v m/s
v m/s

@

Vektor vom Ursprung 0 zum Quellpunkt Q
gerichtete Strecke

Geschwindigkeit

Driftgeschwindigkeit der Elektronen

Lateinische Buchstaben

A m?

AL nH

a m/s?

a,b, m

c, d

a.béd

B 1/Q
1/s
Vs/m?

B,  1/Q

B, 1/Q

B, Vs/m?

c m/s
D As/m?

VA
d, d,

V/m
e
e As

VAs/m =N
f 1/s=Hz
fo 1/s =Hz
G 1/Q=A/V
H A/m
H, A/m
h m
hy, h,, h,

Fldache
Ap-Wert
Beschleunigung

Abmessungen

Koeffizienten der Fourier-Entwicklung

1) Blindleitwert, Suszeptanz
2) Bandbreite
3) Betrag der magnetischen Flussdichte

kapazitiver Blindleitwert

induktiver Blindleitwert

Remanenz

Kapazitit

Lichtgeschwindigkeit ¢ = 2,99792-10° m/s

1) Betrag der elektrischen Flussdichte
2) Verzerrungsblindleistung

Verlustfaktor = 1/Q,, 1/Q,

Betrag der elektrischen Feldstarke
Euler'sche Konstante 2,71828...
Elementarladung e = 1,6021892-107'9 As
Betrag der Kraft

Frequenz

Resonanzfrequenz

elektrischer Leitwert, G = 1/R

Betrag der magnetischen Feldstdrke
Koerzitivfeldstédrke

Abmessung, (Ldange, Hohe)

metrische Faktoren (unterschiedliche Einheiten)



Verzeichnis der verwendeten Symbole

I

g

Pv

>

A/m?

Vs/A=H
Vs/A
Vs/A
Vs/A
Vs/A
Vs/A
Vs/A

Vs/A

kg

VA

I
=

W/m?

Gleichstrom
Kurzschlussstrom

1) zeitabhédngiger Strom
2) Zahlindex

Betrag der Stromdichte
imaginédre Einheit = v—1

1) Koppelfaktor
2) Zahlindex
3) Klirrfaktor
4)

Konstante

Induktivitét

dubere Induktivitat

Hauptinduktivitat

innere Induktivitat

Selbstinduktivitdt des i-ten Leiters

Gegeninduktivitdt zwischen dem i-ten und dem k-ten Leiter
Streuinduktivitét

Liange

mittlere magnetische Wegldnge

1) Gegeninduktivitét
2) mittleres Fehlerquadrat

)

)
1) Masse
2) Zahlindex
Ruhemasse eines Elektrons m, =9,1094-103'kg
Windungszahl

1) Betrag des Normalenvektors n = |ﬁ|
2) Ziahlindex
3) Zahlenverhaltnis

Aufpunkt (Beobachtungspunkt)
Leistung, (Wirkleistung)

1) zeitabhédngige Momentanleistung
2) Eigenwerte

Verlustleistungsdichte
Quellpunkt
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Verzeichnis der verwendeten Symbole

Q As 1) Ladung bzw. Punktladung
VAr = (W) 2) Blindleistung

Q, Giite des Parallelschwingkreises

Q. Giite des Serienschwingkreises

q As zeitabhédngige Ladung

V/IA=Q ohmscher Widerstand

Ry VIA=Q Eingangswiderstand

R; VIA=Q Innenwiderstand einer Quelle

R, A/Vs magnetischer Widerstand

T m Kugelkoordinate 0 <t < o

r m Betrag des Vektors I, r = |f|

Ip m Betrag des Aufpunktvektors, rp = |fp|
m Betrag des Quellpunktvektors, r; = |fQ|

I
S VA = (W) Scheinleistung
S

VA komplexe Leistung
Si(x) Integralsinus
s m 1) Strecke
1/s 2) komplexe Frequenz = o + jo
T K 1) Temperatur
S 2) Periodendauer
t s Zeit
U \Y% Gleichspannung
Uy, \Y% Leerlaufspannung
Ulw) Vs Fourier-Transformierte von u(t)
U(s) Vs Laplace-Transformierte von u(f)
u \% zeitabhédngige Spannung
i Ubersetzungsverhiltnis
%4 m?® Volumen
Vi A magnetische Spannung

<

m/s 1) Betrag der Geschwindigkeit
2) Verstimmung beim Schwingkreis

w VAs =] Energie
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w VAs/m?

1=

X V/IA=Q
X, V/A=Q
X, V/A=Q

X

X,y,Z m

Y  AV=1/Q
y

Z  VIA=Q
lz]  viA=Q
z

z

1) Energiedichte
2) Welligkeit

komplexe w-Ebene
Blindwiderstand, Reaktanz
kapazitiver Blindwiderstand
induktiver Blindwiderstand

1) Realteil der komplexen GréBe z
2) normierte GroBe

kartesische Koordinaten

Admittanz

Imaginarteil der komplexen GroBe z
Impedanz

Scheinwiderstand

komplexe z-Ebene

Wertigkeit eines Ions

Griechische Buchstaben

D Vs
CDA Vs
A Vs/A
(C] A
by As
Q
a 1/K
0
1/s
X
€ As/Vm
£ As/Vm

magnetischer Fluss

magnetischer Fluss durch eine Querschnittsfldache
magnetischer Leitwert

Durchflutung

elektrischer Fluss

normierte Verstimmung beim Schwingkreis

1) Temperaturkoeffizient
2) Winkel

1) Tastgrad, Tastverhéltnis

)
)
)
2) Abklingkonstante

1) dielektrische Suszeptibilitat
2) magnetische Suszeptibilitét

Dielektrizitdtskonstante, (Permittivitdt), e=¢, ¢,

Dielektrizitdatskonstante im Vakuum,
(elektrische Feldkonstante) ¢, = 8,854-1072 As/Vm
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Verzeichnis der verwendeten Symbole

&, Dielektrizitdtszahl, = 1 im Vakuum

Zylinderkoordinate, Kugelkoordinate 0 < ¢ < 27

7 1) Phasenwinkel
2) Argument einer komplexen Zahl

De \Y% elektrostatisches Potential

i Wirkungsgrad

K A/Vm spezifische Leitfdhigkeit, £ =1/py

A As/m 1) Linienladung, Linienladungsdichte
2) Leistungsfaktor

m 3) Wellenldnge
u Vs/Am (absolute) Permeabilitdt, u = 1, u,
Uo Vs/Am Permeabilitdt im Vakuum,

(magnetische Feldkonstante) u, =47-107 Vs/Am

Ue m?/Vs Beweglichkeit der Ladungstrager
Uy Permeabilitdtszahl, = 1 im Vakuum
) Kugelkoordinate 0 <9<
p m Zylinderkoordinate 0 < p <o
p As/m?® freie Raumladung, Raumladungsdichte
PR Vm/A spezifischer Widerstand, pg =1/«
o As/m? 1) Flachenladung, Flachenladungsdichte
2) Streugrad (Streuung)
1/s 3) Abklingkonstante = Re{s}
T s 1) Zeitkonstante
S 2) Integrationskonstante

) 1/s Kreisfrequenz, w = 27 f

Phasenwinkel bei der Admittanz

Indizes
A bezieht sich auf eine Querschnittsfldache
E Eingangsgrofe
e elektrisch
eff Effektivwert einer GréBe
g 1) Grenzfrequenz
2) Kennzeichnung einer geraden Funktion
h homogene Losung einer DGL
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Verzeichnis der verwendeten Symbole

SIS

=z 5 X

jae]

e

R L C

XV Z

p, @0

Sonstiges

1) Zdhlindex
2) den Strom betreffend

bezieht sich auf eine Kugel
Zahlindex

1) bezieht sich auf die Ausgangslast
2) bezieht sich auf den Luftspalt
3) bezieht sich auf die Aullenleiter

bezieht sich auf den Mittelpunkt
magnetisch

bezieht sich auf den Neutralleiter
in Richtung der Flachennormalen
bezieht sich auf den Aufpunkt

1) Primérseite beim Transformator
2) Parallelschaltung
3) partikuldre Losung einer DGL

bezieht sich auf den Quellpunkt
das entsprechende Bauelement betreffend

1) in Richtung eines Vektors r
2) Reihenschaltung

in Richtung der Kugelkoordinate r

1) in Richtung der Strecke s
2) Sekundaérseite beim Transformator

in tangentialer Richtung

1
2

die Spannung betreffend

1) bezieht sich auf einen Vorwiderstand

2

— —  — —

bezieht sich auf die Verbraucherseite
in Richtung der jeweiligen Koordinate

in Richtung der jeweiligen Koordinate

Skalarprodukt
Kreuzprodukt
Betrag (Lénge) des Vektors E

Realteil von ...

Kennzeichnung einer ungeraden Funktion
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Im{..} Imaginérteil von ...

u zeitlicher Mittelwert von u(f)

i Spitzenwert (Amplitude) von u(t)

m Gleichrichtwert von u(t)

u komplexe Grofle

u’ konjugiert komplexer Wert von u

u komplexe Amplitude von u(t), (Spitzenwertzeiger)
|g Betrag der komplexen GréBe u
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Ap-Wert 227

Amperemeter 138
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